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Prefacio

En los dltimos veintiseis afios, en el Departamento de Conversion y Transporte de Energia de la
Universidad Sim6n Bolivar se ha desarrollado un método eficiente y sistemético para la docencia
de los cursos de Conversion de Energia Eléctrica'. Se fundamenta en la experiencia aportada
originalmente por el Profesor Gaston Pesse Vidal después de mas de 45 afos de fructifera labor
universitaria, unida al trabajo sistemdtico de varios profesores de la secciéon de Conversion de
Energia Eléctrica de este Departamento. Esto ha permitido ampliar la visién de centenares de
ingenieros electricistas egresados de la Universidad Simén Bolivar, facilitando la incorporacién
de los nuevos desarrollos en electrénica de potencia, computacion y sistemas de control.

A diferencia de los métodos convencionales para el anélisis de las maquinas eléctricas, el método
que se desarrolla en este texto permite el estudio de los convertidores eléctromecanicos mediante
una modelacién generalizada, donde las diferencias se establecen fundamentalmente a partir de
la configuracion de las fuentes de alimentacion. El texto utiliza ampliamente el dlgebra lineal
con la finalidad de simplificar las ecuaciones necesarias para el andlisis permanente y transitorio
de las miquinas eléctricas e incorpora simultaneamente la concepcion fisica de los fendmenos
involucrados para permitir una comprension mas completa de cada tema.

El objetivo general consiste en ofrecer al futuro ingeniero electricista aquellos fundamentos ted-
ricos y conceptuales necesarios para comprender los principios, analizar y evaluar las diferentes
condiciones de operacion de las maquinas eléctricas convencionales y permitir su interrelacion
con el sistema eléctrico de potencia. El texto se orienta fundamentalmente al andlisis de los
convertidores, pero en algunos casos se introducen algunas ideas generales que podrian servir
de pie a cursos posteriores que desarrollen los temas relativos al disefio y construccién de los
convertidores electromecanicos.

El perfil profesional del ingeniero electricista estd en continuo cambio, cada dia el desarrollo
tecnolégico evoluciona rapidamente. Nuevas maquinas y aplicaciones aparecen en el horizonte.
Es necesario preparar a las generaciones de ingenieros que estamos formando para que puedan
afrontar los retos que se presentan. Por esta razon, es necesario incorporar herramientas moder-
nas y conceptos adecuados que flexibilicen el conocimiento de estas tecnologias en continuo

'Méquinas eléctricas y controladores electrénicos de potencia.



desarrollo. Para cumplir con este cometido es indispensable romper con aquellos esquemas con-
ceptuales que eran vélidos cuando las maquinas eléctricas cumplian una funcién mucho mas
restringida. La investigacion metddica y las continuas asesorias profesionales permiten el desa-
rrollo de esta vision conceptual de las maquinas eléctricas, dentro de los alcances y limitaciones
impuestos por el nivel académico a quien van dirigidos este texto?. La incorporacién de armé-
nicas en las fuentes, desequilibrios en la red, controladores electrénicos en los accionamientos
han hecho que los conceptos cldsicos sean insuficientes para afrontar el reto que representa la
industria actual.

La necesidad permanente de actualizar conocimientos, y la definicién constante de nuevas me-
tas y objetivos hacen indispensable la revision periddica de este material. Con este espiritu ha
sido concebido. Es un deseo que el material contenido en este texto ayude a simplificar la dificil
labor del docente en esta drea, y el aun més complejo proceso de aprendizaje a los estudian-
tes de ingenieria eléctrica. El estudio de este tema requiere una fuerte conceptualidad fisica y
matematica, debido a que los fenémenos de conversion electromecdnica de la energia requieren
interpretaciones espaciales y temporales simultaneas. Se ha incluido un nimero importante de
ilustraciones, graficos y diagramas para facilitar la comprension de aquellas ideas que tienden a
ser dificiles para el estudiante. En esta edicion se han incorporado ejemplos resueltos que ilus-
tran los conceptos desarrollados, ejercicios propuestos que permiten desarrollar las habilidades
necesarias para cumplir con los objetivos de cada tema y un sumario en cada capitulo que expone
de forma concisa las ideas fundamentales. En varios temas se han incluido pequefios programas
desarrollados mediante herramientas de célculo de alto nivel® que permiten obtener resultados
practicos de los modelos y constituyen en si mismos una poderosa herramienta de aprendizaje.

Este libro comienza presentando las bases fundamentales que permiten un anélisis sistematico
de las maquinas eléctricas: la ley de Lorenz, el principio de los trabajos virtuales y el analisis
de circuitos acoplados magnéticamente. Posteriormente se desarrollan en detalle los principios
basicos de conversidn electromecdnica, el planteamiento de las ecuaciones diferenciales que
rigen su comportamiento y las transformaciones necesarias para su solucion eficaz y eficiente.
Las maquinas de conmutador, de induccién y sincrénica se presentan a partir de estas ideas y
se obtienen modelos para el andlisis en régimen permanente y transitorio de los convertidores
electromecdnicos. Algunos temas importantes tales como armoénicos, saturacion, desequilibrios,
limitaciones de disefio, ensayos de laboratorio, estimacién paramétrica y valores esperados se
han incluido a través de todo el texto.

Quisiera terminar el prélogo a la presente edicion agradeciendo a los innumerables colaborado-
res que han contribuido a su realizacién durante todos estos afios, especialmente a las genera-
ciones de ingenieros electricistas que permanente, entusiasta y desinteresadamente han revisado,
discutido y hecho sugerencias sobre todos los temas desarrollados. Desde su primera publicacion
en Internet en el afio 2002, se han incrementado notablemente los comentarios y sugerencias que
han ido enriqueciendo el material.

Prof. José Manuel Aller Castro

Valle de Sartenejas, 2006

’Fundamentalmente estudiantes no graduados de ingenierfa eléctrica
3Matlab®), Scilab®) y Octave®.
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CAPITULO 1

Conversién de Energia Eléctrica

En la historia del desarrollo de la humanidad se han buscado muchas fuentes de energia para mo-
vilizarse, construir viviendas, arar, segar, procesar los alimentos e iluminar. Hombres y bestias
fueron las primeras fuentes de energia, incluso la esclavitud fue ampliamente justificada durante
milenios con esta finalidad. La lefia y el carb6én desempefiaron un papel protagénico durante la
revolucion industrial, con la invencién de la mdquina de vapor. El desarrollo de la electricidad a
finales del siglo XIX permiti6 el desarrollo de la industria moderna y requiri6 la conversién de
diversas fuentes de energia en energia eléctrica y viceversa. En la actualidad el desarrollo de la
electrénica y en especial de la electrénica de potencia, permite el control efectivo y eficiente de
los procesos de conversion de energia eléctrica.

En este capitulo analizaremos los conceptos fundamentales involucrados en la conversion de
energia, los principios bédsicos que permiten la conversion electromecénica de energia y las téc-
nicas matematicas que permiten analizar el comportamiento de los convertidores electromeca-
nicos de energia.

1.1. Conceptos basicos

La energia es uno de los conceptos mds importantes en el estudio de las maquinas eléctricas.
La energia es la capacidad de realizar un trabajo. La energia se presenta en la naturaleza en
diferentes formas. El objetivo de las maquinas eléctricas consiste en convertir la energia de una
forma en otra.

En latabla 1.1 se presenta un resumen de las densidades de energia que pueden ser almacenadas
en diversos procesos fisicos.

Se puede observar que los sistemas eléctricos y magnéticos no son buenos acumuladores de
energia porque las méximas densidades de energia que se pueden obtener con los materiales
existentes en la actualidad, son relativamente pequefias al compararse con la energia por unidad
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Tabla 1.1 Densidades de energia que pueden ser almacenadas en diversos procesos fisicos

1. Gravitacién (100 m) 0,0098 MJ/kg
2. Energia Cinética (5000 rpm,) 0,053 MJ/kg
3. Campo Magnético (2Wb/m) 0,0016 M .J/litro
4. Campo Eléctrico (6,5 MV /m) 0,006 M.J/litro
5. Bateria de plomo 4cido Pb + 20 — PbO, 0,16 MJ/kg
6. Calor de reaccién del combustible f6sil 44,0 MJ/kg
7. Calor de combinacién H + H — H, 216,0 MJ/kg
8.  Energia de Ionizacion 990,0 M.J/kmol
9. Fisién U 83000 M J/kg
10. Fusién Deuterio + Tritio — He + 17,6 MeV 340000 M .J/kg

de peso que puede ser almacenada en una bateria o en los combustibles fosiles. Por esta razon
es necesario realizar la conversion electromecénica de la energia para obtener energia eléctrica
en grandes cantidades. La conversion electromecdnica de energia permite transmitir, consumir,
modificar o transformar la energia electromagnética de una forma en otra, pero no es posible
almacenarla en cantidades importantes!.

El segundo concepto fisico importante en los fendmenos de conversion de energia es la fuerza.
La fuerza en un sistema fisico se manifiesta mediante la presencia de interacciones entre la
materia. Atin cuando parece que las fuerzas pueden ser de muy diferentes formas y tipos, se
conocen en la actualidad sélo cuatro fuerzas:

Interacciones gravitacionales entre masas (gravitones).
Interacciones eléctricas entre las cargas (electron-proton-foton).

Interacciones nucleares débiles (bosones intermedios).

el e

Interacciones nucleares fuertes (proton-neutrén-pion).

Si se asocia a las fuerzas nucleares fuertes de cohesion proton-proton por intercambio de piones
entre protones y neutrones el valor unitario, las interacciones nucleares débiles de las particulas
nucleares con rareza se encuentran en el orden de 1074, Las fuerzas gravitacionales se en-
cuentran, en la misma base de comparacién, en el orden de 10737, Las fuerzas de atraccién y
repulsion de cargas eléctricas por intercambio de fotones estdn en el rango de 1072,

El tercer concepto bésico es el de campo. La palabra campo posee la interpretacion geométrica
de extension, superficie o espacio. Sin embargo, en fisica el concepto de campo consiste en la
descripcion del espacio donde se produce algun tipo de fuerzas. El campo gravitatorio es la zona
del espacio donde una masa ejerce su influencia atrayendo a otras masas. El campo eléctrico
se define exactamente igual, pero considerando las interacciones entre las cargas eléctricas. El
campo magnético se define a través de las fuerzas entre dipolos magnéticos. LLa medicion de
un campo se realiza colocando en un punto del espacio una particula de prueba (masa, carga o
dipolo magnético) y se mide la fuerza ejercida sobre ella. El cociente entre la fuerza en dicho

IExisten algunas excepciones como pueden ser los voltimetros electrostiticos y ciertos sensores de posicién que
utilizan el campo eléctrico en el proceso de conversion de energia.
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punto y la magnitud de interés de la particula es la intensidad del campo en el punto. Por ejemplo,
si en un punto en la superficie de la tierra se mide la fuerza de atraccidn gravitatoria sobre la
masa de prueba m, el dinamémetro indicard F = mg, donde g es la aceleracion de gravedad en
el punto donde se realiza la medida, y su direccidon apunta hacia el centro de la tierra. El campo
gravitatorio es el cociente entre la fuerza y la masa. En otras palabras la aceleracion de gravedad
en cada punto determina el valor de la intensidad del campo gravitatorio. De igual forma, el
campo eléctrico es el cociente entre la fuerza eléctrica sobre una particula cargada, y el valor de
la carga de esa particula E = %.

Para el fendmeno eléctrico se plantea una ecuacion de equilibrio de fuerzas en funcion del campo
eléctrico E y el campo magnético B de un sistema dado. Esta ecuacion de equilibrio se conoce
como relacion de Lorenz:

F=q(E+vxB) (1.1)
donde:

es el vector de la fuerza resultante sobre la particula cargada.
es la carga eléctrica de la particula.
es el vector intensidad del campo eléctrico.

es el vector velocidad.

W< Ee o

es el vector densidad de campo magnético.

Figura 1.1 Carga eléctrica en un campo eléctrico

En la ecuacion 1.1 todas las cantidades vectoriales deben estar referidas a un sistema de re-
ferencia unico. Ademads, el campo eléctrico E y el campo magnético B deben ser producidos
externamente a la carga q. Para que ocurra una interaccion electromagnética sobre la carga q
es necesaria la existencia de otras cargas. La figura 1.1 ilustra esta idea. En el punto que ocupa
la carga q, el campo eléctrico E;se debe a las otras cargas presentes en el sistema y no a si
misma. En estas condiciones existe una interaccion eléctrica entre la carga puntual q y el campo
eléctrico E5; producido por las cargas distribuidas en las dos placas.

En un convertidor electromagnético de energia es necesario analizar el mecanismo de creacién
de campo eléctrico E y magnético B. Para este fin se recurre a las ecuaciones de Maxwell y a las
condiciones de contorno impuestas por el equipo.

Para determinar la solucién del campo electromagnético, se parte de las siguientes premisas:

15



1. Las particulas eléctricas ¢ se desplazan en campos eléctricos EE y magnéticos B.

2. Estos campos son producidos externamente a las cargas, por otras particulas cargadas.

Con las premisas anteriores, las leyes de Maxwell expresadas en su forma diferencial para un
punto cualquiera del espacio son:

0B

VXE:_W (1.2)
oD
VXH—J+E (1.3)
V-E=p (1.4)
V-B=0 (1.5)

y las relaciones constitutivas debidas al medio material:

B =uH (1.6)
D=c¢cE (1.7)
J=0E (1.8)

donde p, € y o pueden ser tensores que dependen del tipo de material y orientacion, pero que en
los casos més simples son cantidades escalares.

Las ecuaciones 1.2 a 1.5 se pueden escribir en forma integral:

0
E.-d=—— | B. 1.
J(I{L d o /. ds (1.9)
0

%H-dlz/J-dS—I——/D-dS (1.10)

L s ot Js
j{D-dS:/pv-dv (1.11)

s v
%B -dS =0 (1.12)
s

En general, cuando se analizan casos practicos de los convertidores electromecédnicos de ener-
gia, la variacion de la densidad del campo eléctrico D con respecto al tiempo es despreciable
comparada con la densidad de corriente J. Este término representa las corrientes capacitivas de-
bidas a las variaciones del campo eléctrico y se conoce como corrientes de desplazamiento. Las
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corrientes de desplazamiento son importantes cuando el campo eléctrico es muy intenso - alta
tension - o cuando su variacidn es muy rapida - alta frecuencia -. Ninguna de estas condiciones
es frecuente en las maquinas eléctricas convencionales en condiciones normales de operacidn.

Para resolver las ecuaciones de Maxwell en un problema concreto, se define a las corrientes
como las variables independientes. A partir de ellas se calcula el campo magnético B con las
ecuaciones 1.3 y 1.5, el campo eléctrico E de la ecuacién 1.2 y las fuerzas electromotrices por
integracion lineal del campo eléctrico en la trayectoria de interés. Las condiciones de contorno
del sistema fisico relacionan las fuerzas electromotrices con las corrientes que han sido previa-
mente consideradas como variables independientes. Este proceso de célculo se utilizard en el
proximo capitulo para obtener el modelo de un sistema electromecénico simple, pero es total-
mente general. La ecuacién 1.4 no se utiliza en este andlisis ya que se supone que en el medio
no se encuentran disponibles cargas libres, es decir la densidad de carga p es cero.

3 W
A
Sistema _v» Sistema Il
e \‘

/ \ E,=E,+vXB,
&
2
\\

conductor

- U

Figura 1.2 Efecto del cambio del sistema de referencia sobre el campo eléctrico

Enla figura 1.2 se ilustra un par de conductores idénticos. El primero se desplaza a una velocidad
v diferente de cero, en la presencia de los campos E; y B;. El segundo conductor es idéntico al
primero pero el observador se mueve a la misma velocidad v y considera por esta razén que el
conductor estd en reposo. En esta condicion el observador detecta el campo Es.

Si se introduce una particula en cada uno de los conductores anteriores cuya carga es ¢, en el
primer sistema la fuerza sobre la particula, de acuerdo con la relacién de Lorenz 1.1, es:

F1 = ({1 (El + v X Bl) (113)

Si la velocidad es constante, las fuerza F'; es nula y de la ecuacion 1.13 se deduce:

E]_ = -V X B]_ (114)

En el sistema II, como la velocidad relativa es cero, el observador s6lo puede atribuir la fuerza
actuante sobre la particula ¢; al campo eléctrico Es:

E, = (1.15)
q1
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inducida

Figura 1.3 Conductor en movimiento en presencia de campos eléctricos y magnéticos

Como los conductores son idénticos en los dos sistemas, a excepcion de su sistema de referencia,
se puede establecer la transformacion de Lorenz mediante las expresiones 1.13 y 1.15, debido a
que F; = Fs:

E2:E1—|—V><B1 (116)

La ecuacion 1.16 permite calcular el campo eléctrico equivalente de un sistema de referencia so-
lidario a los conductores del convertidor electromecdanico de energia, conociendo vectorialmente
el campo eléctrico y el campo magnético, del sistema fijo y externo al conductor.

En la figura 1.3 se ha esquematizado un segmento conductor al cual se le aplica entre sus ex-
tremos el campo eléctrico E. El circuito se encuentra inmerso en un campo magnético uniforme
B. La densidad de corriente J que circula por el conductor depende de la superposicién de los
campos eléctricos aplicados sobre €l y de la conductividad o del material, segtin la relacion
constitutiva 1.8, también conocida como ley de Ohm:

J=0E = U(Eaplicada - Einducida) (117)

El campo eléctrico producido por el movimiento del conductor a la velocidad v en un campo
magnético B se calcula segtn la ecuacion 1.14, y por lo tanto la expresion 1.17 queda:

J = 0E = 0(Eaplicada — v X B) (1.18)

La expresion anterior determina la densidad de corriente J por el conductor. Una vez conocida
la densidad de corriente se puede evaluar el campo eléctrico o magnético en cualquier punto del
espacio utilizando las ecuaciones de Maxwell 1.2 a 1.5. Conocidos los campos se pueden evaluar
las fuerzas sobre cualquier particula eléctrica cargada o sobre cualquier dipolo magnético. De
esta forma queda resuelto el problema de la conversion electromecénica de la energia.

1.2. Convertidor electromecanico elemental

En general las maquinas eléctricas tienen por finalidad transformar la energia mecanica en ener-
gia eléctrica y viceversa. Cuando la conversion es de energia mecénica en energia eléctrica se
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x=0 conductor

Figura 1.4 Convertidor electromagnético elemental

dice que la maquina est4 funcionando como generador y en el caso contrario opera como motor.
Tal vez la mdquina eléctrica mds simple es la que se representa en la figura 1.4. Este dispositi-
vo es un convertidor electromagnético elemental y esta constituido solamente por un conductor
rectilineo, moviéndose ortogonalmente a un campo magnético uniforme.

En la figura 1.4, el conductor longitudinal se mueve en el interior de un campo magnético B,

siendo:

E es el vector intensidad de campo eléctrico.
e es la fuerza electromotriz.
es el vector densidad de campo magnético.

v es el vector velocidad del conductor lineal.

Las variables anteriores se relacionan a partir de la ecuacion 1.13, considerando que no existe
campo eléctrico externo:

E=vxB (1.19)

Si en la ecuacidn 1.19, se supone que el campo magnético B es uniforme en todos los puntos del
conductor y la velocidad v es constante, la fuerza electromotriz e de todo el conductor es:

1
e:/ E-dl (1.20)
0

Si al conductor anterior se le conecta una resistencia entre sus extremos, circulardn cargas por
el conductor y se producird una corriente de valor:

€
1= = 1.21

7 (1.21)

En el conductor de la figura 1.5 se produce una fuerza F., que se opone al movimiento. Esta

fuerza puede calcularse a partir de la relacion de Lorenz 1.1, expresada como funcién de la

corriente ¢ por el conductor:
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x=0  conductor

Figura 1.5 Corriente circulando por un conductor

F.=1-ixB (1.22)

La fuerza calculada en la expresion anterior muestra que el sistema se opone a la extraccion
de energia. Para obtener la energia, es necesario forzar el movimiento del conductor. Si no
actiia ninguna otra fuerza que mantenga el movimiento, y si la velocidad es diferente de cero,
el sistema tendrd un movimiento retardado de aceleracidon negativa. El conductor convertird la
energia que estaba inicialmente almacenada en su masa, en pérdidas en la resistencia R del
circuito externo. En estas condiciones, la velocidad decae exponencialmente a cero.

Para mantener una velocidad constante en el conductor de la figura 1.5, es necesario aplicar
una fuerza externa al conductor que se oponga a F.. Esta fuerza es de origen mecénico y se
denomina F,,. En la figura 1.5 se observa el equilibrio de fuerzas necesario para mantener
constante la velocidad v del conductor.

El sistema mecdnico entrega potencia al sistema eléctrico para mantener la velocidad v, la po-
tencia mecdnica instantdnea entregada por el sistema externo se calcula mediante la relacion
siguiente:

P,=F, v (1.23)
y la potencia eléctrica instantdnea en el conductor es:

P=c-i (1.24)

Si se realiza un balance de potencia, considerando que las cantidades vectoriales son ortogonales
entre si, se obtiene el siguiente resultado:

P,=F, - v=F..-v=i-B-v-l=i-E-l=i-e=DP, (1.25)

La ecuacién 1.25 demuestra que la conversion de energia mecdnica en energia eléctrica ha sido
completa. En el proceso no hay pérdidas debido a que la potencia disipada en la resistencia del
circuito es externa a la maquina.

20



x=0  conductor

Figura 1.6 Conductor alimentado por una fuente de tensién V

Afadiendo una fuente de tensién al conductor anterior con el conductor inicialmente en reposo,
tal como se ilustra en la figura 1.6, la fuente de tensién V hace circular una corriente i por el
circuito. Esta corriente produce, segtin la ecuacidon 1.22 una fuerza eléctrica F,.. Si no actda
ninguna otra fuerza sobre el conductor, este comienza a moverse con aceleracion.

Cuando el conductor se mueve en un campo magnético, se origina a su vez un campo eléctrico
E. Como se puede apreciar en la figura 1.6, la fuente de tensidon produce una corriente que se
opone al campo eléctrico E inducido por el movimiento. La corriente se puede calcular como:

(1.26)

De esta forma, en la medida que aumenta la fuerza electromotriz e inducida por el movimiento
del conductor, disminuye la corriente en el circuito. Al decrecer la corriente, se reduce la fuerza
eléctrica sobre el conductor. El proceso continda hasta que la fuerza eléctrica F'. se hace cero. En
esta condicién la tension aplicada por la bateria V es igual a la fuerza electromotriz e, inducida
por el movimiento del conductor en el campo magnético y la corriente i se anula.

La velocidad del conductor en que la fuerza eléctrica es cero, debido al equilibrio entre la ten-
sién aplicada y la fuerza electromotriz inducida por el movimiento, se define como velocidad
sincrénica del conductor. En esta situacion:

e=V=10-vs-B (1.27)
donde v, es la velocidad sincrénica y se calcula de la expresion anterior como:

Vv

Us

Una vez que el conductor alcanza la velocidad sincrénica (V' = e; i = 0), si se aplica una fuerza
resistente al conductor, el sistema comienza a retardarse y la fuerza electromotriz inducida e
disminuye, aumenta la corriente en el conductor debido a que la tension V' de la bateria supera
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a la fuerza electromotriz e. La aceleracién o retardo del sistema se puede calcular aplicando
convenientemente la segunda ley de Newton:

dv 1 F.+F
a=D_ Ly potetin (1.29)

donde:

es la sumatoria de fuerzas aplicadas.

A M
&

es la fuerza eléctrica sobre el conductor.

es la fuerza mecanica resistente.

=
= s

es la masa del conductor.

Cuando la fuerza mecanica F,, equilibra a la fuerza eléctricaF ., la aceleracion es cero y en ese
instante se cumple que:

(1.30)

Fm:Fe:l.B.izl.B.<m>

R

De la ecuacion 1.30 se obtiene la velocidad de operacién v, en funcidn de la fuerza mecdnica
resistente:

vV — Fn-R
- (131)

Vo =

La velocidad v, corresponde a la operacién de la maquina cuando las fuerzas eléctricas y meca-
nicas sobre el conductor estdn en equilibrio. Si en este momento se elimina la fuerza resistente
F,,, el conductor se acelera en la direccion de la fuerza eléctrica F, hasta alcanzar nuevamente
la velocidad sincrénica.

La exposicion anterior permite resumir en seis ecuaciones los principios que rigen la conversion
electromecdnica de energia:

E=vxB (1.32)
f=ixB (1.33)
!
wi/Ewﬂ:EJ:vJ%l (1.34)
l
F:/fﬂ:fJ:rBl (1.35)
V —e
| = 1.36
i 7 (1.36)
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dv 1 F.+F,,
— = _—_F, =" 1.37
a M M (1.37)
En el sistema de ecuaciones representado por las expresiones 1.32 a 1.37 se destacan los siguien-

tes puntos:

1. La ecuacién 1.34 calcula una variable eléctrica (e) en funcion de una variable mecanica
(v) y el campo (B).

2. La ecuacién 1.35 determina una variable mecanica (F') en funcién de una variable eléc-
trica (i) y el campo (B).

3. Las ecuaciones 1.34 y 1.35 dependen del conductor y del campo en el cual estd inmerso,
por esta razon se denomina las del convertidor electromecénico.

4. Las ecuaciones 1.36 y 1.37 representan las relaciones entre el conductor - mdquina eléc-
trica - y el resto del universo. Estas ecuaciones se denominan ecuaciones de ligazon,
ecuaciones de borde, ecuaciones de contorno o ecuaciones de frontera.

1.3. Curvas caracteristicas

Para representar la de la fuerza eléctrica sobre el conductor en funcién de la velocidad, se puede
utilizar la ecuacién 1.30:

2
-54_@;M} (1.38)

n::¢34:<v_?.Bw:V
R

La ecuacion 1.38 representa a la fuerza eléctrica £, como una recta en funcién de la velocidad v
del conductor. Cuando el conductor se encuentra en reposo (v = 0), la fuerza eléctrica es igual
al término independiente en velocidad. Si la fuerza eléctrica es cero, la velocidad corresponde
a la velocidad sincrénica de la maquina. Si se opone una fuerza constante de valor conocido,
como se observa en la figura 1.7, se determina un punto de equilibrio vy en la interseccion de
las caracteristicas eléctrica y mecdnica. En este caso v, corresponde a la velocidad en la cual la
fuerza eléctrica F.equilibra a la fuerza mecdnica F,,, y constituye un punto de equilibrio estable
debido a que cualquier perturbacion en la velocidad mecénica del sistema tendera a ser restituida
a las condiciones previas por las fuerzas actuantes sobre el conductor. Esta interseccién es un
punto de operacion de régimen permanente para la maquina.

En la figura 1.7 se han marcado dos zonas (1) y (2). En la zona (1), si la maquina arranca
en contra de una fuerza mecdnica resistente constante, se acelera hasta alcanzar el punto de
operacion permanente o punto de equilibrio v, -interseccion de las caracteristicas-. Esto ocurre
debido a que esta zona de operacién, la fuerza eléctrica F, siempre es superior a la fuerza
mecanica F,,,.

Si el sistema se encuentra originalmente en vacio, es decir, operando a velocidad sincrénica, sin
carga mecdnica y repentinamente se anade una fuerza mecénica resistente, la fuerza eléctrica es
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Figura 1.7 Curva caracteristica de la maquina
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retardadora

op y =

Figura 1.8 Fuerza mecanica variable con la velocidad

inferior a la mecdnica y ocurre un proceso de retardo en la zona (2) de la figura 1.7. La velocidad
disminuye desde la sincrénica hasta la velocidad de operacidn,v en el punto de equilibrio.

La fuerza mecdnica F;,,, depende en general, para un accionamiento fisico, de la velocidad del
conductor. En la figura 1.8 se muestra la curva caracteristica de la mdquina eléctrica anterior,
pero sometida a una fuerza mecanica dependiente de la velocidad.

En este caso, al igual que en el anterior, vy es un punto de equilibrio estable ya que si se aumenta
un diferencial la velocidad del conductor por encima de vy, se origina una fuerza retardadora que
hace regresar el conductor a la anterior condicion de operacién. Por el contrario, si la velocidad
del conductor disminuye en un diferencial, se produce una fuerza acelerante que incrementa la
velocidad del conductor hasta alcanzar el punto de equilibrio en vy.

Al producirse un cambio en la tension de la bateria que alimenta al convertidor, la velocidad
sincronica de la maquina también varia, debido a que esta velocidad se determina cuando existe
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Figura 1.9 Efecto de la variacion de la tension de alimentacion
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Figura 1.10 Efecto de la variacion del campo B del convertidor

equilibrio entre la tensién de la bateria y la fuerza electromotriz inducida en el conductor. Es
posible definir en la figura 1.8 una familia de curvas de acuerdo a como se varie la tensién de
la fuente. Mediante la variacion de la tension de la bateria se puede controlar la velocidad de
operacion de la maquina.

También se puede controlar la mdquina elemental variando la densidad de flujo magnético B. La
variacién del campo produce un cambio en la pendiente de la curva caracteristica de la maquina,
ya que como se observa en la ecuacion 1.38, esta variacion altera la pendiente de la caracteristica
de forma cuadratica y el punto de corte en el eje de la fuerza - v = 0 -, de forma lineal. En la
figura 1.10 se ilustra esta situacién y como es posible cambiar el punto de operacién de la
maquina mediante variaciones del campo magnético B.

De los dos métodos analizados para controlar el punto de operacién de la méaquina, la varia-
cién del campo magnético tiene un inconveniente. Cuando el campo se reduce demasiado, la
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Figura 1.11 Modos de operacién del convertidor

velocidad sincrénica aumenta considerablemente y se puede producir un fenémeno denominado
embalamiento. El embalamiento es una aceleracion subita debida a la pérdida del campo en una
maquina eléctrica sin carga. Si la velocidad sube a niveles peligrosos, puede ocurrir deterioro de
la maquina por fallas eléctricas y mecdnicas. En las maquinas eléctricas rotativas este problema
es muy grave como se observa del siguiente ejemplo:

Una mdquina de 3600 rpm con un radio de 50 cm gira a una velocidad angular de:

w:2ﬁﬁ:377@
f S

La aceleracion centripeta que aparece sobre los conductores de la periferia del
rotor de la mdquina se calculan como:

a. = w’r = 71,061 =
S

Esta aceleracion es aproximadamente 7252 veces superior a la de gravedad, por
lo tanto sobre cada gramo de material en la periferia aparece una fuerza de 7
kg tratando de mover el material conductor de sus ranuras. Como la aceleracion
varia con el cuadrado de la velocidad angular, si se duplica la velocidad angular,
la aceleracion aumenta cuatro veces.

1.4. Balance energético

En el balance de potencias desarrollado en la ecuacion 1.25 se llegé a la conclusion de que todo
el proceso es conservativo en base a que la potencia eléctrica desarrollada por la maquina es
igual a la potencia mecénica entregada por el sistema externo.

En general, todas las maquinas eléctricas son reversibles y su funcionamiento depende del sen-
tido en que se transmite la potencia. Si la energia fluye del sistema eléctrico al mecanico, la
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Figura 1.12 Balance de potencia en los diversos modos de operacién

maquina funciona como motor . Si el flujo de energia es del sistema mecdnico al eléctrico,
el convertidor es un generador. Cuando el sistema eléctrico y mecénico inyectan energia a la
maquina, y esta energia se consume totalmente como pérdidas en el interior de la misma, se
denomina freno a esta condiciéon. La mdquina se puede alimentar indistintamente con energia
eléctrica o con energia mecénica. En la figura 1.11 se presenta un grafico de la caracteristica
fuerza-velocidad de la miquina analizada anteriormente, con los diferentes modos de operacién
posibles para este convertidor. En la figura 1.12 se muestra un esquema donde se realiza el ba-
lance energético de la maquina en las tres condiciones de operacién posibles, motor, generador
y freno.

En la zona (1), la velocidad del conductor es menor que la velocidad sincrdnica, la fuerza elec-
tromotriz inducida es menor que la tensién aplicada externamente y la corriente tiene signo
contrario a la fuerza electromotriz. En estas condiciones el conductor se desplaza en el mismo
sentido de la fuerza eléctrica, es decir, esta fuerza realiza trabajo positivo y por lo tanto se esta
transformando energia eléctrica en mecanica. La maquina estd actuando como un motor. En esta
zona se satisfacen las siguientes condiciones:

0
V
0

o o
Vo AV

En la zona (2), la velocidad del conductor es mayor que la velocidad sincrénica y la fuerza
electromotriz es mayor que la tension aplicada, por esta razon la corriente y la fuerza eléctrica
invierten su sentido. Para encontrar un punto de equilibrio la fuerza mecédnica también debe
invertir su sentido original. La fuerza mecénica ahora estd entregando energia y el sistema se
comporta como un generador. Las condiciones que imperan en esta zona de trabajo son:

27



[ I

N VOV

0
V
0

~.

En la zona (3), tanto la velocidad, como la fuerza electromotriz son negativas. La fuerza mecani-
ca estd aplicada en el mismo sentido de la velocidad -negativa en esta condicion-, por lo tanto el
sistema mecdnico entrega energia a la maquina. Simultdneamente, la fuente de tensién entrega
potencia eléctrica a la carga. En esta condicion toda la potencia entregada por el sistema mecéni-
co y por el sistema eléctrico se consume en la resistencia interna del conductor y se produce un
gran calentamiento de la mdquina. Esta condicion se conoce con el nombre de frenado eléctrico
y se caracteriza por las siguientes condiciones de operacion:

1.5.
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Sumario

. La conversion de energia es necesaria para utilizar los diferentes recursos disponibles en la

naturaleza. El campo magnético permite acumular energia con una densidad mayor que la
del campo eléctrico, esto ha favorecido el desarrollo de las médquinas eléctricas basadas en
campo magnético. El campo magnético acumula cantidades muy pequeias de energia al
ser comparado con las densidades obtenidas en otros procesos fisicos, esto hace necesaria
la conversion de energia para poder obtener electricidad a partir de estos procesos - tabla
1.1-.

. Energia, fuerza 'y campo son conceptos fisico-matemdticos de gran utilidad en los proce-

sos que involucran conversion de energia.

. La ley de Lorenz 1.1, las leyes de Maxwell 1.2 a 1.5 y las relaciones constitutivas de la

materia 1.6 a 1.8, constituyen un marco matematico que permiten determinar el compor-
tamiento de los convertidores electromecanicos de energia.

. El convertidor electromecdnico elemental esta constituido por un conductor rectilineo mo-

viéndose ortogonalmente a una velocidad v en un campo magnético B, en estas condicio-
nes aparece en cada punto del conductor un campo eléctrico constante de valor E = v x B.
Cuando este conductor se conecta a un circuito eléctrico externo, se obtiene una maquina
eléctrica que es capaz de comportarse como motor, generador o freno.

. El sistema formado por las ecuaciones internas y las relaciones con el exterior del conver-

tidor, determinan completamente el comportamiento eléctrico y mecanico del convertidor
electromecdnico. Las ecuaciones internas definen la fuerza electromotriz e, y la fuerza
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Figura 1.13 Conductor moviéndose en un campo uniforme

eléctrica Fsobre el conductor. Las relaciones externas son la ecuacién de Kirchoff para
el sistema eléctrico y la segunda ley de Newton para el sistema mecdanico.

6. La ecuacién caracteristica, permite obtener el punto de operacion. El punto de operacion
estd determinado por aquella velocidad donde se alcanza el equilibrio entre las fuerzas
actuantes.

1.6. Ejemplos resueltos

Ejemplo 1: Conductor moviéndose en un campo uniforme

En la figura 1.13 se muestra el diagrama esquematico de un convertidor electromecanico de
energia constituido por una fuente de tensiéon V' = 1,0 V' y un conductor de masa M = 0,1 kg,
que se mueve ortogonalmente a un campo magnético uniforme B = 1,07 . La resistencia de los
conductores estd distribuida y depende de la longitud del camino que conecta la fuente con el
conductor mévil (R = 1 + 22 (2). Al movimiento del conductor se opone una fuerza mecdnica
F,, = 1,0 N . En estas condiciones determine:

1. Las ecuaciones diferenciales completas que rigen el comportamiento del convertidor elec-
tromecanico.

2. Latrayectoria descrita por el conductor movil si en el instante inicial ¢ = 0, la posicion de
este elemento es 2(0) = 1,0 m y parte de la condicién de reposo?.

3. La trayectoria del conductor utilizando métodos analiticos de solucién suponiendo que
ahora la resistencia es concentrada y de valor constante® 5 €.

Solucion:

4

1.- Es necesario determinar tanto las ecuaciones internas”, como las relaciones con el mundo

externo>. Las ecuaciones internas del convertidor son:

2debido a la no-linealidad existente en el modelo matemético del convertidor utilice un programa para resolver
numéricamente este problema

3Las condiciones iniciales coinciden con las indicadas en el punto (2) de este problema.

*fuerza electromotriz y fuerza eléctrica.

Secuacion de la malla y segunda ley de Newton.
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l
e:/E-dl:v-B-l (1.39)
0

l
Fe:/f-dl:z‘-B-l (1.40)
0
Las ecuaciones que relacionan al convertidor electromecénico con el mundo externo son:

V—e
R

7 =

(1.41)

F,— F,, = Mi (1.42)

Sustituyendo las ecuaciones internas 1.39 y 1.40 en las relaciones con el mundo externo 1.41 y
1.42 se obtiene:

. V—wv-B-l
Z_W (1.43)

F,.—-F,=:B-l-F,=Ma (1.44)

Reemplazando el resultado de la expresion 1.43 en la ecuacién 1.44 se obtiene la ecuacién
diferencial que determina el comportamiento dindmico del conductor movil:

E— . . . . _— . . 2
Mo Vv Bl gy Ve Bl-v(B])
R(z) R(z)
2.- La resistencia de los conductores estd distribuida y depende de la posicién z, la ecuacion
diferencial que define el comportamiento dindmico del conductor mévil es:

(1.45)

z(0) =1,0m
#(0) =002

_V-B-l—:fc-(B-l)2
14 2z

M3z

+F,=0; { (1.46)
Para resolver el problema planteado en la ecuacién 1.46 es necesario utilizar un método numéri-
co debido a la dependencia de la posicidn en los coeficientes que acompaiian a las derivadas de
esta variable de estado. La ecuacion 1.46 se puede descomponer en un sistema de dos ecuaciones
diferenciales de primer orden:

{azﬁ(%ﬁ”—&) (o=t

0
m (1.47)
T=u 0

El sistema de ecuaciones planteado en 1.47 puede ser integrado numéricamente. En el listado se
reproduce un c6digo fuente MATLAB® que permite realizar esta operacion. En la figura 1.14 se

®Un cédigo parecido puede ser adaptado para resolver el problema utilizando herramientas de licencia libre y
c6digo abierto como pueden ser Octave y Scilab.
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Algoritmo 1 Rutina para la solucién del problema utilizando el entorno MATLAB

%****************************************************************************

Programa para el calculo de la trayectoria de un conductor
que se mueve en un campo magnético uniforme. Matlab

R R R R e R R R R

o° o

o

global m 1 B Fm V% Traspaso de variables a la funcidén conductor
Definicidén de los pardmetros y variables de entrada

m=0.1; 1=1.0; B=1.0; Fm=.1; V=1;

Condiciones iniciales de las variables de estado

y0=[0 1]; % u(0)= 0 m/s x(0)=1.0 m

Ta=0:.001:10; % Definicidén de tiempos y pasos de integracién
Integracién de las variables de estado por un método Runge-Kutta
con paso variable

[T, X]=0de23 (' conductor’,Ta,y0);

Gradfico de las variables de estado

o

o

o

o

o

[AX,H1,H2]=plotyy(T,X(:,1),T,X(:,2)) xlabel (’tiempo (s)’,’FontName’,’times’)
set (get (AX(1),’Ylabel’),’String’,’velocidad u(t) (m/s)’,’FontName’,’times’)
set (get (AX(2),’Ylabel’),’String’,’posicion x(t) (m)’,’FontName’,’times’)

set (H2,’LineStyle’,’ ")

grid

o

hhkhkhkhkhkhhhkhkhkhk kA A A A A A A A A Ak hk ko ko ko hkhkhkhkhkhkhhkhkhkhk kA kA A A A A A vk kv kk ko hkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkkkkkx*

o

Ecuaciones diferenciales del problema 1

function pX=conductor (t, X)

global m 1 B Fm V% Traspaso de variables a la funcién conductor

¥ Conversidén de las variables de estado a definiciones nemotécnicas
u=x(1l); x=X(2);

% Calculo de las derivadas de las variables de estado
pu=((VxBx1—(Bx1)"2+u)/ (1+2%x)-Fm) /m;
px=u;

% Asignacién de las variables de estado al vector de salida de la funcidén

pX=[pu;px];

%*****************************************************************************

o

\

observa el resultado de esta integracion, donde se ha representado la posicion de la pieza movil
en funcién del tiempo para los datos de este problema:

En el listado 2 se presenta un c6digo que resuelve el mismo problema en el entorno de c6digo
abierto y libre distribucién Scilab 3.1.1, que est4 disponible’ para varios sistemas operativos
entre los cuales se puede destacar Windows(®), Linux, MacOS®) y Unix(®).

El cédigo incluido en el listado 3 resuelve este ejemplo utilizando el programa Octave®, entorno
similar a Matlab, pero cuyo cddigo es abierto y de distribucion libre.

3.- Si la resistencia R no cambia con la posicién x, la ecuacion diferencial que determina el
comportamiento dindmico del convertidor es lineal:

. (B-)?. V-B-l - z(0) = 1,0m
Mit—p—t=—p = TE=0" 1 j0)=o0m

(1.48)

Sustituyendo los valores de los pardmetros M y [, asi como de las fuentes V', By F}, en la
expresion 1.48, se obtiene:

"Las diferentes versiones y distribuciones pueden ser descargadas desde el enlace http://www.scilab.org
8http://www.octave.org
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Figura 1.14 Velocidad y posicién del conductor - solucién numérica utilizando Matlab 7.0

Algoritmo 2 Rutina para la solucién del problema utilizando el entorno SCILAB

// Ecuaciones diferenciales del problema 1 programado en el entorno Scilab
//
// Definicidén de la funcidén conductor
function pX=conductor (t, X)
global m 1 B Fm V // Traspaso de variables a la funcidén conductor
// Conversidén de las variables de estado a definiciones nemotécnicas
u=x(1l); x=X(2);
// C&lculo de las derivadas de las variables de estado
pu=( (VxB*x1-(B*1)"2*u)/ (1+2xx)-Fm) /m;
pPx=u;
// Asignacién de las variables de estado al vector de salida de la funcidn
pX=[pu;px];
endfunction
//********************************************************************
// Programa para el cadlculo de la trayectoria de un conductor
// que se mueve en un campo magnético uniforme. Scilab 3.1.1
//********************************************************************
global m 1 B Fm V // Traspaso de variables a la funcidén conductor
// Definicidén de los pardmetros y variables de entrada
m=0.1; 1=1.0; B=1.0; Fm=.1; V=1;
// Condiciones iniciales de las variables de estado
y0=[0;11; // u(0)= 0 m/s x(0)=1.0 m
Ta=0:.001:10; // Definicidén de tiempos y pasos de integracién
// Integracién de las variables de estado por el método Runge-Kutta
X=o0de (y0, 0, Ta, conductor) ;
// Grafico de las variables de estado
subplot (121)
plot2d(Ta,X(1,:)’, frameflag=6)
xtitle ('velocidad [m/s]’,’t [s]’,’u(t)’)
xgrid(2)
subplot (122)
plot2d(Ta,X(2,:)’, frameflag=6)
xtitle ('posicion [m]’,’t [s]’,’'x(t)’)
xgrid(2)

//*********************************************************************
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u velocidad [m/s] =< () posicion [m]

t[s]

Figura 1.15 Resultados del ejemplo obtenidos en el entorno Scilab-3.0

t[s]

Algoritmo 3 Rutina para la solucién del problema utilizando el entorno OCTAVE

Khkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhhkhkhkhk bk bk kA hArAr b rrrrhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhhhkhkhkhkhk bk bk kA kA rrrrhkhkhkhkhkhkhkkkhk
Programa para el cdlculo de la trayectoria de un conductor
que se mueve en un campo magnético uniforme. Octave
khkhkkhkhkhkhhkhkhhkhhhhhhh bk hhkhhhkhhbhhhhhhhhk bk h b bk Ak b hhhkh bk hhkhk kb hkhhk Ak hkhkrhkhk bk hkhkkhkhkkkx
global m 1 B Fm V # Traspaso de variables a la funcién conductor
# Definicidén de los pardmetros y variables de entrada
m=0.1; 1=1.0; B=1.0; Fm=.1; V=1;
# Condiciones iniciales de las variables de estado
y0=[0;11; # u(0)= 0 m/s x(0)=1.0 m
Ta=linspace (0,10,200); # Definicidén de tiempos y pasos de integracién
# Integracidén de las variables de estado por el método Runge-Kutta
X=1sode (' conductor’,y0,Ta);
# Graficos de la velocidad y posicidn
gset nokey
gset term postscript color
plot (Ta,X(:,1))

HH= = H

grid(); xlabel (‘tiempo [s]’);ylabel (‘velocidad [m/s]’)
gset output "ej_1_la_octave.ps"
replot

plot (Ta,X(:,2))
xlabel ("tiempo [s]’);ylabel ('posicion [m/s]’)
gset output "ej_1_1b_octave.ps"
replot
# KhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhhkhhkhkhkhkhkhkhA bbb r vk hkhkhkhkhkhkhkhhkhhhhk bbbk kb bk kA kA rrrrhkhkhkhkhkhkhkkkkhk
function pX=conductor (X, t)
global m 1 B Fm V # Traspaso de variables a la funcién conductor
# Conversidén de las variables de estado a definiciones nemotécnicas
u=xX(1); x=X(2);
# Calculo de las derivadas de las variables de estado
pu=((VxBx1— (Bx1)"2%u)/ (1+2%x)-Fm) /m;
px=u;
# Asignacidén de las variables de estado al vector de salida de la funciédn
pX=[pu;px];
endfunction
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Figura 1.16 Resultados del ejemplo utilizando el entorno Octave 2.1.50

z(0) =1,0m

#(0) = 0,0 (1.49)

jé—|—2:t:1;{

La expresion 1.49 se puede resolver mas facilmente si se sustituye la definicién de la velocidad
u:

it2u = 1 ; u(0)=00" (1.50)
s
Aplicando la transformada de Laplace, se obtiene el siguiente resultado:

SU(s) + 20U (s) = é (1.51)

1 1/1 1
Uls) = s(s+2) T2 (g B S+2) (1.52)

Antitransformando la expresion 1.52 se obtiene la velocidad u(t):

u(t) =5 (1—e) = (1.53)

N | —

La posicidn se obtiene integrando la solucién 1.53:

z(t) = 2(0) + /tu(T)dT =1+ L <t + Lo _ 1) (1.54)
0 2 2 2

En la figura se puede observar esta solucién obtenida numéricamente con el programa anterior.
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Figura 1.17 Velocidad y posicion del conductor en funcién del tiempo - solucién analitica

Ejemplo 2: Rueda de Farady

En la figura 1.18 se muestra el diagrama esquemadtico de un convertidor electromecanico de
energia constituido por una rueda metdlica cuyos radios conductores unen el eje con la periferia.
En cada momento uno de los conductores del dispositivo se encuentra en presencia de un campo
magnético uniforme B = 17'. Entre los extremos del conductor activo se aplica una fuente de
tension V' = 1 V. La resistencia equivalente entre el eje y el punto de contacto periférico es de
0,1 €. La longitud de cada uno de los radios es de 1,0 m. La mdquina mueve un ventilador cuyo
par mecénico es proporcional al cuadrado de la velocidad angular T, = kw?,. Si el convertidor
gira a la velocidad sincrénica del sistema, se obtiene un par mecdnico de 0,1 Nm. Se puede
considerar que el nimero de radios de la rueda es practicamente infinito, de tal forma que siem-
pre existe un radio bajo el campo magnético uniforme. La masa de la rueda se puede considerar
distribuida y tiene por valor 0, 2 kg. Con estos pardmetros determine:

1. Las ecuaciones diferenciales completas que rigen el comportamiento del convertidor elec-
tromecanico.

2. El punto de operacién (wy,, i) cuando se acopla el ventilador al eje de la rueda.

3. Determine la velocidad angular y la corriente en funcién del tiempo, si el dispositivo parte
del reposo en el instante inicial, en vacio y cargado con el ventilador.

Solucion:

1.- Aligual que en el ejemplo anterior, en este caso también es necesario determinar las ecuacio-
nes internas y las relaciones con el mundo externo. Como el movimiento de los conductores es
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Figura 1.18 Diagrama esquematico de la rueda de Faraday
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Figura 1.19 Diagrama esquematico del conductor activo

circular, el andlisis dindmico se realiza sobre el balance de par sobre el eje mecénico del dispo-
sitivo. Para comprender el problema es necesario analizar en detalle el diagrama del conductor
activo en un determinado instante de tiempo. En la figura 1.19 se han representado esquemati-

camente las consideraciones fundamentales.

En la figura 1.19 se puede observar que a la distancia r del eje de giro, el médulo de la velocidad
de giro es u = w,,r, y el vector sale del plano del papel. Con esa velocidad y el campo B se
obtiene en ese mismo punto el campo eléctrico E. La circulacién de la corriente i(¢) por todo el
conductor produce en cada punto del mismo un diferencial de fuerza eléctrica dF, =i x Bdr,y
un diferencial de par eléctrico d7. = r x dF.. Con las consideraciones anteriores, las ecuaciones

internas del convertidor son:

! ! !
1
:/E-dr:/uxB-dr:/wmrBdr:—merQ} =
0 0 0 2 0

l
1
—wm BI?
2

! ! ! 1 1
I/dTe:/I‘XdFe:/I‘XiXB'dr:—Z’B’IJ} =
0 0 0 2 0

Las ecuaciones externas del convertidor son:
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V=Ri+e (1.57)

T, — T, = Jwn, (1.58)

La inercia de una masa distribuida en una rueda es %M r2. Sustituyendo los resultados de las
expresiones 1.55 a 1.57 en la ecuacion diferencial 1.58 se obtiene la ecuacion diferencial que
determina el comportamiento dindmico del convertidor analizado:

1 /V—4Liu,.BI?
Jw, = —2 "
. ( -

5 ) BI* — kw?, (1.59)

Reagrupando los términos en velocidad angular de la ecuacién diferencial 1.59 se obtiene:

G LB 1VBE
Wn T TR Wm T Pm = 5

(1.60)

Para determinar el valor del coeficiente k£ del ventilador es necesario calcular la expresion de
la velocidad sincrénica en funcién de los pardmetros y variables conocidas, porque un dato del
problema es que a la velocidad sincrénica del sistema, el ventilador requiere 0,1 Nm de par
mecdnico. Para determinar la velocidad sincronica es necesario eliminar de la expresion 1.60
la contribucién del par mecdnico’ y considerar el punto de equilibrio en régimen permanente
pw, = 0, asi se obtendria lo siguiente:

2V rad
= _ —920—/— 1.61
B2 00— (L.61)

me

Como se conoce que a esta velocidad el ventilador requiere de par mecanico se puede determinar
el coeficiente k de la bomba:

T 0,1 Nm Nm.s?
k=1 =2 =0,025 —— 1.62
wl,  (2,0m)2 ’ rad? (1.62)

En valores numéricos la ecuacion diferencial 1.60 quedaria de la forma siguiente:

Wi 4 25wy, + 2, 5w, = 50 (1.63)

Para poder resolver la ecuacion diferencial 1.63 y obtener el comportamiento dindmico del con-
vertidor es necesario incluir la condicidn inicial del problema w,, (0) = wyyo.

2.- El punto de operacion se determina directamente de la solucién de régimen permanente de
la ecuacion diferencial 1.63, de esta forma:

1,708 rad

2 — = = _—
2,5w, + 25w, —50=0 = w, {—11,708 .

“condicion de vacio kw?, = 0.
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La solucién negativa no se considera en este caso, debido a que el ventilador se utiliza para
impulsar aire y para esto debe girar en sentido positivo. Cuando la velocidad angular de la
madquina es conocida se puede determinar la corriente de operacion:

V—e V—-3jw,B-I> 1,0-41,708-1-1°

= =1,459 A
R R 0,1 ’

3.- Si el convertidor se encuentra en vacio, la ecuacién diferencial que determina el compor-
tamiento del sistema es lineal. En la parte (1) de este problema fue determinada la velocidad
angular sincronica w,,s = 2,0 %l, que corresponde en este caso de excitacion constante a una
solucion particular de la ecuacion diferencial. Es necesario superponer la solucién homogénea
y determinar a partir de las condiciones iniciales, el coeficiente indeterminado correspondiente.
De esta forma, la solucién homogénea seria:

W 4 250, =0 = wpp = Ae™ 2™
La solucion general seria:

d
Win(t) = Wit (1) + wanp(£) = AP 42,0 =
S

Recordando que el sistema parte del reposo, se obtendria la siguiente solucién en la condicion
de vacio:

d
wn(t) =2,0(1 — e 2%) %

Cuando el ventilador estd acoplado al convertidor, la solucién analitica es posible, sin embargo
la solucion numérica puede ser util en este caso. Un algoritmo semejante al utilizado en el
Ejemplo No. 1 puede ser adaptado para resolver este nuevo problema. La funcién que calcula
las derivadas deberia ser programada con la siguiente ecuacion:

Wy = 50 — 25w, — 2, 5w,

En la figura 1.20 se han representado las dos soluciones de este problema, en vacio y en carga.

1.7. Ejercicios propuestos

1. Repetir el ejemplo No. 1 con las siguientes variantes:

a) Considerando que la fuerza mecdnica es constante de valor 0, 1 N.
b) Cambiando la tension de la fuente V' = {—1, 0,1 2} V

)92

¢) Asumiendo la densidad de campo magnético B = {}1, %, %, g} T
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Figura 1.20 Grifico de la respuesta dindmica del convertidor en las dos condiciones de opera-
cion, vacio y cargado con el ventilador.

M=0,1kg o=m/6,m/4,1/3]
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Figura 1.21 Diagrama esquematico del Ejercicio No. 3

2. Repetir el ejemplo No. 1 suponiendo que la fuente de voltaje es variable en el tiempo
v(t) = V2V senwt, donde: w = {%, %, 1} rad

S

3. Repetir el Ejemplo 1 suponiendo que el conductor se desplaza inclinado en los dngulos «
tal como se ilustra en la figura 1.21. La resistencia del elemento mévil es proporcional a
su longitud medida entre los puntos de contacto con los conductores riel.

4. Repetir el Ejemplo No. 2 con las siguientes variantes:

a) Considerando que la carga mecénica es constante de valor 0, 1 Nm.

b) Cambiando la tensién de la fuente V' = {—1, 0, %, 2}.
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¢) Asumiendo la densidad de campo magnético B = {1,1,3 21 T,

5. Repetir el Ejemplo No. 2 suponiendo que la fuente de voltaje es variable en el tiempo

v(t) = V2V senwt, donde: w = {%, %, 1} rad

s

. Repetir el Ejemplo No. 2 suponiendo que el campo magnético aumenta linealmente des-

de el centro de la rueda hacia la periferia, siendo 0,57 enel eje y 1, 07" en el otro extremo.

. Un conductor semicircular de radio 0,5 m rota en un campo magnético que varia sinu-

soidalmente en el tiempo a una frecuencia de 100 / z. El conductor tiene una resistencia
de 22 y estd alimentado por una fuente de corriente alterna de 10 V' y de la misma fre-
cuencia. Si se desprecia la inductancia del conductor, y se considera operacion en régimen
permanente del convertidor, determine:

a) El par eléctrico del convertidor en funcién de su velocidad angular.

b) La velocidad de operacion cuando se acciona una carga mecénica al 75 % del par
maximo como motor.

¢) La tensién inducida sobre el conductor a una velocidad de 628 ’%d.

d) La corriente necesaria en el arranque, en funcién de la posicion inicial del conductor.

. Un conductor rectilineo de longitud ”{” se mueve perpendicularmente a un campo mag-

nético uniforme de magnitud B. El conductor posee una resistencia R y estd excitado
mediante una fuente de tensién continua V', que se utiliza para acelerar la maquina has-
ta la velocidad de operacion. Esta velocidad se establece cuando el conductor vence una
fuerza mecdnica uniforme y constante que se opone al movimiento del conductor. En estas
condiciones determine:

a) La ecuacién mecdnica caracteristica y la velocidad de operacién de la maquina.
b) Las ecuaciones diferenciales completas del convertidor electromecénico.

¢) La maxima velocidad que puede adquirir el convertidor cuando se debilita el campo
B.

d) Las condiciones que se deben establecer sobre las funciones forzantes para obtener
la operacion del convertidor en la condicion de freno, si originalmente la maquina se
encuentra a velocidad constante como motor.
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CAPITULO 2

Fundamentos de Conversion

En el capitulo anterior se analiz6 el comportamiento dindmico de un convertidor electrome-
canico elemental. El planteamiento de estas ecuaciones fue una tarea realizable con nociones
basicas de calculo numérico aplicado a unas condiciones geométricas simples. Las ecuaciones
de Maxwell en su forma diferencial y la relacion de Lorenz se aplican infinitesimalmente y es-
tdn sujetas a condiciones de contorno que no siempre pueden ser integradas directamente, al
menos mediante herramientas analiticas. Los convertidores electromagnéticos practicos estan
constituidos por muchos conductores y materiales inmersos en campos eléctricos y magnéti-
cos que pueden ser muy dificiles de modelar mediante la aplicacion directa de las leyes fisicas
fundamentales.

Un vendedor en una ferreteria no estd obligado a registrar la ganancia unitaria de cada torni-
llo que vende, ni a calcular las ganancias totales de un determinado mes sumando cada una de
estas ganancias parciales. Desde hace muchos siglos los comerciantes confian en los principios
de contabilidad general para conocer la utilidad obtenida en la actividad econémica que reali-
zan. Un método similar a los balances contables permite determinar el comportamiento de los
convertidores electromecénicos, el balance de energia'.

Este capitulo presenta las herramientas fundamentales para el andlisis practico de los converti-
dores electromecanicos de energia. Balances de energia, balances de coenergia y el principio de
los trabajos virtuales permiten la determinacion de las fuerzas eléctricas involucradas en la con-
version electromecdnica de energia. El método desarrollado en este capitulo permite generalizar
una técnica que puede ser aplicadada al analisis de cualquier convertidor electromecénico.

ITal vez no sea una casualidad que Lavoasier, quien descubriera en el siglo XVIII el principio de conservacién de
la masa y figura fundamental en el desarrollo tedrico de la Quimica, fuese contador de profesion. Ya en el siglo
XX Einstein amplié el ambito de este principio al incluir la energfa en el balance.
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Figura 2.1 Méquina eléctrica y algunos de sus posibles ejes
2.1. Energiay coenergia en el campo

Un convertidor electromecénico de energia es una maquina eléctrica. En general una maquina
eléctrica posee varios ejes o puertos por los cuales fluye la energia. Estos ejes pueden ser de dos
tipos: eléctricos o mecdnicos. Esquematicamente se representan en la figura 2.1.

En los ejes eléctricos de la maquina, las interacciones se analizan conociendo las corrientes
y tensiones. En los ejes mecdnicos las variables que determinan la condicién de operacion de
la méaquina son las velocidades y fuerzas, si el movimiento es lineal, o el par® y la velocidad
angular, si el movimiento es rotativo.

La mdaquina eléctrica mds simple requeriria al menos un eje eléctrico y un eje mecanico. El
esquema bdsico de esta maquina se ilustra en la figura 2.2. En esta figura, AWV, es el incremento
de energia eléctrica que entra en el convertidor por el eje eléctrico, AW,, es el incremento
de energia mecdnica que sale por el eje mecdnico y AIV, es el incremento de energia que se
almacena en los campos eléctrico y magnético de la maquina.

En las mdquinas eléctricas, no toda la energia introducida en los ejes eléctricos se entrega en
los ejes mecdnicos o viceversa. Es necesario que parte de la energia eléctrica se almacene en los
campos electromagnéticos del convertidor. En un balance de la energia en la médquina eléctrica
es necesario tener en cuenta la parte de la energia que fluye hacia y desde los campos eléctricos
y magnéticos. En la figura 2.2 esta energia se representa por AIV..

En el siguiente ejemplo se compara la capacidad de acumular energia que tienen los campos
eléctrico y magnético respectivamente:

Como se estudia en Teoria Electromagnética, la energia acumulada en el campo
eléctrico viene dada por la expresion:

1 1D? 1
AW, =-D-E=_-"— E?
elct 2 2 e 2

2En algunos textos se utiliza la palabra torque, pero esta expresion no pertenece actualmente al idioma Castellano.
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Figura 2.2 Méquina eléctrica con un eje eléctrico y un eje mecanico

pero la resistencia dieléctrica del aire es aproximadamente 3 x 10° %, y consideran-
do que la permitividad del aire es igual a la del vacio, es decir ¢ = 8,85 x 10712 %,
la mdxima densidad de energia del campo eléctrico en el aire a presion atmosférica,
sin que se produzca arco disrruptivo es:

J

AW,,,., = 39,82 —
m

Celct

La energia almacenada en el campo magnético es:

La permitividad del aire es 1y = 47 x 1077, y considerando una densidad de flujo de
1,0 %, que es un valor frecuentemente encontrado en dispositivos de conversion,
se obtiene una energia de:

J
= 3,98 x 10> —
m

AW,

Cmag.

Como se puede observar, los dispositivos magnéticos que utilizan densidades de
flujo B conservadoras, pueden contener 10* veces la densidad de energia mdxima
disponible en el campo eléctrico de una mdquina electrostdtica. Por esta razon las
mdquinas que utilizan el campo magnético en la conversion de la energia eléctrica
son mucho mds pequeriias que una mdquina equivalente que utilice campo eléctrico.
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Del principio de conservacion de la energia se determina:

AW, = AW, + AW,, 2.1)

La energia acumulada en el campo no puede ser medida, pero es posible calcularla por la dife-
rencia entre la energia eléctrica y la mecdanica:

AW, = AW, — AW, (2.2)
La energia eléctrica se determina a partir de la integral de la potencia eléctrica en el tiempo.

Esta energia puede ser calculada directamente en el eje eléctrico de la maquina a partir de las
medidas de tension y corriente instantdnea:

AW, = / T)dT = /Ot v(r) - i(T)dr (2.3)

Transformando las variables de la expresion anterior se puede reescribir esta ecuacién en una
forma méas conveniente. Considerando que el sistema es conservativo, es decir, no existen pér-
didas en elementos resistivos, la tensién v(¢) aplicada a la mdquina y la fuerza electromotriz
inducida son iguales, y por lo tanto:

v(t) =e(t) = o (2.4)

En este caso, a partir de 2.3 y 2.4 se determina que:

t d\ )
AW, = / T)dT = / — -i(T)dT = / iz, \)dA (2.5)
o dt A(0)

La ecuacion 2.5 indica que para obtener la energia eléctrica que fluye por la maquina es necesario
conocer solamente la dependencia de la corriente i(x, \) con respecto al flujo A y a la posicion
x del convertidor.

Para determinar la variacién de la energia mecdnica es necesario conocer la velocidad y la fuerza
en funcién del tiempo:

AW, / r)dr = /0 tF(T)-jI(T)dT (2.6)

Realizando cambio de variables sobre la ecuacion 2.6, se obtiene:

z(t)
AW, / —dT = / F(z,\)dx (2.7)
z(0)

Para analizar las relaciones anteriores se puede utilizar como ejemplo el electroiman que se

ilustra en la figura 2.3. En esta figura se ha representado un gréafico de la relacién existente entre
los enlaces de flujo A\ y la corriente ¢, para dos condiciones extremas de la posicion relativa
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Figura 2.3 Diagrama A\ — 7 de un electroimédn elemental

del yugo del electroiman. Para la misma corriente ¢, al disminuir la distancia z, disminuye la
reluctancia y se incrementan los enlaces de flujo .

En el grafico \ — ¢, la regién sombreada representa la integral de la corriente i(\) con respecto a
A para una posicion x fija. Como se ha determinado en la ecuacién 2.5, esta region representa la
variacién de la energia eléctrica en un circuito magnético que se energiza manteniendo constante
la posicién del yugo (z).

En un sistema conservativo, la energia es una funcion de estado. Esto quiere decir que en estos
sistemas el incremento de energia acumulada no depende de la trayectoria utilizada para alcan-
zar un determinado estado, sino del valor de las variables en los estados iniciales y finales del
proceso.

Para determinar la energia acumulada en el campo, es necesario calcular la diferencia entre
las energias eléctrica y mecdnica del sistema después del proceso. Si el sistema mecanico estd
detenido, no existe variacion en la energia mecanica del convertidor y por lo tanto toda la energia
eléctrica que entra en la maquina se convierte en energia acumulada en el campo, entonces:

At)

AW, = i(x, \)d\ = AW,, si x = cte (2.8)
A(0)

La ecuacién 2.8 se puede integrar por partes y se obtiene:

mm:uxm.mg—/@Au@m (2.9)

En la ecuacion 2.9, el término integral de define como coenergia en el campo y se expresa como
4 e 7 . ’ . .
AW,. En la figura 2.4 se observa que la coenergia es el 4drea bajo la caracteristica A\ — 1.

En la figura 2.4 se observa que un sistema electromecdnico donde la posicién x es constante

cumple la siguiente relacién:
A-i= AW, + AW, (2.10)

47



Energia
AW, &

Coenergia
AW,

\

A=Li

Energia /
AW,

Coenergia
AW,

Figura 2.5 Convertidor electromecdnico lineal

De las definiciones anteriores de energia y coenergia en el campo magnético se destacan las
siguientes observaciones:

1. Para la energia, el enlace de flujo A es la variable independiente, y la corriente ¢ es la
variable dependiente.

2. Para la coenergia, la corriente ¢ es la variable independiente y el enlace de flujo A es la
variable dependiente.

Si el sistema fisico es lineal, es decir, si la relacion entre los enlaces de flujo A y la corriente ¢
del convertidor electromecdnico es proporcional, la energia y la coenergia son iguales, esto se
puede observar en la figura 2.5.
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Figura 2.6 Electroimdn en un sistema mecéanico

En la figura 2.6, se ilustra un electroimédn cuyo yugo estd conectado a un sistema mecénico
constituido por un resorte unido s6lidamente en un extremo al propio yugo y en el otro extremo
a un sistema en reposo. Los valores de la posicion del yugo y de los enlaces al inicio del proceso,
en el instante de tiempo ¢ son:

z(0) =x¢ x(t) = 2y
A0) =X A(t) = Ay

Para calcular el incremento de energia acumulada en el campo hasta el instante de tiempo t es
necesario considerar que en el proceso real varia la potencia eléctrica y la potencia mecdnica.
Es posible realizar un experimento tedrico para determinar la energia acumulada en el campo.
Dicho experimento comprende dos fases:

1. Desplazamiento de la pieza mévil desde x(0) a z(¢) con el circuito eléctrico desenergi-
zado, es decir, con i(0) = 0. En estas condiciones la fuerza eléctrica F, es cero y no es
necesario consumir energia mecdanica para desplazar el yugo a la posicion final x(¢).

2. Se fija la posicion final de la pieza mévil y se incrementan los enlaces de flujo desde el
valor Ao hasta Ay.

En las condiciones del experimento tedrico anterior, para determinar la variacion de la energia en
el campo de la médquina es suficiente evaluar la integral de la corriente con respecto a los enlaces
de flujo cuando la pieza moévil estd en su posicion final x;. La trayectoria real depende de la
maquina y de las condiciones de frontera o ligazén, pero en cualquier caso es posible evaluar
la energia almacenada en el campo. En la figura 2.7 se presenta griaficamente el experimento
tedrico realizado para la determinacion de la energia en el campo. De esta forma, la evaluacion
se reduce a determinar el drea sombreada en la figura.

Mediante el convertidor electromecdnico ilustrado en la figura 2.6, se puede realizar un andlisis
mds complejo de los procesos involucrados. Considerando que inicialmente el yugo se encuentra
fijo en la posicién z, al cerrar el interruptor, la corriente aumenta exponencialmente cuando el
sistema tiene un comportamiento lineal :
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Figura 2.7 Determinacion de la energia en el campo

A=L-i (2.11)
La ecuacién de mallas correspondiente a la red eléctrica es:

d\
v=R-i+e=R-i+ — (2.12)
dt
Sustituyendo la expresion 2.11 en la ecuacidn 2.12 se obtiene la ecuacién diferencial que rige el

comportamiento de la corriente eléctrica en el circuito:

di

—R-i+L-
v=R-i+ 7

(2.13)

La solucién en el tiempo de la ecuacion diferencial 3.14 es una corriente exponencial cuyo valor

en régimen permanente es:
(%

i = — 2.14
I= R (2.14)
El conocimiento de la trayectoria de la corriente en funcién del tiempo no es necesaria por las

consideraciones realizadas previamente relativas a las funciones de estado.

Una vez que la corriente 7 aumenta hasta su valor final ¢f, con la posicion x; fija, se permite
el movimiento de la pieza hasta una segunda posicioén x5. Después que finalizan los procesos
transitorios, el sistema alcanza el régimen permanente en la segunda posicion con una corriente
¢ igual a la primera, debido a que en régimen permanente no varian los enlaces de flujo. En la
figura 2.8 se muestra la trayectoria seguida por la corriente.

En al figura 2.8 se han marcado dos trayectorias tentativas de la corriente cuando la pieza mévil
pasa de la posicién z; a la xo. Para determinar la trayectoria correcta - (A) 6 (B) -, se debe
recordar que:
V—e
R

1 =

(2.15)

El paso de z; a x5 requiere del incremento de los enlaces de flujo y por lo tanto la derivada
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Figura 2.8 Trayectoria de la corriente en una energizacion con desplazamiento

de estos enlaces (e), es positiva durante el proceso transitorio, por esta razén inicialmente la
corriente i disminuye y la trayectoria se ajusta al caso (A). Cuando la pieza alcanza la posicién
final, el enlace en régimen permanente no varia y la corriente regresa a su valor inicial.

El proceso seguido por el convertidor ilustrado en la 2.8 es el siguiente:

Originalmente el sistema estd desenergizado, la pieza mévil se encuentra en la posi-
cién inicial z; y al cerrar el interruptor que alimenta el magneto, aumenta la corrien-
te hasta el valor i ;. En ese momento se permite la reduccion de la posicion del yugo
hasta x5 por efecto de la fuerza electromagnética y finalmente se abre el interruptor
del circuito eléctrico para desenergizar el sistema. El drea sombreada en la figura
2.8 representa la energia eléctrica que el convertidor cede al sistema mecanico.

Otra posibilidad es que el dispositivo mévil se encuentre inicialmente en la posi-
cién z9, se energice el circuito, se desplace la pieza mévil hasta la posicion x; y
finalmente se desenergice el circuito. En este caso, la trayectoria se representa en la
figura 2.9. Al desplazar la pieza movil desde la posicion inicial a la posicién final,
es necesario reducir los enlaces de flujo y por esta razén se induce en el circuito
eléctrico una fuerza electromotriz negativa que aumenta transitoriamente la corrien-
te, para regresar nuevamente al valor primitivo if, cuando cesa la variacion de los
enlaces de flujo.

Ahora bien, si en la primera condicién analizada, se desea desplazar el yugo desde la posicion x4
a x1, manteniendo constante la corriente, es necesario mover la pieza muy lentamente, para que
varien los enlaces de flujo, pero su derivada sea practicamente cero. A medida que el dispositivo
se cierra con mayor velocidad, las trayectorias se muestran en la figura 2.10.

La trayectoria D corresponde a un yugo que se cierra a velocidad infinita, es decir la pieza pasa
de la posicién x; a la x5 en un tiempo cero. En esta situacion limite, ni el flujo ni el tiempo
han variado al pasar de la posicién x; a x5 y por lo tanto la derivada del enlace de flujo con
respecto al tiempo tiene un valor finito que permite que la corriente en el circuito eléctrico varie
instantdneamente desde 7, a 7., como se observa en la figura 2.10.
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Figura 2.9 Movimiento de apertura del yugo

X,> X,
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Figura 2.10 Desplazamiento del yugo a diferentes velocidades
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Figura 2.11 Apertura del yugo a velocidad cero e infinita

Si la pieza mdvil sigue la segunda trayectoria, es decir, se mueve de la posicién x, a x; y todo
esto a velocidad practicamente cero, el recorrido se efectia a corriente constante. En la figura
2.11 se puede observar el proceso cuando el yugo se desplaza a una velocidad teéricamente
infinita.

Si la velocidad de la pieza es teoricamente infinita, la corriente crece considerablemente debido
a que la fuerza electromotriz es negativa y se superpone a la tension aplicada por la fuente.
Cuando la saturacién del circuito magnético es muy intensa, los picos de corriente que aparecen
en la operacion del electroiman pueden ser de gran magnitud.

2.2. Balance energético

Mediante el diagrama de la figura 2.12 se puede realizar un balance energético del proceso
descrito en la seccién anterior.

La operacién del electroimén se divide en tres trayectorias:
1. Trayecto O — A: Desde que se cierra el interruptor, energizando el circuito eléctrico con
el yugo en la posicién .

2. Trayecto A — B: Cuando se permite el movimiento mecéanico de la pieza hasta alcanzar la
posicion xs.

3. Trayecto B — O: Representa la apertura del interruptor para desenergizar el sistema.

A partir de la ecuacién 2.5 se puede calcular el incremento de energia eléctrica por tramos de la
siguiente forma:

AW,

€0—-A

A1
:/ i(x1,\)d\ = OAD (2.16)
0
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Figura 2.12 Balance energético del electroimén
A2
AW, , = / i(x,\)d\ = DABC (2.17)
A1
A2
AW, = / (25, \)dA = —~BCO (2.18)
A2
La energia acumulada en el campo viene determinada por:
AW, , =0AD (2.19)

La ecuacién 2.19 determina la energia acumulada en el campo, debido a que en este proceso la
posicién se mantiene constante y la variacion de energia mecdnica AW, es nula. Toda la energia
eléctrica se almacena en el campo del convertidor. De las otras trayectorias se deduce que:

AW, , =AW, — AW,, = OBC — OAD (2.20)
AW,, ,=—-BCO = AW,, (2.21)

El célculo del incremento de energia mecdnica, se obtiene de las diferencias entre los incre-
mentos de energia eléctrica y energia acumulada en el campo del convertidor durante todo el
trayecto:

AW, = AW, — AW, (2.22)

donde:
AW, =AW, ,+AW., , +AW,, ,=0AD + DABC — BCO (2.23)
AW, =AW, ,+AW,, . +AW,, ., =0AD +0OBC - OAD — BCO (2.24)

De las ecuaciones 2.22, 2.23 y 2.24 se obtiene:

AW,, = (OAD + DABC — BCO) — (OAD + OBC — OAD — BCO) =
— DABC +OAD — OBC =
OABO (2.25)
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Figura 2.13 Trabajo mecéanico negativo

La expresion anterior indica que el incremento en la energia mecdnica en el proceso es igual al
area encerrada en la trayectoria O ABO, que es precisamente la regién sombreada en el esquema
de la figura 2.12. En este caso, la energia mecdnica realiza un trabajo positivo porque la fuerza
sobre el yugo y el desplazamiento tienen la misma direccidn. Si inicialmente el convertidor tiene
el yugo muy cerca del electroimdn y se alejan estas dos piezas, el trabajo mecanico realizado
es negativo, ya que en este caso la fuerza sobre la pieza movil tiene direccién opuesta a su
desplazamiento. En la figura 2.13 se muestra esta condicion. El drea sombreada corresponde al
incremento de la energia mecénica, y el sentido del recorrido, determina el signo del trabajo
realizado, negativo segun las agujas del reloj y positivo en el sentido contrario.

En la figura 2.14 se representa el proceso electromecanico descrito anteriormente pero el movi-
miento de acercamiento del yugo se ha realizado a una velocidad tedrica infinita. En este caso
los enlaces de flujo no pueden variar instantaneamente y de acuerdo con la ecuacién 2.5, el in-
cremento de energia eléctrica en este tramo es cero. Recordando la expresion 2.1, se determina
para los procesos electromagnéticos que mantienen constante el enlace de flujo:

AW, = =AW, | si A = cte. (2.26)

Por esta razon, si el dispositivo se desplaza manteniendo constante el enlace de flujo, no se incre-
menta la energia eléctrica y toda la energia mecanica empleada en el movimiento es suministrada
por el campo de la mdquina.

Para calcular la fuerza F,, se reducen los incrementos de energia mecdnica y de energia en el
campo a valores diferenciales. Recordando que la energia acumulada en el campo de la maquina
depende de los enlaces de flujo y de la posicién de la pieza mévil:

We. = We(z, \) (2.27)
El trabajo mecanico se define en su forma diferencial como:

dW,, = F. - dx (2.28)
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Figura 2.14 Célculo de la energia mecdnica en un desplazamiento rapido del yugo

A partir de las ecuaciones 3.27 y 3.29 se obtiene:

dW,, = F, -dx = —dW.(z,\) , si A= cte. (2.29)

El diferencial total de la energia en el campo es:

dM&(x,A)::égg}dx—%égg?dA (2.30)

Como el enlace se considera constante, el segundo término de la sumartoria de la ecuacién 2.30
es nulo y por lo tanto se deduce de 2.29 y de 2.30 que:

B OW,(z, \)

F,-d
o ox

dx , st A= cte. (2.31)

Por identificacion de términos en la ecuacion 2.31 se puede calcular la fuerza sobre la pieza
movil en un proceso a enlace de flujo constante como:

F, = —M , Si A= cte. (2.32)
Ox
La ecuacién anterior, también denominada principio de los trabajos virtuales, indica que para
calcular la fuerza F, sobre la pieza mdvil, es necesario conocer la variacion de la energia del
campo en funcién del desplazamiento, cuando se mantiene constante el enlace de flujo A. Cuan-
do en el convertidor, la energia acumulada en el campo es independiente de la posicion, la fuerza
eléctrica es cero.

Si el convertidor electromecanico analizado anteriormente, mantiene una caracteristica lineal
entre el enlace de flujo y la corriente, la energia en el campo se puede evaluar mediante la
siguiente expresion:

1 )2

1 1 o
2@ =510

(2.33)
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En la ecuacién anterior, L(z) representa la inductancia en funcién de la posicién de la pieza
movil. La inductancia de una bobina se determina a partir del nimero de vueltas N y de la
permeanza del circuito magnético p como:

L(z) = N? - p(z) (2.34)

Para el electroimén en andlisis, la permeanza del circuito magnético es:

:uo'A

m (2.35)

p(z) =

donde:

Lo es la permeabilidad del vacio 47 x 10~7 %
A es el area efectiva del magneto.
es la separacién del yugo.

es la distancia entre el yugo y el circuito electroiman.

Sustituyendo la expresion 2.35 en 2.34 y este resultado en 2.33 se obtiene:

_12(z+d)

Wc(x) - 2N0A‘N2

A2 (2.36)

y aplicando 2.32 a 2.36:
OWe(z,A) A2

ox A - N2
El mismo electroimdn, permite analizar lo que sucede si el movimiento se realiza muy lentamen-
te. Si el yugo se desplaza a una velocidad practicamente cero, la corriente se mantiene constante
porque no se induce fuerza electromotriz debido a que los enlaces de flujo cambian muy lenta-
mente y su derivada con respecto al tiempo es practicamente nula. En la figura 2.15 se muestra
la situacion anterior. En este caso, la energia mecénica se puede evaluar mediante las diferencias
de la coenergia en el campo entre la posicion x; y la posicién zo. En la figura 2.15 se observa
que para la condicién descrita:

F, = (2.37)

AW, = AW/

c )

si 1 = cte. (2.38)

La coenergia en el campo se calcula de la siguiente forma:
, i(t)
W, = / Mz, 1)di (2.39)
i(0)

La coenergia en el campo depende de la posicion de la pieza mévil y de la corriente, por lo tanto:

8W;(x,i)dx N oW, (z,1)

dW,, = F, -dx = dW. = :
* ¢ ox ot

di (2.40)
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Figura 2.15 Ciélculo de la energia con desplazamientos muy lentos del yugo

Durante el proceso, la corriente ¢ no varia, y por esta razon se puede determinar a partir de 2.40
que:
_ OW,(,1)

F,
ox

st 1 = cte. (2.41)
La fuerza eléctrica originada en el convertidor electromagnético depende de la variacion de la
energia en el campo en funcién del desplazamiento cuando el movimiento se realiza mante-
niendo constantes los enlaces de flujo. Si el movimiento se realiza manteniendo constante la
corriente, la fuerza eléctrica depende de la variacion de la coenergia en funcién de la posicion.

Para calcular o medir una fuerza se utiliza el principio de los trabajos virtuales. Este método
consiste en evaluar las variaciones de la energia o coenergia en el campo ante un desplazamiento
diferencial. Cualquiera de los dos métodos analizados anteriormente, permite calcular las fuerzas
que aparecen sobre el sistema. Sin embargo, dependiendo de la forma como se presenten los
datos del convertidor es mds facil para determinar la fuerza, utilizar los conceptos de energia o de
coenergia. En los sistemas lineales el cdlculo puede ser realizado con igual facilidad por ambos
métodos. Cuando el sistema no es lineal, la facilidad o dificultad del célculo de fuerzas por uno
u otro método depende de quienes sean las variables independientes y cuales las dependientes.
Si se conoce el enlace de flujo en funcidén de las corrientes, el calculo por medio de la coenergia
simplifica el problema. Si la corriente se expresa como funcién de los enlaces, la energia es el
mejor método para determinar la fuerza que aparece en la maquina.

2.3. Ecuaciones internas del convertidor

En la figura 2.16 se representa una maquina eléctrica constituida por un electroimén alimentado
por una bobina y una pieza mévil sobre la que actian dos fuerzas, la fuerza eléctrica F, produ-
cida por la interaccion electromagnética del dispositivo y una fuerza externa F;,, de naturaleza
mecdnica.

En general la fuerza eléctrica no tiene porque ser igual a la fuerza mecénica. En el sistema
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Y F=F +F =Mji+xk

Figura 2.16 Electroiman sometido a fuerzas internas y externas

Figura 2.17 Sistema mecdnico elemental sin equilibrio de fuerzas

mecdnico ilustrado en la figura 2.17, las tensiones de las cuerdas no estdn necesariamente equi-
libradas.

En el ejemplo de la figura 2.17, la fuerza F es diferente a la fuerza F;, ya que:
FF=(m+M)-a (2.42)
F,=m-a (2.43)

El razonamiento anterior es vdlido también para el electroimédn de la figura 2.16. La fuerza
mecdnica en el extremo del yugo se determina mediante la segunda ley de Newton:

Fo,.=—-F.+M -i4+a-z (2.44)
donde:
F, es la fuerza eléctrica.
M- i es la fuerza producida por la aceleracion de la pieza mévil.
a-T es la fuerza producida por el rozamiento de la pieza.
« es el coeficiente de roce.

La ecuacién 2.44 se puede escribir mediante la expresiéon 2.41 como:

_(‘9W;(m,z’)

Fy =
ox

+M-i+a-z (2.45)
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La ecuacion del equilibrio eléctrico en la méaquina es:

d\(x,1)

=R-3 =R-.3
v 1+ e 1+ 7

(2.46)

Si se conoce la relacién entre los enlaces de flujo A(z, %) 6 la corriente i(\, x), el sistema queda
completamente definido ya que se puede evaluar la energia o la coenergia en el campo:

A
W, = / i\, z)dA (2.47)
0

W, = / Z (i, z)di (2.48)
0

La expresion 2.45 determina el comportamiento dindmico del sistema ilustrado en la figura 2.16
si se conoce la fuerza mecanica F,,.

Si el sistema es lineal, la relacion entre los enlaces de flujo y la corriente viene expresada me-
diante la ecuacion 2.11. En esa ecuacion, la inductancia L depende de la posicion del yugo, es
decir L = L(x). Por esta razon:

1
i=1i(\x) = o Ai,z) =T(x) - A(i,x) (2.49)
donde:
['(z) es la inductancia inversa L™".

Mediante la ecuacion 2.49, la dindmica del electroimdn queda completamente determinada.
Como el sistema es lineal:

W;:/Z/\(i,x)di:/zL(m)-z’-di:%L(m)-iQ (2.50)
0 0

Sustituyendo la ecuacion 2.50 en la ecuacion 2.45 se obtiene:

oW, . . ldL(x)
=gy tMEtad ===

P+ ME+ ai (2.51)

La ecuacion 2.51, representa el equilibrio de fuerzas sobre la pieza mévil. La ecuacién que
representa el circuito eléctrico del sistema es:

. d : . dL(z) dv . di
—R-i+ —(L(z)-i)=R- i+ L) - — 2.52
v=R H—dt( (x)-i))=R-i+ T i+ L(z) o (2.52)
Definiendo 7(x) como:
dL
() = 2@) (2.53)
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la ecuacion eléctrica de la mdquina, a partir de 2.52 y 2.53, es:

.
v=R-itr(z)-i-i+ L) S

7 (2.54)

En la expresion anterior, el primer sumando representa la caida de tension en la resistencia de la
bobina, el segundo representa la fuerza electromotriz inducida en la bobina por el movimiento
del yugo y el tercer sumando representa la fuerza electromotriz inducida por variacion de la
corriente en la bobina. De forma compacta, la ecuacion 2.54 se puede escribir como:

v=R-1+eqg+er (2.55)
donde:
e es la fuerza electromotriz total compuesta por eg y er.
eq es el término que depende de la velocidad de la pieza mévil de la ma-

quina, denominado término de generacion.

er es el término que depende de la variacion la corriente en la maquina,
denominado término de transformacion.

Cuando la corriente es cero, puede existir fuerza electromotriz de transformacién, pero no de
generacidén como se observa en la ecuacion 2.54.

En conclusion, las ecuaciones internas de la maquina se pueden escribir, en funcién de la coener-
gia:

1
Fm:—§T(a:)-i2+M-9'ﬁ+a-j: (2.56)
0, en funcién de la energia:
_ 1dl(x
=3 d() N+ M- i+a-i (2.57)

y la ecuacién eléctrica 2.54.

Las variables que definen el estado del sistema en las ecuaciones 2.56,2.57 y 2.54 son la corrien-
te 7, la posicién x y la velocidad z. Realizando el cambio de variables = = u, las ecuaciones
anteriores se pueden expresar de la siguiente forma:

Fp=—37(z)- @+ M- -i+a-u

v=R-i+7(x) u-i+L(z) % (2.58)

Tr=u

Representando el sistema de ecuaciones diferenciales 2.58 en la forma canénica x = A (x)x + Bu,
se obtiene:

- — o) [R Z+T() i u]+ﬁv(t>
:ﬁ[% ?—a-u] + 5 F0() (2.59)
r=u

Para determinar la solucion de este sistema de ecuaciones diferenciales no lineales, es necesario
conocer:
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Figura 2.18 Balance energético de una maquina eléctrica en régimen continuo

1. Las condiciones iniciales de las variables de estado i(0), u(0) y z(0).

2. Las condiciones de borde o ligazones externas. En el presente caso definidas por las ex-
citaciones en el tiempo de la fuerza mecénica F,,(t) aplicada al yugo y la tensién v(t)
aplicada a la bobina del electroiman.

2.4. Ecuaciones de potencia

La potencia utilizada por el convertidor electromecénico en el eje mecanico de la maquina de la
figura 2.16 se puede calcular a partir de la fuerza mecénica y de la velocidad del yugo:

1
Pm:Fm-:i::—57(93)-2'2-93+M-9'&-:t+a-5v2 (2.60)

La potencia absorbida por el eje eléctrico es:

i

Pe:v-i:R-2'2+T(x)-x’-i+L(x)-d—z- =R-2+eg-iter-i (2.61)
Para que la mdquina anterior pueda trabajar en un régimen continuo, con corriente y velocidad
constante, despreciando las pérdidas de friccién (o = 0), y las pérdidas por efecto Joule en los
conductores (R = 0), mediante las ecuaciones 2.60 y 2.61 se observa que:

1
Py =5 (2.62)
P.=eg-i (2.63)

Las expresiones 2.60 y 2.61 indican, que en las condiciones anteriores, la maquina absorbe
permanentemente por el eje eléctrico el doble de la potencia mecdnica que estd utilizando. La
diferencia entre estas dos potencias s6lo puede ser almacenada en el campo. En la figura 2.18
se representa esta situacion. De toda la potencia que es inyectada en el eje eléctrico, el 50 % se
convierte en energia mecénica y el otro 50 % se almacena en el campo. Como la corriente es
constante, el término de transformacion ey - ¢ es cero y el campo no puede devolver al sistema
la energia que le ha sido entregada en el proceso de conversion.
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Sodioliquido

(a) Convertidor homopolar (b) Bomba magneto-hidrodindmica

Figura 2.19 Maquinas de corriente continua

Si una méquina eléctrica se mantiene permanentemente operando en esta situacién, acumula
indefinidamente energia en el campo. Esto 16gicamente no es factible para un sistema fisico
real. La solucidn del problema planteado consiste en permitir la variacién de la corriente. Con
la variacion de la corriente aparece el término de transformacion ey - ¢ que compensa el término
de generacion %eg - 1. Por esta razén no es posible construir un maquina que funcione sélo con
corriente continua. En todas las maquinas eléctricas es necesaria la variacién de las corrientes
para permitir una operacion en régimen permanente.

La argumentacion anterior se puede cuestionar debido a que son muy frecuentes en la industria
las "Mdéquinas de corriente continua". Sin embargo en este caso el término corriente continua
se aplica a la fuente utilizada para alimentar el convertidor. Las mdquinas de corriente continua
requieren de un dispositivo inversor electromecénico - las escobillas y el colector - que permite
la variacion de las corrientes en los devanados de la maquina.

También parece contradecir esta argumentacion los principios de funcionamiento de las ma-
quinas homopolares y los convertidores magneto-hidrodinamicos, - ver figura 2.19-. En ambos
casos, estas maquinas funcionan con corriente continua, pero la corriente no siempre circula por
el mismo material. Si un observador se mueve solidario con el medio conductor, el disco en el
caso homopolar, y el fluido en la mdquina magnetohidrodindmica, puede medir la variacion de
las corrientes al aproximarse y alejarse del punto de inyeccidn. En otras palabras, estas maquinas
son equivalentes a las de corriente continua, pero si en estas maquinas el proceso de variacion
de las corrientes se realiza de forma discreta mediante el colector y las escobillas, en las homo-
polares y magnetohidrodindmicas el proceso de variacion de las corrientes se lleva a cabo de
forma continua mediante un proceso de acercamiento y alejamiento del punto de inyeccién de
la corriente.

Por lo tanto en ningtin caso conocido, la experiencia contradice la necesidad tedrica de variacion
de la corriente para el funcionamiento en régimen permanente de los convertidores electrome-
canicos de energia.
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Figura 2.20 Maquina con dos ejes eléctricos y un eje mecanico
2.5. Generalizacion de las ecuaciones

En una maquina con dos ejes eléctricos y un eje mecénico, como la ilustrada en la figura 2.20,
se satisface la siguiente relacion para la evaluacion de la fuerza eléctrica sobre la pieza movil:

_aWC(xv )\17 >\2)

F, =
ox

(2.64)

Para demostrar la validez de la ecuacién 2.64 se debe recordar que en un sistema mecénico de
este tipo, si se varia la posicion z, el intercambio energético se produce entre los ejes eléctricos
y el eje mecanico. Si la posicion permanece fija, el intercambio energético se realiza entre los
ejes eléctricos tinicamente. La ecuacidn 2.64 mantiene la validez en el cdlculo de la fuerza en
un sistema con dos ejes eléctricos ya que la ecuacion 2.33 se demostrd para el caso en que los
enlaces de flujo se mantienen constantes. Si el enlace de flujo es constante, las fuerzas electro-
motrices son cero y no puede entrar energia desde ninguno de los ejes eléctricos hacia el campo.
Por esta razon se cumplen las mismas condiciones en la expresion 2.64 que en la 2.33. De todo
esto se concluye que es completamente general su aplicacion.

Cualquiera que sea el nimero de ejes eléctricos 0 mecdnicos de un convertidor electromecdni-
co, para calcular la fuerza eléctrica se puede utilizar una expresioén similar a la ecuacion 2.64,
siempre y cuando el movimiento se realice s6lo en uno de los ejes mecanicos y se mantengan
constantes todos los enlaces de flujo en los ejes eléctricos. La expresion generalizada para el
célculo de la fuerza eléctrica es:

8Wc(x1, L2y eeey Ly ooy T, )\1, )\2, ceey )\m)

F =— 2.
er e (2.65)

La ecuacion 2.65, determina la fuerza eléctrica que aparece sobre el eje mecanico r. Para este
fin, se calcula la derivada parcial de la energia en el campo con respecto a la posicion del eje
r, manteniendo constantes las posiciones de los otros ejes mecdnicos y los enlaces de flujo de
todos los ejes eléctricos.

En el sistema de la figura 2.20, si la posicidn X se mantiene constante, la energia acumulada en
el campo es igual a la energia eléctrica:

dW,=dW, , si x = cte. (2.66)
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La energia eléctrica se puede calcular como:

AW, = dW, = i1d\ + i2d)y , si x = cte. (2.67)

Si se conocen como varian las corrientes con los enlaces de flujo y con la posicion, el problema
queda resuelto, es decir:

i1 = fi(z, A1, Ag)
{ o = fa(x, A\, A2) (2.68)

En los casos lineales se puede establecer:

A1 = L1ty + Loty
: : 2.69
{ Ay = Loyiy + Laogis (2.69)

Matricialmente la expresion 2.67 se puede escribir como:
(Al = [L][i] (2.70)

donde:
=[] =[] =k ]

[i] = [L] 7" [\ = [T][A] 2.71)

La expresion 2.71 en forma explicita es:
’il FH(Z') Flg(l') )\1
S| = 2.72
|: 19 :| |: Fgl (ZL’) FQQ (ZIJ) )\2 ( )

Para calcular la energia en el campo, es necesario variar cada uno de los pardmetros en forma
sucesiva, desde su valor inicial a su valor final, mientras todas las otras variables de estado se
mantienen constantes. Para evaluar la energia acumulada en el campo, se realiza el siguiente
procedimiento:

(m,/\l,)\g) (ac,0,0) (z,A1,0) (m,)\l,)\g)
AW, = dW, = dW, + / dW, + / dW, (2.73)
(0,0,0) (0,0,0) (2,0,0) (2,M1,0)

La primera integral de la sumatoria de la ecuacion 2.73 es cero, debido a que los enlaces de flujo
son cero mientras se mueve el yugo de la maquina. Como no existe variacién de los enlaces,
no existen fuerzas electromotrices y por lo tanto no se inyecta potencia eléctrica desde los ejes
eléctricos hacia el campo. Al no existir enlaces de flujo, para realizar el desplazamiento meca-
nico X, no es necesario consumir ni suministrar energia. Para la evaluacion de los dos términos
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restantes de la ecuacion 2.73, se sustituyen las ecuaciones 2.67 y 2.72:

(z,M1,0)
AWC = / (Fll)\l + FlQ)\Q)d)\l + (F21>\1 + F22)\2)d)\2 +
(

z,0,0)

(z,21,M\2)
+/ (T1p A1 + TioAg)dA; + (Tar A + Do Ag)dAg =
(

xv)‘l aO)

1 1
= §FHA§ + Dot A1 g + §F22A§ (2.74)

En el célculo de las integrales de la ecuacion 2.74 se asume que I'y5 es igual a ['5;, condicién de
simetria siempre valida para los sistemas fisicos.

Generalizando el cdlculo anterior mediante el algebra de matrices, se tiene:

AW, = dW, = [i]'[d)\] , si x = cte. (2.75)

De la ecuacion 2.72 y recordando la propiedad sobre la traspuesta de un producto de matrices:
i =Y (2.76)

Se obtiene la energia acumulada en el campo como:

(2. A1.02)
AW, = N [D(@)] [dA] =
(07070)

RYRICOINPY (2.77)

DN | —

Si se deriva parcialmente la ecuacion 2.77 con respecto a la posicidon z, se encuentra la fuerza
eléctrica F, que actda sobre la pieza movil:

oW, )
ox

e 4

F, =
dx

— 5 W (@) Y 78)

Por un razonamiento semejante, pero aplicado a la coenergia se puede deducir que:

AW, = o [i) [L(x)]'[1 (2.79)

DN | —

La fuerza eléctrica sobre la pieza se puede calcular como:

oW i) 1, d

1 t\ - 1 At tr-
F, o =5l - ([L@)]) [ = 5 ] [r ()] [ (2.80)

Las ecuaciones 2.78 y 2.80 son validas para un nimero cualquiera de ejes eléctricos, pero para
un eje mecdnico solamente. La mayoria de las maquinas eléctricas poseen un solo eje mecénico,
pero si existen mads, es necesario calcular las derivadas parciales de la energia o de la coenergia,
seglin sea el caso, con respecto a cada una de las variables que definen la posicién de cada eje
mecanico - (1, To, T3, ..., Tp) -

Si el eje mecénico es rotativo o giratorio como se representa en la figura 2.21, la matriz de
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Figura 2.21 Electroimédn con yugo rotativo

inductancia se define en funcién del dngulo € y no se calculan fuerzas sino pares eléctricos y
mecanicos.

Las ecuaciones del convertidor en este caso son:

T, = = [i]" [7(6)]" [i] (2.81)

donde:
d

[m(0)] = —5 [L(6)]

Las ecuaciones de equilibrio eléctrico y mecanico de un convertidor electromecénico lineal con
multiples ejes eléctricos y un eje mecanico son:

[l = [R][i]+[e] =

(2.82)

1. . . .
En:—ﬁhrh@Wpy+Mx+ax (2.83)
En las ecuaciones 2.82 y 2.83 se observa que la informaciéon que determina la dindmica y el
comportamiento de la madquina eléctrica esta contenida en la matriz [L(x)]. A partir de esta
matriz, se obtiene la matriz [7(z)], y con estas dos matrices y los elementos de ligaz6n con los
sistemas eléctricos y mecdnicos externos, se formulan las ecuaciones completas del convertidor.

2.6. Sumario

1. Para el andlisis de convertidores electromecénicos resulta de utilidad la aplicacion de los
balances de energia o coenergia como método para la determinacion de las fuerzas eléc-
tricas involucradas en el proceso. Los métodos de andlisis directo a partir de las leyes de
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Maxwell y 1a relacion de Lorenz pueden ser muy dificiles de aplicar en las maquinas reales.

. Los convertidores electromecdnicos pueden posser varios ejes o puertos eléctricos y me-

cdnicos. Al menos un eje electrico y uno mecénico son indispensables para definir que una
maquina es un convertidor electromecanico. Los ejes o puertos son las puertas de entrada
y salida de la energia. Los puertos eléctricos estdn definidos por la fuerza electromotriz
y la corriente. Los puertos mecénicos por la velocidad angular o lineal y por el par o la
fuerza.

. El principio de los trabajos virtuales permite la evaluacién de la fuerza o el par en un

sistema electromecénico. Conocida la energia o coenergia en funcion de las variables de
estado, la derivada parcial de la energia o coenergia con respecto a la posicion - desplaza-
miento virtual -, determinan la fuerza o el par de acuerdo con las expresiones 2.65 y 2.80.

. Las ecuaciones internas de fuerza electromotriz se obtienen por derivacién con respecto

al tiempo de los enlaces de flujo. En los sistemas lineales, la matriz de inductancia deter-
mina el comportamiento electromagnético completo del convertidor.

. Cuando se incluyen las condiciones de contorno que unen la maquina con los sistemas

eléctricos y mecénicos, utilizando las leyes de Kirchoff y la segunda ley de Newton, se
completa el conjunto de ecuaciones diferenciales que definen el comportamiento dindmi-
co del convertidor.

2.7. Ejemplos resueltos

Ejemplo 1: Determinacion de las ecuaciones internas del convertidor

De un convertidor electromecanico se conocen las relaciones no lineales existentes entre los
enlaces de flujo y la corriente por sus respectivas bobinas:

)\1 = /{711’ ’l? + k’Q iliQ + ]{igy Z%

)\2 = kgy Z% + k’g ilig + k’lflflg

Determine las ecuaciones internas de esta maquina.

Solucion:

El convertidor estd constituido por dos ejes eléctricos (bobinas 1 y 2) y dos ejes mecanicos
(x,y). Existen por tanto cuatro ecuaciones internas, dos de fuerza electromotriz y dos de fuerza,
una por cada puerto.
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Las ecuaciones de fuerza electromotriz en cada una de las bobinas se obtienen derivando los
enlaces de flujo con respecto al tiempo:

d\ diy o dx dis di disy 5 dy
o =k (mld o ldt)+k2(“d +22d_tl)+k3(2y22d tirg)
d)\g N di 11 dy d’LQ dll d dI
o = k3(2y1 gy +Z1dt)+/€2(11d + iy dt)+k’1(2xl2d ‘szt)

El célculo de la fuerza eléctrica en cada uno de los ejes mecénicos requiere la determinacion de
la coenergia en funcion de las posiciones x y y de dichos ejes’Una vez determinada la expresion
de la coenergia es necesario derivarla parcialmente con respecto a cada posicién mecénica para
obtener la fuerza éléctrica instantdnea en los puertos mecénicos:

, (@,y,i1,i2)
Wc(-ray7il>i2) == / )\1di1 + )\Qdig =
(0,0,0,0)

(:E,y,’il,(]) (wvy7i17i2)
= / Aidiy +/ Aodia =
(x,y70,0) (:c7y,i1,0)

(I7y’zl70)

$7y7070)

( Y 21’12)
+/ (ksy i3 + ko iyio + kyz i5)diy =
(

.Z’7y7i1 70)

ko k
1 1.
= gle—i-kgy@lzg—k 5 21234—31‘@3.

Las fuerzas eléctricas instantdneas en cada eje son:

oW, ki, .
Fex == O - 31(2? +7’g)
ow'
F., = ayc = k3i%iy

Ejemplo 2: Ecuacion del par de un convertidor rotativo

La relacion entre las corrientes y los enlaces de flujo de un convertidor electromecanico rotativo
se puede expresar de la siguiente forma:

i | I ['3c0520 A
ig - Fg cos20 FQ )\2 '
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Determine el par eléctrico instantdneo de este convertidor y la condicidn necesaria para obtener
un par eléctrico promedio diferente de cero, si el enlace \;es constante y Ayvarfa sinusoidalmente
con el tiempo a una frecuencia wy.

Solucion:

En este problema existe una relacion lineal entre las corrientes en las dos bobinas del converti-
dor y sus respectivos enlaces de flujo. Aun cuando existe la posibilidad de invertir la matriz y
obtner una relacion explicita entre los enlaces y las corrientes, en este caso resulta mds simple
determinar el par eléctrico mediante el concepto de energia en el campo:
1 Iy I'3c0526 A1
We(0, A1, 0) == | A1 A
C< b 2) 2 [ ! 2 ] F3C0829 FQ )\2

8W6(07 Al) AQ)

o= gy =
B 1[)\ \ } 0 —2I"3sen260 Ao
T oot 2 —2I'3sen20 0 Ao |
= —2F38€n29/\1>\2.

Conocida la expresion del par eléctrico instantdneo, es posible integrarla en un periodo para
obtener la condicion necesaria de par promedio diferente de cero:

1 21

(1) = 7 (—2T'3sen20  Aasen(wqt + ¢9)) df =
0

—2F3)\1)\2

2
= —= / (sen20 - sen(wat + ¢2)) df =
2m 0

9T T
% / 3 (cos(20 — wat — o) — cos(20 + wat + ¢2)) db.
0

Las integrales entre 0 y 27 de las funciones sinusoidales son cero, para que la expresion anterior
pueda tener promedio diferente de cero es indispensable que alguno de los dos argumentos del
integrando sea independiente de 6, en otras palabras:

20 + (wot) = constante.

Derivando la expresion anterior se obtiene la condicidn necesaria, pero no suficiente para obtener
un par promedio diferente de cero en este convertidor:

de 1

% = Wmeec — :|:§ wa.
En otras palabras, es necesario que la velocidad angular de giro del eje mecanico del convertidor
esté sincronizado a la mitad de la velocidad angular del segundo eje eléctrico, para poder obtener

un par promedio diferente de cero.
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Figura 2.22 Convertidor rotativo

Ejemplo 3: Modelacién del convertidor por inspeccion

Un convertidor electromecdnico como el ilustrado en la figura 2.22 tiene dos bobinas ortogona-
les (v, 3) en un estator cilindrico y un rotor de polos salientes f, con un devanado a lo largo
de la pieza magnética. Se desconocen las dimensiones, los materiales de construccién y sus
caracteristicas. Determine:

1. El modelo matemdtico completo del convertidor mediante inspeccion del diagrama ilus-
trado en la figura 2.22. Puede considerar que las variaciones de la reluctancia son aproxi-
madamente sinusoidales. El niimero de vueltas de las bobinas son diferentes, N, = Ng #
Ny.

2. Los ensayos necesarios para determinar los pardmetros del modelo desarrollado.
Solucion:

1. El modelo matemético completo del convertidor mediante inspeccién del diagrama ilus-
trado en la figura 2.22. Puede considerar que las variaciones de la reluctancia son aproxi-

madamente sinusoidales. El nimero de vueltas de las bobinas « y 3 son iguales, N, =
Ng # Ny.

El modelo de la maquina determinado por inspeccion implica la representacion matema-
tica de las inductancias propias y mutuas en funcién de la posicion angular del rotor 6. En
la figura 2.23 se muestra la dependencia de las inductancias propias del estator L, y Lg,
mutuas entre las bobinas a y 3del estator Lz, los acoplamientos mutuos entre las bobinas
del estator y rotor, L,r y Lgy, asi como la inductancia propia del rotor L. El periodo de
repeticion de las inductancias propias y mutuas del estator dependen del doble del dngulo
f debido a que con cada giro de 7 de la posicién del rotor, las reluctancias se repiten.
Los acoplamientos estator-rotor tienen un comportamiento diferente porque la polaridad
relativa entre las bobinas invierten su signo con un giro de 7 en la posicion del rotor. La
inductancia del rotor es constante debido a que el estator es cilindrico y por lo tanto la
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15 2 Ly

Figura 2.23 Inductancias del convertidor

permeanza de la bobina rotérica f, es independiente de la posicién angular 6°.

Las expresiones analiticas de estas inductancias obtenidas por inspeccion se pueden re-
presentar de la siguiente forma aproximada®:

Lo(0) =~ Ley + Legcos20 + - - -

Lp(0) ~ Ley + Lea cos 2(0 — g) .

Lap(0) = Les 4 Les cos 2(6 + g) 4.
af(0) = Lepcosf + - -
Lﬂf(e) Lepsinf + - -
Lg(0) = Ly = cte.

Una vez conocidas las funcionalidades de las inductancias con la posicidn, las ecuaciones
del convertidor electromecénico se obtienen directamente:

v R0 0] 7[i La(0) Lop(®) Lap(®) 7 T i
vg | = 0 Re 0 ig | +p 5(9) Ls(0) Lﬂf(e) is
vy 0 0 Ry if af(0) Lgg(0) Ly if

3Un observador ubicado en el rotor no percibe cambios del entrehierro a medida que la pieza gira. En el estator
sucede lo contrario, el observador detecta minimo entrehierro cada vez que el eje magnético positivo o negativo
del rotor pasa por el frente.

“4Las funciones de las inductancias con respecto al dngulo # son periddicas y es posible utilizar series de Fourier
para representarlas mediante senos y cosenos. En este caso se ha truncado la serie en la primera arménica
espacial.
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o0 Lo(0) Lag(0) Las(0) la
1| a g ! . a0 do
Te = 5 % % Laﬁ(é)) L@(@) Lﬁf(Q) (%} = Tm + J ﬁ —+ 1% E
‘ af(0) Lgg(0) Ly if

o
h

2. Los ensayos necesarios para determinar los pardmetros del modelo desarrollado.

Es necesario determinar las inductancias propias y mutuas del modelo para lo cual es ne-
cesario disefiar un ensayo que permita reproducir el grafico 2.23. Las inductancias propias
se miden aplicando corriente en la bobina y midiendo el enlace de flujo que se produce.
La medida directa del flujo requiere dispositivos invasores dentro del entrehierro, por esta
razon es preferible aplicar una tension alterna en la bobina de prueba y medir la corriente
que consume para una posicion fija 6. El enlace de flujo en la bobina se obtiene por inte-
gracion de la fuerza electromotriz inducida:

e(t) = v(t) — R -i(t) = %t) _ L“)dz—?
v(t) = V2V cos wt D i(t) = VoI cos(wt — ¢) =

V coswt = RI cos(wt — ¢) + wL(8)] sin(wt — ¢) =

Vcoswt = \/R? 4 (wL(0))2I - cos(wt — ¢ + arctan wl;g(e))

2

L(@):l LT N 7y B g (2.84)

w\ I? W woow

La expresion 2.84 determina la inductancia propia para una posicion fija € del rotor mi-
diendo la resistencia de la bobina R, la tension efectiva aplicada V', la corriente efectiva /
y la frecuencia angular w = 27 f.
Las impedancias mutuas estator-estator o estator-rotor deben medirse aplicando tensién
alterna en la bobina excitadora y y midiendo la fuerza electromotriz inducida en la bobina
de prueba x, para cada posicién angular 6 fija:

. di
Ap = Layy(0) -1, = vy = Lyy(0) - d—ty

La corriente i, se obtiene alimentando la bobina y con una fuente de tension v,tal como
se hizo en el caso de inductancia propia:

iy(t) = V2I, cos(wt — o,)

I, = Y ; ¢y(f) = —arctan wLy(0)
VB + WL, (0) R,
V2V, cos(wt — @) = ﬂlwaxy(H) - cos(wt — ¢, — g)

Vo Z,0)Ve V.

Vy w 7y:WIy

Lyy(0) = 5\/}%3 + (WL, (0))? (2.85)
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Figura 2.24 Diagrama esquematico del Ejercicio No.1

2.8. Ejercicios propuestos

74

1. En la figura 2.24 se ha representado un convertidor electromecanico compuesto por un

electroimdn y su yugo. El electroimén tiene una bobina de 1,000 vueltas, alimentada con
una fuente de corriente alterna de 100 V' efectivos, su resistencia es de 5¢2. En el yugo
existe otra bobina de 500 vueltas que se encuentra en cortocircuito y posee una resisten-
cia de 10 €. El yugo tiene una masa de 250 g y estd conectado mediante un resorte de
10* N'm a un sistema inercial. En la posicién de reposo del resorte, el yugo se encuentra a
5 mm del electroiman. La seccién transversal del material electromagnético es de 25 cm?
y la longitud media del camino magnético (sin considerar el entrehierro) es de 48 cm. La
permeabilidad relativa del material magnético es 2,000. El material se considera lineal en
todo el rango de la densidad de flujo. En estas condiciones determine:

a) La relacion entre los enlaces de flujo y las corrientes en funcién de la posicion del
yugo.
b) Las ecuaciones dindmicas completas del convertidor.

¢) La solucion en régimen permanente, considerando que la inercia mecanica del siste-
ma elimina las vibraciones mecdnicas del yugo. (Posicién de equilibrio)

d) La potencia de pérdidas del convertidor en régimen permanente.

. El convertidor electromecédnico que se muestra en la figura 2.25 estd compuesto por un

condensador, una fuente de tensién alterna de 100 V' pico, una pieza mévil que entra en el
interior del condensador y un resorte que lo conecta a un sistema inercial, cuya posicion
de equilibrio es xyp = 5cm. La masa de la pieza mévil es de 10 g. La constante & del
resorte es de 0, 3 % La separacion de las placas cuadradas es de 1, 0 cm, siendo cada uno
de sus lados de 10 cm. La permitividad relativa ¢, de la pieza mévil es 5, 0. La frecuencia
de la fuente es de 60 H z. Determine en estas condiciones:



Figura 2.25 Diagrama esquemadtico del Ejercicio No.2

a) La fuerza eléctrica sobre la pieza mdvil utilizando el concepto de coenergia.
b) La fuerza eléctrica sobre la pieza mdvil utilizando el concepto de energia.
¢) Las ecuaciones dindmicas completas del convertidor.

d) La solucién analitica de régimen permanente.

e) La amplitud de la tension si la pieza movil se desplaza 5 cm de su posicion de equi-
librio®

3. Lamadquina que se muestra en la figura 2.22 posee dos bobinas en el estator con /N, vueltas
cada una y un devanado en el rotor con Ny vueltas. Las dos bobinas del estator tienen la
misma resistencia 1. y se alimentan mediante dos fuentes sinusoidales de tension desfa-
sadas 7 y cuya frecuencia es w.. El rotor tiene una resistencia 7y y se alimenta mediante
una fuente de corriente constante de valor /... Las dimensiones y los pardmetros del con-
vertidor electromecdnico de energia son bien conocidos. Determine:

a) Las ecuaciones completas® del convertidor expresadas en forma canénica (px =
Ax + Bu).

b) La condicion necesaria para poder obtener par promedio diferente de cero cuando el
equipo se encuentra operando a velocidad constante en régimen permanente (w,, =
cte).

¢) Repita la pregunta anterior si el rotor estd en cortocircuito (v, = 0).

d) Repita el ejercicio considerando que la bobina del rotor esta abierta (i, = 0).

4. En el diagrama de la figura 2.26 se tiene un electroimdn y una pieza magnética que pue-
de atravesar el entrehierro a diferentes velocidades. Utilizando diagramas de energia y/o
coenergia en el campo, determine el trabajo realizado por el sistema en las siguientes con-
diciones:

SSugerencia: Q = C - e C’:s%; V:-D=p;e= [Edl; D=cE
®Internas y externas.
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Figura 2.26 Diagrama esquematico del convertidor electromecdnico del Ejercicio No. 4

a) Cuando la pieza cruza el entrehierro a una velocidad extremadamente reducida (prac-
ticamente cero).

b) Cuando la pieza cruza el entrehierro a una velocidad extremadamente rapida (prac-
ticamente infinita).

¢) Cuando la pieza cruza el entrehierro a una velocidad intermedia.

d) Determine las ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento del convertidor.

5. Repita el Ejemplo No.1, figura 2.24, considerando una caracteristica de magnetizacién
B — H no lineal tal como se ilustra en la figura 2.27. Determine en estas nuevas condicio-
nes:

a) La relacién entre los enlaces de flujo y las corrientes en funcién de la posicion del
yugo.
b) Las ecuaciones dindmicas completas del convertidor.

¢) La solucién en régimen permanente, considerando que la inercia mecdnica del siste-
ma elimina las vibraciones mecdnicas del yugo. (Posicién de equilibrio).

d) La potencia de pérdidas del convertidor en régimen permanente.
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Figura 2.27 Caracteristica B-H del material magnético del convertidor
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CAPITULO 3

Circuitos Acoplados Magnéticamente

3.1. Definiciones basicas

En este capitulo se estudia el comportamiento de los circuitos acoplados magnéticamente, fijos
en el espacio. El medio magnético se considera con permeabilidad p, constante y homogénea.
En todo el capitulo se asume linealidad entre el flujo y las corrientes.

En primer lugar se considera el diagrama de la figura 3.1, en la cual se han representado n
circuitos magnéticamente acoplados. En el circuito k se coloca una fuente de tensién v, que
inyecta en esa bobina la corriente 7.

Las lineas de la figura 3.1, representan la distribucion del flujo cuando se excita la bobina k. El
flujo total que enlaza la bobina k se representa por ¢y, y se puede descomponer en dos flujos:

donde,

Omk es el flujo que enlaza a las otras bobinas.

Ok es el flujo que enlaza solamente a la bobina k.

De esta forma, se establece:

Okl = Ok + Oue (3.1)

En la figura 3.2, se representa el caso contrario, donde todas las bobinas estdn excitadas, menos
la bobina k.

El flujo mutuo que enlaza la bobina k, debido a la excitacion de las otras bobinas se denomina
¢nmk 'y comprende n — [ componentes:
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by = > b (3.2)

itk

En la ecuacion 3.2, ¢; representa el flujo mutuo producido por la bobina j que enlaza a la
bobina k. Por superposicion, el flujo magnético total enlazado por la bobina & es:

Ok = Gk + Oric = D + Gk + Orirc = G+ Gk + > D 3.3)

Vitk

Los enlaces de flujo correspondientes son:

M = Nidk = M+ Ak + D i (3.4)
Vi#k

Si los enlaces de flujo de la ecuacién 3.4 se expresan en funcidn de la permeanza magnética y
de las corrientes de excitacion de las bobinas, se obtiene:

ik = Npdue = P NFiy (3.5)
Ak = Nibmk = Pk Niig (3.6)

Se pueden definir las siguientes inductancias:

N
Ly = PpN? = 'f‘k (3.8)
k
Niom,
Ly = P N2 = KO (3.9)
127
N,
L = (P + Pyo) N2 = 0 (3.10)

(3

Donde L;.es la inductancia de dispersion, L,,ies la inductancia de magnetizacion y Lies la
inductancia propia. Las inductancias mutuas se definen como:

N .
My; = PyjNiN; = ’z% (3.11)
J
N
My = Py N; Ny, = # (3.12)
k
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Como las permeanzas Fj; y Pj;son iguales, se demuestra que:

My; = My, (3.13)

Si se expresa la ecuacion 3.4 en términos de las inductancias definidas en 3.8, 3.9, 3.10, 3.11 y
3.12 se obtiene para la bobina k:

A = Lyix + > Myi; (3.14)
Vi£k

La ecuacion 3.14 se puede escribir en forma matricial para todas las bobinas del sistema:

[ A ] [ Ly Mg - My oo My | [ ]
A2 My Ly oo+ My -+ My, U2
)\:k - ]W:kl ]W:kz Lk Mkn Zk (3.15)
D T T
La ecuacion 3.15 en forma compacta se escribe asi:
(Al = [L][d] (3.16)

3.2. Ecuaciones de tension

La tension instantdnea aplicada en la bobina k del sistema acoplado magnéticamente de las
figuras 3.1y 3.2 es:

En la ecuacion 3.17 el operador p se refiere a la derivada con respecto al tiempo %. Para las n
bobinas acopladas se cumple:
[v] = [R][i] + [L]p [i] = ([R] + [L] p) [1] (3.18)

donde:

[R] esuna matriz diagonal.
[L] estd definida por la ecuacién 3.15.
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3.3. Coeficientes de acoplamiento y dispersion

Multiplicando las ecuaciones 3.11 y 3.12 término a término, se obtiene:

NN
Mfk — w (3.19)
237
De la ecuacién 3.10 se puede deducir que:
Ne o Lo N; Ly (3.20)
ik Qe Gy @y
Sustituyendo 3.20 en 3.19 se obtiene:
Pk Pr;j
M? = L, L; 2270 (3.21)
T Gy

El cociente de los flujos representa la fraccion del flujo total propio de la bobina £ que enlaza a
la bobina j, estos coeficientes son constantes y se definen como:

Kk

Ok gy = Ot (3.22)

o 9y

En 3.22, kk y kj se denominan factores de acoplamiento e indican la cantidad de flujo existente
entre las dos bobinas. A medida que decrece la separacién entre las bobinas, se incrementa el
valor del coeficiente de acoplamiento. El valor médximo tedrico para un acoplamiento perfecto
es la unidad.

Reemplazando las definiciones de 3.22 en la ecuacién 3.21 se obtiene:

M2, = kikp Ll = My, = /kke/I; Ly (3.23)

En la ecuacién 3.23, a la media geométrica de los factores de acoplamiento se le denomina
coeficiente de acoplamiento entre la bobina j y la bobina k, k;;, y puede variar entre los valores
cero y uno. Otro coeficiente ampliamente utilizado es o0 coeficiente de dispersion y queda
definido por:

o =1—k, (3.24)
Como:

Por lo tanto, sustituyendo 3.25 en la ecuacion 3.24 se obtiene:

2
ik

L;Ly

(3.26)

Oﬁk =1-
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Figura 3.3 Transformador de dos devanados
3.4. El transformador como circuito acoplado

En la figura 3.3, se presenta un transformador de dos devanados. Cada bobina posee una in-
ductancia propia de valor L1y L- respectivamente, una inductancia mutua M y una resistencia
propia en cada bobina, R; y R,.

Aplicando la ecuacion 3.18, se obtiene:

(%1 o Rl 0 ’il L1 M ’il
al=le w i)l m el 62
Despejando la derivada de las corrientes con respecto al tiempo, se transforma la ecuacion dife-
rencial 3.27 a su forma canénica:

plil = — L] [R] [i] + [L]™" [v] (3.28)

En forma explicita el sistema representado en la ecuacion 3.28 es:

4 -1 .
n| | Lh M | R0 i o

)=l ] FLO Rl R]] e

Considerando que los dos devanados del transformador son idénticos se obtiene L; = Ly = L

y Ry = Ry = R. Con estas condiciones y evaluando la matriz inversa de la ecuacién 3.29, se
obtiene:

hl_ R L -M][u 1 L -M][w
p{iz}__Lz—Mz{—M L :||:'L.2:|+m|:_M I :||:U2:| (3.30)

Los valores propios de la matriz caracteristica del sistema de ecuaciones diferenciales lineales
de primer grado se pueden calcular a partir de:

det {[A] —~[I]} = 0 (3.31)
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Reemplazando la matriz caracteristica de la ecuacion 3.30 en 3.31:

R L—~ —-M _

Calculando el determinante de la ecuacion 3.32 se obtiene:

2RL R?
L2_M2’y+ 12— M2

v? + =0 (3.33)

El polinomio de segundo grado en «y 3.33, también denominado polinomio caracteristico, posee
dos raices que corresponden a los autovalores de la matriz caracteristica [A]:

R 1

_ _ 3.34

M= M T oy (3.34)
1

= —— (3.35)

donde:

Ty es la constante de tiempo de magnetizacion [s].
7r  es la constante de tiempo de fuga o dispersién|s].

Como L y M son valores positivos, v, es mucho mayor que ~y;si el coeficiente de acoplamiento
mutuo k1o es cercano a la unidad. De la ecuacién 3.25 se obtiene, para el transformador de la
figura 3.3:

M = kio\/L1Lgy = k1oL (3.36)
A partir de 3.34, 3.35 y 3.36, se determinan 7,; y 7 como:

L+ M
™™ — R :(1+k12)

(3.37)

L—-M
R

T~ =~

Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales 3.27, se determina la solucién homogénea
a partir de los autovalores y autovectores de la matriz caracteristica, calculados mediante las
expresiones 3.34 y 3.35. La solucién completa se obtiene superponiendo a la soluciéon homogé-
nea, la solucién particular y determinando los coeficientes constantes a partir de las condiciones

iniciales del problema. La solucién homogénea del problema es:

Aet + Ber?t
i (1) = Cent 4 Dert (3.39)

~
—
=

—~

~

SN—
I

87



Los coeficientes indeterminados A, B, C' y D no son arbitrarios, se obtienen a partir de los
autovectores de la matriz caracteristica. Para calcular los autovectores es necesario resolver el
sistema de ecuaciones:

{[A] = [} [Vi] = [0] (3.40)

Aplicando la ecuacién 3.40 para el primer autovalor 7;:

RL R RM
e ) [e]=10)
202 T T+ I2—M?2 = (3.41)
RM RL R ’
LZ_M2 T IL22M2 + L+M } { ¢ 0

El sistema 3.41 se puede reducir a:

RM [ 1 -1][4 0
| 5 [e =) o2

Del sistema 4.42 3.42 se observa que A = C'. Del autovalor 7, de la matriz caracteristica, se
determina el segundo autovector:

RM 11 B 0
L2—M2{11][D}_{0} (343)
A partir de 3.43 se obtiene que B = — D. Sustituyendo los autovectores correspondientes en la

ecuacion 3.39:

i (t) = Ae ! 4 Be w!

ion (1) = Ae Tim' — Bemrow! (3.44)

Si el sistema no estd alimentado por fuentes forzantes y se sustituyen en 3.44 las condiciones
iniciales i;(0) = I e i(0) = 0:

= A+ B
0 = A-B (3.45)
La solucidn del sistema 3.45 es:
1
A=DB= 3 I (3.46)

Reemplazando el resultado 3.46 en la ecuacion 3.44 se obtiene la siguiente solucion:
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tiempo

Figura 3.4 Corrientes en el transformador

i R, L-M L-M R, i,
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Figura 3.5 Circuito equivalente del transformador de dos bobinas

I e, I _ &,

ilh(t) = §€_m +§€_m
I 1
ion (£) = §e*ﬁt_§gﬁt

(3.47)

Enla figura 3.4, se observa el diagrama en el tiempo de las corrientes en el primario y secundario
del transformador.

El circuito de la figura 3.5 satisface la ecuacién 3.27 para el transformador de la figura 3.3. Para
obtener las ecuaciones homogéneas de este circuito equivalente es necesario cotocircuitar los
dos puertos del transformador.

En la figura 3.6(a) se presenta una interpretacion en el circuito equivalente del transformador,
de la constante de tiempo de magnetizacién. Si se unen los puntos "a” y 70" de la figura, entre
estos puntos y tierra, la constante de tiempo del circuito es:
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L-M=L,

(a) Circuito de magnetizacion

R L. L R
—] S ] —

L-M=L,

(b) Circuito de fuga

Figura 3.6 Constante de tiempo del circuito magnético

sLe+ M Lp+2M L+ M
TM: = =
IR R R

(3.48)

En la figura 3.6(b) se presenta el circuito equivalente para la constante de tiempo de fuga. En
este caso se desprecia la inductancia mutua M del circuito equivalente:

Ly L-M
— — 3.49
F R R ( )

Una forma mas directa para calcular la respuesta transitoria y permanente de sistemas acoplados
magnéticamente consiste en aplicar la Transformada de Laplace. Si al sistema 3.27, se le aplica
esta transformacion, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas:

‘/1(8) . Rl 0 Il(S) Ll M [1(8)
{Vg(s) } = [ 0 32] [Ig(s) Tlm L% B (3:50)
Agrupando el vector de corrientes y sustituyendo los valores del transformador de la figura 3.4:
Vi(s) | | R+sL sM I (s) (3.51)
Vo(s) | sM R+ sL I1(s) '
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Figura 3.7 Respuesta en el tiempo del transformador al escalén de tensidn

A partir de la ecuacién 3.51, se puede determinar la transferencia transitoria de tensiones en
el secundario de un transformador. Si el transformador se encuentra en vacio, la corriente del
circuito secundario ises cero y por tanto, I5(s) es cero también. En estas condiciones:

Vi(s) = (R + sL) I1(s) (3.52)

Va(s) = sM I(s) (3.53)

Dividiendo la ecuacion 3.53 por la ecuacion 3.52 se obtiene la funcion de transferencia opera-
cional entre las tensiones secundaria y primaria del transformador:

Va(s) sM

Vi(s)  R+sL (3:54)

Si se aplica un escaldn de tension en la bobina primaria, la tension secundaria se calcula a partir
de la ecuacién 3.54 como:

M
- 3.55
Va(s) R+ sL ( )
Antitransformando la ecuacién 3.55:
M
o (t) = fve—%t = kppVe I (3.56)

La ecuacién 3.56 se ha determinado, haciendo uso de la definicién del coeficiente de acopla-
miento mutuo de la ecuacién 3.19. En la figura 3.7 se representa la respuesta al impulso del
transformador de dos devanados con el secundario en vacio.
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Si se aplica al transformador una tension sinusoidal en el primario en lugar de un escalén, para
el tiempo mayor o igual que cero, se tiene:

wV
t) =V sinwt Vi(s) = ——= , Vt>0 3.57
vy (%) sinwt = Vi(s) Pz 2 (3.57)
Sustituyendo la ecuacion 3.57 en 3.54 se obtiene:
wMV s
Vals) = —— 55 (3.58)

Reagrupando la ecuacién 3.58 en fracciones parciales y antitransformando:

wMV R _=&, . R
Vo(t) = ———=5v | 7€ L'+ wsinwt + —coswt (3.59)
L8 z
La ecuacion 3.59 representa una respuesta sinusoidal en régimen permanente superpuesta a un
decaimiento exponencial, similar al obtenido en la ecuacién 3.56, cuando se aplica un escalén
de tension al primario del transformador.

3.5. Sumario

1. Las maquinas eléctricas estdn constituidas en general por varios circuitos acoplados mag-
néticamente. Su comportamiento electromagnético puede ser estudiado mediante la técni-
ca de autovectores y autovalores o a través de la Transformada de Laplace si el convertidor
es lineal, o cuando se linealiza su comportamiento en torno a un punto de operacion.

2. Silamaquinano es lineal y es necesario evaluar su comportamiento a grandes perturbacio-
nes, las ecuaciones diferenciales deben ser integradas por métodos numéricos tales como
los algoritmos de Simpson, Euler, Euler Modificado, Regla Trapezoidal, Runge Kutta de
varios 6rdenes o mediante métodos de prediccion y correccion de error como el de Adams
o el de Adams-Merson.

3.6. Ejercicios propuestos

1. El circuito magnético acoplado que se ilustra en la figura 3.8 posee tres bobinas con 100,
200 y 300 vueltas respectivamente. El circuito magnético que cierra las tres bobinas tiene
una longitud media de 60 cm, un drea de 25 cm?y una permeabilidad relativa yi,.de 1000.
Las tres bobinas estén constituidas por conductores de cobre del mismo didmetro (2 mm?
y 1,75 x 1078Qm). El flujo de dispersién de cada bobina es proporcional a su respectivo
numero de vueltas y el coeficiente de acoplamiento entre la bobina de 100 y 200 vueltas
es 0, 95. Determine:

a) Las resistencias e inductancias propias y mutuas de este transformador.

92



-
v A 7T r*__g N,=100
— =
I
2 i:“ﬁ N2=2OO
—- - i
i,
A V=300
V3 ﬁii% 3
— 1 =1000

Figura 3.8 Circuito magnético con tres bobinas acopladas

b) Los respectivos coeficientes de acoplamiento y dispersion.

c) Las constantes de tiempo del circuito si la bobina de 100 vueltas estd en cortocircuito
y las otra dos bobinas se conectan en serie pero en contrafase (polaridad opuesta),
excitadas con una fuente sinusoidal de 50 ' efectivos.

d) La corriente resultante en cada bobina si se excita en el instante inicial la bobina de
100 vueltas con 12 V' continuos, mientras que las otras dos bobinas estidn cortocir-
cuitadas independientemente.

2. En la figura 3.9 se representa un transformador de dos devanados conectado como auto-
transformador. Se desea hacer un andlisis lo mds detallado posible de la operacién en
régimen permanente y transitorio de este convertidor. La carga del auto-transformador
es un condensador y se excita mediante un escalén de tension continua en la entrada.
Determine las corrientes y tensiones permanentes y transitorias tanto en la entrada como
en condensador.

93



94

Figura 3.9 Diagrama esquematico del autotransformador
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CAPiTULO 4

Maquinas Eléctricas Rotativas

Las maquinas eléctricas se han desarrollado en un frenético proceso evolutivo que comienza a
mediados del siglo XIX y que aun continda en la actualidad. Innumerables patentes de conocidos
inventores tales como Edison y Tesla entre muchos otros, realizaron contribuciones significativas
que lograron eficacia y eficiencia en la conversion electromecénica de energia. Después de todo
este proceso las maquinas convencionales presentan caracteristicas comunes que permiten gene-
ralizar la descripciéon matematica de su comportamiento mediante las herramientas discutidas en
los dos capitulos anteriores. Los modelos analiticos de las maquinas eléctricas convencionales
pueden ser notablemente simplificados cuando se realizan las hipétesis apropiadas y se utilizan
transformaciones de las coordenadas de las variables de estado, a sistemas de coordenadas donde
el comportamiento de estos convertidores se independizan de la posicion angular del rotor.

4.1. Caracteristicas comunes

Las mdquinas eléctricas rotativas convencionales, presentan generalmente las siguientes carac-
teristicas comunes:

1. Poseen un eje mecdnico a través del cual se realiza el intercambio de energia.
2. Tienen una pieza estatica o inmdvil denominada estator.

3. Disponen de una pieza mévil denominada rotor en el caso particular de las maquinas
cilindricas.

4. Generalmente son cilindricas.

5. El flujo en el entrehierro de 1a mdquina es periddico.
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conductor B

Figura 4.1 Conductor en condiciones 6ptimas de operacion

entrehierro

Figura 4.2 Configuracion cilindrica de los conductores en una maquina

Al estudiar el conductor en presencia de un campo magnético, resulta conveniente para obtener
la mayor fuerza eléctrica posible, que el conductor, su velocidad de desplazamiento y el campo
magnético se encuentren perpendiculares entre si. Ademads, de esta forma la fuerza electromotriz
e aparece disponible en el sentido del conductor como se puede observar en la figura 4.1.

La mayor parte de las mdquinas eléctricas convencionales son cilindricas porque en esta geo-
metria se obtiene una disposicion de todos los conductores en la cual, la velocidad, el campo
magnético y los conductores son perpendiculares entre si. En la figura 4.2 se muestra un diagra-
ma de este tipo de configuracion.

En la superficie de revolucién o manto del cilindro, se encuentran los conductores dispuestos en
forma axial y simétrica. La simetria evita vibraciones en la mdquina, pero ademads es necesario
que la corriente se distribuya uniformemente por todos los conductores.

En una mdaquina cilindrica, se garantiza la periodicidad del flujo porque la divergencia de la
densidad de campo magnético es nula - V - B = 0 -. En otras palabras, todo el flujo que penetra
la superficie cilindrica sale de ella como se ilustra en la figura 4.3.

Ahora bien:

21
- d 4.1
b /0 5 @)

donde:
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Figura 4.3 Flujo entrando y saliendo de un cilindro

dp =B -ds 4.2)
De la figura 4.3 se puede deducir que:
ds=r-1l-ndf (4.3)
y sustituyendo 4.3 en 4.2:
dp=Bn-r-ldf (4.4)

Como todo el flujo que penetra en el cilindro es igual al que sale de él:

2 2
/ dp=0 = / B-ds=0 (4.5)
0 0

A partir de la ecuacién 4.5 se determina que el diferencial de flujo en un periodo de revolucién
del cilindro es cero. Por lo tanto, la distribucién del campo magnético B en funcién del angulo,
es periddica y existe alternancia en el signo del campo. Por otra parte se determina a partir de la
expresion 4.5, que para anular la integral en un periodo completo, las dreas positiva y negativa
de la funcién densidad del campo magnético B en funcién del dngulo tienen que ser iguales, tal
como se observa en la figura 4.4.

Como la distribucién de la densidad de campo B, en funcién del dngulo es periddica, se puede
descomponer en series de Fourier espaciales. En la figura 4.5 se ha representado la primera
armoénica o componente fundamental del campo, suponiendo que éste presenta simetria impar.
Para calcular el valor de la densidad de campo correspondiente a la primera armdnica en el punto
0 de la figura 4.5, se tiene:

B1(0) = By max - cos6 (4.6)

donde By ,.€s la amplitud del campo B;. En la figura -47-, se ha representado la distribucion
del campo alrededor del cilindro.
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Figura 4.4 Distribucién de la densidad de campo B en un cilindro

By 005 (8)

™ /211‘9
—_—
5 W

Figura 4.5 Primera armonica de la densidad de campo B



B,(0)=B.(0)+B,(0)

r

Figura 4.6 Distribucion espacial del campo en el cilindro

4.2. Bobinas ortogonales

Cualquier distribucion sinusoidal en el espacio de la densidad de campo, puede ser obtenida a
partir de la suma vectorial de dos componentes ortogonales tales como B,y Bg de la figura 4.6.
Dado que B es sinusoidal, la distribucion de los campos B,y Bj también deben ser sinusoida-
les. En las mdquinas eléctricas convencionales se distribuyen los conductores en la periferia de
la mdquina para que al inyectar las corrientes i,, € i3 que se muestran en la figura, la configura-
cién espacial del flujo en la periferia del cilindro resulte aproximadamente sinusoidal. En esta
figura se han representado dos bobinas colineales con los ejes « y 3 respectivamente cuyo eje
magnético coincide con la amplitud de la distribucion espacial del campo. Cuando por cualquie-
ra de las bobinas circula corriente, se produce un campo en toda la periferia de la miquina, cuya
amplitud se encuentra orientada segin su respectivo eje.

En general B,,, es un vector que representa la magnitud y direccién de la primera armonica del
campo en el cilindro segun el eje o. Bg, es el vector que representa la amplitud y direccion de
la primera armonica del campo segun el eje 3. Por lo tanto:

Blma:v - Ba + Bﬁ (47)

Tanto B, como Bg tienen un solo grado de libertad, es decir, solamente puede variar en mag-
nitud o signo, pero no en direccién. Las dos componentes poseen el mismo periodo espacial y
se encuentran en cuadratura, segin la posicion relativa de los devanados. Para obtener cualquier
valor de B, o By, es suficiente con ajustar las corrientes 7, € ig. Estas consideraciones son
validas tanto para el rotor como para el estator de las maquinas eléctricas rotativas.

101



Figura 4.8 Cilindro con dos pares de polos

4.3. Miuiltiples pares de polos.

Cuando se analiza la distribucion del flujo en la maquina, se observa que en una zona de los
2w radianes, el campo es positivo - el flujo sale de la superficie - y en el resto del cilindro, es
negativo - el flujo penetra en la superficie del cilindro -. La zona del cilindro en el cual hay
salida del flujo se define como polo norte y la regién por la cual penetra el flujo a la superficie
se define como polo sur. En la figura 4.7 se ilustra el polo norte y sur de un cilindro elemental
excitado por dos conductores.

Las maquinas eléctricas pueden ser disefiadas de tal manera que en el desarrollo de 27 radianes
existan varios polos norte y varios polos sur. En la figura 4.8 se muestra un ejemplo de un cilindro
en el cual existen dos polos norte y dos polos sur alternados entre si. Esta situacién corresponde
a una mdquina con dos pares de polos, pero se puede repetir con cualquier cantidad de pares
de polos. Como en las maquinas eléctricas cada par de polos se repite exactamente igual, es
suficiente analizar el primer par de polos y extender los resultados obtenidos a la totalidad de la
maquina.

En una maquina con multiples pares de polos se definen dngulos eléctricos y mecénicos. Los
angulos mecanicos o dngulos fisicos son los que se han utilizado en todo el andlisis y son dngulos
reales. Para definir los dngulos eléctricos se acota un paso polar de la méaquina, es decir la zona
comprendida por un par de polos y se define este &ngulo mecdnico como 27 radianes eléctricos.
En la figura 4.9, se ilustra este concepto con una maquina de tres pares de polos. Entre 0 y %’T
radianes mecdnicos se definen 27 radianes eléctricos.

Si se define como p el nimero de pares de polos de la mdquina, entonces:
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Figura 4.10 Maquina con iguales (a) y diferentes (b) nimeros de pares de polos en el rotor y en
el estator

eelctrico =p- emecnico (48)

Mediante la ecuacién 4.8 se puede estudiar la configuracién y operacion de una parte de la
maquina, recordando que en el resto se repite el proceso tantas veces como nimero de pares
de polos p tenga el convertidor. Para calcular el par, es necesario recordar que cada uno de los
elementos de repeticién produce un par idéntico, por lo tanto, el par en el eje mecanico de la
maquina real se calcula como:

Eotal =p- Telctrico (49)

El rotor y el estator de una mdquina deben tener siempre el mismo nimero de pares de polos,
porque en caso contrario no es posible producir par promedio neto diferente de cero. En la figura
4.10 se muestra un ejemplo de esta situacion. En la mdquina (a) los polos norte y sur intentan
alinearse, para reducir al minimo posible la longitud de los enlaces de flujo y, por lo tanto, la
energia almacenada en el campo. En la médquina (b) se producen pares iguales y opuestos, y por
esta razon el par total sobre el eje es nulo.

En los andlisis de los capitulos posteriores, se considera siempre un par de polos extendido a 27
radianes eléctricos. No se utiliza un indice especifico para diferenciar los dngulos eléctricos de
los dngulos mecdnicos. En los casos en que es necesario, se indica en las expresiones el nimero
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Figura 4.11 Partes de una maquina eléctrica rotativa

de pares de polos p de la maquina en estudio.

4.4. La maquina generalizada

Las mdaquinas eléctricas rotativas poseen caracteristicas comunes entre si, y en general se ase-
mejan al modelo representado en la figura 4.11. En algunas ocasiones el elemento interior de la
madquina es fijo y el exterior mévil, incluso pueden ser méviles los dos elementos, pero lo més
caracteristico de las maquinas eléctricas rotativas es la existencia de dos superficies cilindricas
con movimiento relativo entre una y otra.

El flujo puede ser descompuesto en dos componentes ortogonales « y 3. Para representar el flujo
producido en el rotor se inyectan corrientes en las bobinas «,. y [3,, fijas en el rotor. El flujo del
estator se obtiene inyectando corrientes en las bobinas . y (. fijas en el estator. Estos devanados
no tienen necesariamente existencia fisica, pero pueden reproducir los campos en el interior de
la mdquina. La posicidn relativa entre el rotor y el estator queda determinada mediante el 4ngulo
0, medido entre los ejes magnéticos a. y «, respectivamente.

La maquina eléctrica generalizada posee cuatro ejes eléctricos ae, ., 0. y 3, por los cuales
se inyectan las corrientes y un eje mecdanico o eje de giro. El flujo en el entrehierro de la ma-
quina cambia su distribucién cuando varian las corrientes iq,, 98y, tac€ ig.. En la figura 4.12 se
representa el esquema de las bobinas ortogonales de la maquina generalizada.

Definiendo a 7;,, como el par mecdanico en el eje de la maquina, las ecuaciones de la maquina en
forma matricial compacta, son:

W] = [RI[iI+0[r(0)][i] + [L(6)] % [1]
T, = —% ] [7(O)] [i] + T + pb (4.10)

En el sistema de ecuaciones 4.10, p es el coeficiente de friccién y J es la inercia del eje de

rotacion. Las variables de estado de este sistema de ecuaciones diferenciales son las corrientes
do

[i], el dngulo 0y la velocidad angular <7, denominada también cw,,.
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estator

Figura 4.12 Esquema de la maquina generalizada

Para poder plantear el sistema 4.10, es necesario determinar las matrices de resistencias [R)],
inductancias en funcién del dngulo [L(#)], asi como la derivada con respecto al dangulo 6 de la
matriz de inductancias, también denominada matriz de par [7(0)].

La matriz de resistencias

La matriz de resistencias de la miquina eléctrica generalizada es diagonal porque todas las resis-
tencias son propias de cada bobina y no existen resistencias mutuas debido a que los devanados
estdn aislados galvdnicamente:

R 0 0 0
| 0 Rys 0 0
Bl=1 6 o R. 0 (4.11)
0 0 0 Ry

La matriz de inductancias

Si la maquina posee un rotor cilindrico y homogéneo, al girar no se modifica la permeanza
del camino magnético, por esta razén la inductancia propia del estator no depende de la posi-
cion del rotor. La inductancia propia del estator es constante e independiente del dngulo 6. Esta
inductancia se puede calcular como:

L.=N?.P, 4.12)

Si el estator es cilindrico, la inductancia propia del rotor es constante por el mismo razonamiento
anterior. Si todos los devanados del estator poseen el mismo ndmero de vueltas y lo mismo
ocurre con las bobinas del rotor, los términos de la diagonal de la matriz de inductancia son:
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L. 7 7 7
? L. 7 7

LI=1| 9 % [ (4.13)
77 7L

T

Las inductancias mutuas entre los devanados « y (3 del estator son cero porque estas bobinas
son ortogonales y el flujo que se produce en una de ellas no puede enlazar a la otra. La misma
situacion sucede con los devanados del rotor:

L 0 ? 7
0 L. ? 7

=15 ¥ L o (4.14)
77 0 L

La inductancia mutua entre la bobina « del estator y « del rotor es médxima cuando ambos deva-
nados se encuentran alineados, es decir con § = (. Para representar este valor de la inductancia
mutua se debe utilizar un término en cos6.

Una situacion semejante se presenta entre el eje 5 del estator y el eje 5 del rotor. La inductancia
mutua entre las bobinas « del rotor y 3 del estator es médxima cuando ) = 7; esto se representa
mediante un término en senf. La inductancia mutua entre el devanado /3 del rotor y « del estator
es mdxima cuando § = —7; por esta razon esta inductancia se puede representar mediante un
término —send.

De esta forma y recordando que la matriz de inductancias es simétrica, se obtiene:

L, 0 L..cos0 —L..senb
0 L. L..senf  L..cos0
L] = L..cos  L,.senf L, 0 @15
—Le.senf)  L,,.cosf 0 L,

Matriz de par

La matriz de par [7(6)] se calcula derivando con respecto al dngulo ¢ la matriz de inductancias
de la maquina:

d
) = —|[L 4.16
r(6) = 5 [1) @16
De esta forma se obtiene:

0 0 —L..senf) —L,.cos0

0 0 L..cos6 —L..send
[m(0)] = —L..senf  L.,.cost 0 0 @17

—L,.cos60 —L..senb 0 0,
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4.5. Calculo del par eléctrico

A partir de las matrices 4.15 y 4.17 se puede calcular el par eléctrico de la maquina:

lea L, 0 Leycosd  —L..senf lea

L e 0 L, L..senf  L..cosf iep
Te= 2| ira Le,cost  Le,sen L, 0 ira (4.18)

ir3 —L..senf L..cos0 0 L, ir3

Efectuando los productos matriciales en la ecuacion 4.18 se obtiene:

T, = Ly {sen8 (—icq - ira — leg - irg) + €0SO (—ieq - irg + iep - ira)} (4.19)

Si las corrientes del estator o del rotor son cero, todos los términos del par eléctrico en la ecua-
cién 4.19 se anulan y no se produce par. Si se inyectan corrientes constantes en todas las bobinas
del rotor y del estator el par eléctrico que se obtiene es de la forma:

T. = Ler {A - senf + B - cost} (4.20)

En la ecuacién 4.20 se observa que para cada valor de la posicién del rotor 6 existe un par
eléctrico, pero el promedio de ese par en un giro completo de la miquina es cero. Esta es una
razon que refuerza el concepto de la imposibilidad de que una méaquina eléctrica pueda funcionar
en régimen permanente con corriente continua en todos sus devanados.

Calculando el par eléctrico promedio de la mdquina bifésica en un periodo, se obtiene:

L T
T.,) = == $enB (—ieq * troy — tes * trg) + COSO (—ipy * 13 + 163 * Ipg )} dO “4.21)
T . B &) (&) g

El dngulo 6 en la expresion 4.21, considerando que el rotor gira a velocidad angular constante
W, Se puede expresar como:

0 = wt + 0o (4.22)

Sustituyendo la expresion 4.22 en 4.21, se obtiene:

L

T
(T.) = ;f /0 {sen (Wt + 600) (—ica * ira — leg - irg) +

+c08 (Wit + 00) (—lea - irp + les - ira) } dwmt (4.23)

Si se expresan las corrientes en forma de cosenos:
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e = V2I.,c08 (Weal + Oeq
leg = \/5]65008 (Wept + e
o = V2@.4c08 (Wrat + o
ivg = V2Igcos (wegt + O,

)
)
)
) (4.24)

Recordando que:

1 [T
— / senf - cosfdf = 0 (4.25)
T Jo

Los tnicos términos que pueden producir par promedio diferente de cero son los productos de
cosenos, por lo tanto:

L

T
(Te) = ;« / {cos (Wt + 00) + (—ica * irg + les - ira)} O (4.26)
0

Si las corrientes estatdricas y rotdricas son periddicas, es posible expresarlas mediante series de
Fourier. Utilizando expansién de las funciones en series de cosenos:

le = Z Iiecos (kwet — ) 4.27)
k=1

Iy = Z I cos (jwrt — ) (4.28)
j=1

Los términos del par son de la forma:

cos (Wt + ) - Z Ixecos (kwet — ve) - Z I cos (jwrt — ) (4.29)
k=1 j=1

Recordando la propiedad trigonométrica:

cosa - cosf3 - cosy = i[cos(a—i—ﬁ—i—fy)+c03(a+ﬁ_7)_|_...
c+tcos (o= B+ ) + cos (—a+ B +7)] (4.30)

Se puede aplicar esta propiedad al término genérico del par eléctrico 4.29. El término genérico
queda entonces asi:

cos (Wt + Oy £ kwet £ jw,t £ v, £ ;) 4.31)

Para que un término igual al 4.31 tenga un promedio diferente de cero en un periodo, es necesario
que se anule la dependencia del tiempo en el argumento de la funcién coseno:

wm + kwe + jw, =0 (4.32)
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La ecuacion 4.42 es fundamental en el andlisis de las maquinas eléctricas rotativas y se conoce
como condicién necesaria para par promedio. En la ecuacion 4.42, w,, es la velocidad mecénica
del sistema, w, representa la frecuencia angular de las corrientes inyectadas en las bobinas del
estator y w, es la frecuencia angular de las corrientes inyectadas en el rotor.

Los tipos mds comunes de maquinas eléctricas convencionales se diferencian por el mecanismo
que utilizan para dar cumplimiento a la ecuacion 4.42. Las mdquinas sincronicas, de induccion
y de corriente continua utilizan diferentes mecanismos de excitacion de sus bobinas rotéricas y
estatdricas, pero siempre deben satisfacer la condicion necesaria de par promedio para permitir
la conversion de energia.

La maquina sincrénica

A las méquinas sincrénicas se les inyecta corriente continua en las bobinas rotdricas, por esta
razon:

W, =0 (4.33)

Aplicando la condicién necesaria de par promedio 4.42 con la restriccion 4.43 para las maquinas
sincrdénicas, se obtiene:

W £ kwe =0 (4.34)

La ecuacién 4.44 justifica el nombre de estas maquinas, ya que las mdquinas sincrénicas s6lo
pueden producir par promedio diferente de cero cuando la velocidad mecénica coincide con la
velocidad angular de las corrientes inyectadas en el estator. En otras palabras la maquina debe
girar en sincronismo con las corrientes estatoricas.

Las mdaquinas de corriente continua son un caso particular de maquina sincrénica, donde la
igualdad de frecuencias entre las corrientes -rotdricas en este caso- y la velocidad mecénica se
obtiene mediante un inversor mecédnico constituido por un colector y un juego de carbones que
conmuta las corrientes en las bobinas del rotor con una frecuencia igual a la velocidad mecanica
de giro.

La maquina de induccion

En la maquina de induccidn se permite un grado de libertad adicional. En esta maquina se pue-
de obtener par promedio diferente de cero en un amplio rango de velocidades mecéanicas. Las
corrientes que circulan por el rotor se ajustan - por el fenomeno de induccion electromagnética
- y cumplen la condicién 4.42. En la maquina de induccion se fija la frecuencia de las corrientes
en el estator w,, se produce un campo electromagnético en el entrehierro de la maquina que gira
mecdnicamente con la frecuencia angular de estas corrientes. Como el rotor gira a la veloci-
dad mecanica w,,, los conductores del rotor cortan el campo magnético producido en el estator
con una velocidad que es la diferencia entre w, y w,,. La diferencia porcentual entre estas dos
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velocidades se conoce como deslizamiento de la maquina:

s= "% 100 (4.35)

We

La velocidad angular w, se conoce como velocidad sincrénica de la maquina de induccién.

La maquina de corriente continua

Enla figura 4.13 se muestra una maquina de corriente continua simplificada. Esta maquina posee
un devanado estatdrico por el cual se inyecta corriente continua y una armadura en el rotor
alimentada mediante una fuente de corriente continua y un colector que permite la inversion de
las corrientes en la armadura. Para calcular el par eléctrico que produce esta maquina se utiliza
la expresion deducida en el capitulo 2 para los sistemas lineales:

[i]" [7(6)] [1] (4.36)

Desarrollando explicitamente la ecuacion 4.46 se obtiene:

T, = % [ de i ] (4.37)

0 — M senf Te
— M senf 0 iy

En la expresion anterior, M es la inductancia mutua entre el estator y el rotor. Realizando las
operaciones matriciales en la ecuacién 4.47:

T.=—-—M i, -1, - send (4.38)

El colector o conmutador mecédnico de la maquina de corriente continua permite alternar la
polaridad de la tensién de alimentacion de la bobina del rotor V,. al mismo tiempo que gira el
rotor. En la figura 4.13 se observa también la corriente que circula por la armadura (rotor) de la
maquina.

El par promedio en el eje de la maquina se calcula como:

1 T 27
(T.) = 5 {/ —M1I,I,senfdf —|—/ M]e]rsené’dﬁ} (4.39)
™ 0 T

Resolviendo las integrales de la ecuacién 4.49, se obtiene:

2M
(T.) = -2 LI, = k LI, (4.40)
m

La expresion anterior determina el par eléctrico promedio en la mdquina de corriente continua.
El coeficiente k£ depende de la construccidn fisica de los devanados del rotor y del estator.
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Figura 4.13 Diagrama esquemadtico de una maquina elemental de corriente continua

4.6. Par eléctrico y fuerzas magnetomotrices

En la figura 4.14 se representa el diagrama de una miquina eléctrica cilindrica con un estator y
un rotor. En el estator y rotor, se producen las fuerzas magnetomotrices F. y F,. respectivamente,
cuya amplitud y direccidn se representa vectorialmente en la figura. Estas fuerzas magnetomotri-
ces se encuentran separadas en un dngulo 6 una de la otra. La suma de las fuerzas magnetomotriz
del rotor y del estator produce la fuerza magnetomotriz resultante en el entrehierro de la maqui-
na F,. Para calcular el par eléctrico de una mdquina en funcién de las fuerzas electromotrices,
se determina la coenergia en el campo y luego se deriva con respecto a la posicién angular 6:

OW.(F,0)
T, =— 27 4.41
De la figura 4.14 se deduce:
F; = F2 + F? + 2F,F .cos0 (4.42)

Si la permeabilidad del material magnético es muy grande, es decir p, tiende a infinito, toda la
energia esta concentrada en el entrehierro y la coenergia se puede calcular de la siguiente forma:

Wé = W, = volumen x (w,) (4.43)

En la ecuacion 4.43, (w,) representa la energia promedio en el campo por unidad de volumen.
De esta forma:

W, = 2mrél <%H : B> (4.44)

Donde:
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Figura 4.14 Par eléctrico a partir de las fuerzas magnetomotrices

r es el radio medio del entrehierro [m].
) es el espesor del entrehierro [m].
[ es la longitud activa de la maquina [m].

Como la densidad de campo magnético B en el entrehierro es igual a poH:

: 1
W, = 277l <§MOH2> (4.45)

La primera arménica de la intensidad de campo magnético H es sinusoidal y su valor promedio

es:
1

2

2m
(H?) = / (Hynapsen)? o = ~ 12 (4.46)
0

2 max

Sustituyendo 4.46 en 4.45:
/ 1
W, = 2mrél = H? (4.47)

c 2 maxr

En la ecuacién 4.47, es necesario expresar la amplitud de la intensidad de campo magnético de
primera armodnica en funcién de las fuerzas magnetomotrices. En la figura -57-, se representa
una maquina con un devanado en el estator. Como la permeabilidad del hierro es infinita toda
la fuerza magnetomotriz se utiliza para que el flujo cruce el entrehierro. Aplicando la ley de
Ampere a esta maquina, se tiene:

F=NI= fH -dl = /Haire : dlaire + /Hhierro : dlhierro (448)

El segundo término integral es cero ya que:

B
Hyierro = — =0 (4.49)
HoMhierro
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Figura 4.15 Fuerzas magnetomotrices e intensidades de campo magnético

Sustituyendo 4.49 en 4.48:

F=NI= %H -dl = /Hme - dlgire (4.50)

En la figura 4.15 también se representa la distribucion de la intensidad del campo magnético en
funcién de la posicion 6 de la trayectoria de Ampere. De esta forma se obtiene:

F=NI= f H-dl = / Hoire - dlyire = 20 - Hoire 4.51)

Despejando de la ecuacion 4.51 la intensidad de campo magnético en funcién de la fuerza elec-

tromotriz:
F

H=— 4.52
%5 (4.52)
Sustituyendo la ecuacion 4.52 en la ecuacion 4.47 se obtiene:
r Tl
W, = F 4.53
Reemplazando la ecuacion 4.42 en la ecuacion 4.53:
/ l
W = ”; 5“0 (F2 + F2 4 2F,Fcosb) (4.54)
Para calcular el par eléctrico se utiliza la ecuacion 4.31:
OW,(F,0 l
7, = WO mrliog g ong (4.55)

00 46

Mediante la ecuacion 4.55 se puede calcular el par eléctrico en funcion de las fuerzas magne-
tomotrices de la maquina. La fuerza magnetomotriz depende de las corrientes y del niimero de
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Figura 4.16 Diferentes distribuciones de conductores y campos en las maquinas

vueltas de las bobinas. Si se conocen las dimensiones de la mdquina, las corrientes y el nimero
de conductores de cada bobina, es posible utilizar la ecuacién 4.55 para determinar el par.

Si la distribucidn de las corrientes en la maquina no es puntual, se puede utilizar la misma técnica
para calcular la intensidad de campo magnético H pero se tiene en cuenta que:

%lel—//J-ds (4.56)

En la figura 4.16 se muestran dos distribuciones diferentes de los conductores en la superficie de
una maquina asi como su respectiva distribucion de intensidades de campo magnético H. Cuan-
do el entrehierro es constante la densidad de campo magnético B posee la misma distribucién
que la intensidad de campo magnéticoH.
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Figura 4.17 Corrientes inyectadas en la maquina generalizada
4.7. El campo magnético rotatorio

Cuando se analizaron las bases de la mdquina eléctrica generalizada, se utilizaron dos grados de
libertad para la representacion del campo magnético, uno dado por la bobina « y el otro por la
bobina 3. Mediante este esquema se puede determinar el campo en cualquier punto del plano.

En la figura 4.17 se muestran dos corrientes %, € i3 que pueden ser inyectadas en las bobinas o
y /3 de la maquina.

En el instante inicial —¢ = 0 —la corriente 7, vale cero e ¢g es — 1, por lo tanto el campo resultante
apunta en la direccion negativa del eje 5. Cuando el tiempo se incrementa y llega al instante
%, la corriente ¢ se anula, mientras que la corriente 4, es +I, el campo en estas condiciones
apunta en la direccion positiva del eje «. En el instante = el flujo se orientard segtin la direccion
positiva del eje 3, ya que la corriente ig tiene como valor +/ y la corriente i, es cero. Para
el instante de tiempo %’T, la corriente ,, es cero, la corriente i¢g vale —/ y el vector del campo
apunta nuevamente en la direccidn negativa del eje 3, repitiéndose de esta forma las condiciones
iniciales. En la figura 4.18 se representa la situacion anterior.

El andlisis anterior sefiala las corrientes que varian en el tiempo, producen un campo magnético
que gira en el espacio. Aun cuando los campos de cada eje tienen igual amplitud, el desfasaje en
el tiempo y en el espacio origina un campo magnético rotatorio. La frecuencia de giro del campo
magnético en el espacio es igual a la frecuencia de variacion de las corrientes en el tiempo.

Si la bobina « no es idéntica a la bobina (3, o las corrientes inyectadas a la maquina en cada eje
difieren en amplitud, el campo no es circular sino eliptico. Los campos elipticos también son
considerados campos magnéticos rotatorios o rotantes. Las mdquinas trifdsicas también funcio-
nan mediante el principio del campo magnético rotatorio.

4.8. La maquina trifasica

La méquina trifdsica dispone de tres devanados repartidos simétricamente en la periferia del ci-
lindro. En la figura 4.19 se representa la configuracion esquematica de este tipo de maquinas asi
como las tres corrientes que se han inyectado en las bobinas a, b, y c. En la figura se representan
las corrientes a, b, ¢ y las fuerzas magnetomotrices que estas corrientes producen en el tiempo
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Figura 4.18 Campo magnético rotatorio

inicial (¢ = 0) como fasores. En el instante inicial las corrientes que circulan por las tres bobinas
son:

ia<o) = [maz
A(0) L
i = —=
b 9 max
1
i.(0) = —§]m,w 4.57)

Para demostrar que el campo magnético originado por las corrientes de la figura 4.19 es rotatorio,
se expresan estas corriente como:

io(t) = Icos(wt— a)

iw(t) = Icos(wt—a— 2%) (4.58)
i.(t) = ITcos(wt—a— 4%)

Si @ es la direccion de un punto cualquiera en el entrehierro medido a partir del eje magnético
de la bobina a, se obtiene:

4 2
F(0,t) = Nigcost + N iycos(6 + g) + Ni.cos(6 + ?ﬂ) (4.59)

Sustituyendo las expresiones 4.58 en la ecuacion 4.59 se obtiene:
F(0,t) = NI{cos(wt—a)-cost+---

2 4
---+cos(wt—a—%)-cos(@—l—g)qL---

<o+ cos(wt — o — 4%) -cos(6 + 2%) } (4.60)

116



Figura 4.19 Corrientes y fuerzas magnetomotrices de la mdquina trifasica

Aplicando las propiedades trigonométricas para el producto de cosenos se obtiene:
NI
F0,t) = T{cos(wt —a+0)+cos(wt —a—0)+---
2
---—l—cos(wt—oz+(9+§)+cos(wt—&—9)+-~-

2
<o+ cos(wt — +60 — %) + cos(wt —a— 0} (4.61)

En la ecuacidn anterior los términos primero, tercero y quinto de la sumatoria de cosenos suman
cero porque el desfasaje entre ellos es de %” Con esta consideracidn, se obtiene:

F(0,t) = gN Icos(wt —a — ) (4.62)

Esta expresion permite determinar la fuerza magnetomotriz en el espacio y en el tiempo. Si
se fija la posicion, es decir, el dngulo # es constante, la ecuacién 4.62 determina que en esa
posicion la fuerza magnetomotriz varia sinusoidalmente en el tiempo. Si se congela el tiem-
po en un instante determinado, la expresion 4.62 determina una distribucién sinusoidal de la
fuerza magnetomotriz en el espacio. La ecuacién 4.62 demuestra que en una maquina eléctrica
trifasica, alimentada por tres corrientes balanceadas y desfasadas %” en el tiempo produce un
campo magnético rotatorio similar al producido por dos devanados ortogonales a los cuales se
les inyecten corrientes sinusoidales desfasadas 7.

4.9. Transformacion de Coordenadas

El sistema de ecuaciones diferenciales 4.10, que modela el comportamiento de la maquina eléc-
trica, no es lineal. La dependencia en # de este modelo dificulta notablemente la solucién de
cualquier problema. La transformacién de las ecuaciones diferenciales a nuevos sistemas de
coordenadas simplifica en muchos casos este modelo.
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Un nuevo sistema de coordenadas se puede definir mediante una matriz de transformacién apli-
cada a las variables en coordenadas primitivas « y 3. Las tensiones y corrientes en el nuevo
sistema transformado son:

[Uaeﬂe,arﬁr] - [wayz] [meyz] (463)
[iae,@e,a’rﬁr] = [Awa:yz] [Z.wacyz] (464)
donde:
Apzys es la matriz de transformacion.

UneBe,argr ~ SON las tensiones en coordenadas primitivas.
Vyayz son las tensiones en las nuevas coordenadas.
laefe,argr  SON las corrientes en coordenadas primitivas.

Lwayz son las corrientes en las nuevas coordenadas.
La potencia en coordenadas primitivas se puede calcular mediante la expresion:

p= [iaeﬁe,arﬁr]*t : [vaeﬁe,arﬁr] (465)

En la expresion 4.65, el asterisco (x) indica que el vector de corrientes se debe conjugar en
caso de ser complejo y el super indice ”t” representa una trasposicion del vector de corrientes
para que el producto matricial con el vector de tensiones sea conformable. Sustituyendo en la
ecuacion 4.65 las definiciones 4.63 y 4.64, se obtiene:

*t

b= [iwa:yz]*t ' [Awaryz] : [szyz] [U’wajyz] (466)
Para que la transformacion utilizada [A,,,,.| sea invariante en potencia es necesario que:
[Aw:cyz]*t ' [wayz] - [I] (467)

En la ecuacion 4.67, [I] es la matriz identidad. De esta expresion se obtiene:

[Awa:yz]*t = [Awa:yz]il (468)

Una matriz que satisface la condicion 4.68 se denomina hermitiana o hermitica. La ecuacién
4.68 indica que si en la matriz de transformacion de coordenadas, su conjugada traspuesta es
1déntica a la matriz inversa, dicha transformacion es conservativa en potencia. En otras palabras,
una transformacion hermitiana permite calcular las potencias en las variables transformadas sin
necesidad de regresar a las coordenadas primitivas.

Las ecuaciones de los ejes eléctricos de la maquina se pueden escribir como:
[Vag,ap] = [[Raﬁ,aﬂ] + [Lagaplp + 0 [Taﬁ,aﬁ]} [ia.as] (4.69)

Transformando las coordenadas en la ecuacion 4.69, se obtiene:

[Auye) Pz = | [Rasas] + [Lapasl 0+ 8 [Fapas]| Aumel liwms] — (470)
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Despejando de 4.70 el vector de tensiones, se obtiene:

) = (vl ™ [Rugas] Ayl &+

ot [Aw:cyz]_l [Lap,ap) [Awey:] P+ -+
_ d

o+ [Auaye] " [Lag,ag] 7 |

R 0 [wayz]_l [Taﬁ,aﬁ] [Awmyz]} [iwzyz] (471)

szyz] + -

La ecuacion 4.71 se puede escribir utilizando las siguientes definiciones:

[wayz] = [wayz]il [Raﬁ,aﬂ] [wayz] (472)
[wayz] = [szyz]_l [Laﬁ,aﬁ] [wayz] (473)
[wayz] = [Awmyz]_l [Taﬁ,aﬁ] [Aw:pyz] (474)

Como la matriz de transformacion puede depender en general de la posicion angular 6, se obtie-
ne:

d d do
E [szyz] = @ [Aw:cyz] ’ % (475)
y definiendo:
_ d
[wayz] = [Awaryz] ! [Lozﬁ,ozﬁ] @ [chcyz] (476)
Se puede escribir la ecuacién 4.71 como:
[Uw:cyz] = [Rw:cyz] + [Lw:cyz] p + 9 [[wayz] + [wayz]]] [iwzyz] (477)

En la ecuacion 4.77, el segundo término de la sumatoria, corresponde a las fuerzas electromo-
trices de transformacion y el término tercero a las fuerzas electromotrices de generacion. Este
tltimo término se descompone en dos partes, por un lado la matriz de par [7,,.] y por otro la
matriz [H,,,.] que reproduce los términos de generacién originados por el movimiento rela-
tivo de los ejes transformados con respecto a los ejes reales. La matriz [H,,,,.] determina los
términos no-holonomicos debidos a la transformacién de coordenadas.

La ecuacién dindmica de la maquina se expresa como:

1

Tm = _5 [iaﬁ,aﬁ]*t [Taﬁ,aﬁ] [ia,&aﬁ} + Jé + Pé (4.78)

Transformando la ecuacidon 4.78 a las nuevas coordenadas:

1. . i ‘ . .
T = _5 [Zw:cyz] ' [Aw:cyZ] ' [Taﬁ,aﬁ] [wayz] [wayz] +J0 + p@ (4.79)

y sustituyendo la ecuacién 4.74 en 4.79:

1 . » . .
T, = -3 lway=)" [Tweyz) [wyz] + JO + pb (4.80)
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Figura 4.20 Transformacion de coordenadas o3 de del rotor a dq del rotor

Las ecuaciones 4.77 y 4.80 representan a la maquina eléctrica en un nuevo sistema de coor-
denadas. Mediante una seleccion apropiada de la matriz de transformacion [A,,,.|, es posible
encontrar una solucién mds simple al sistema de ecuaciones diferenciales que definen el com-
portamiento de la maquina.

4.10. Transformacion de coordenadas o - dg

Una transformacion util en el andlisis de las maquinas eléctricas rotativas consiste en proyectar
las coordenadas del rotor en ejes colineales con los ejes del estator. Estos nuevos ejes se denomi-
nan directo d, y cuadratura q,, esta transformacion permite anular el movimiento de las bobinas
del rotor y las inductancias entre el estator y el rotor son constantes en el sistema de coorde-
nadas transformadas. En la figura 4.20 se ha representado un diagrama con la transformacién
propuesta.

En esta transformacion, las tensiones y corrientes correspondientes a las coordenadas primitivas
del rotor son referidas a nuevas tensiones y corrientes inyectadas en bobinas fijas en el espacio.
Los ejes del estator permanecen inalterados en las nuevas coordenadas. La matriz de transfor-
macion de coordenadas se puede particionar de la siguiente forma:

[Aagaq] = [ [ﬁff] [ﬂ] ] (4.81)

Las coordenadas del estator no cambian en la transformacién, por esta razén la submatriz [A..]
debe ser unitaria:

[Ace] = { (1) (1) } (4.82)

Para determinar [A,,] se debe recordar que:
[7:047‘/61”] = [AT'T] [/L.drCI'r] (4'83)
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La matriz [A,,] corresponde a la proyeccion de los ejes ;. y /3, sobre los ejes d, y g, solidarios
con el estator. Esta transformacién es una rotacién inversa que anula la rotacién del rotor de la
madquina. De la figura 4.20 se deduce que la transformacién de coordenadas es:
cost)  senf
[ATT] = [ 1

—senf  cosH (4.84)

La matriz obtenida en la ecuacion 4.84 es hermitiana, su traspuesta conjugada es igual a su
inversa:

—senfl  cosO senfl  cosO

cosd  senf ]! 1 cos) —senb
0820 + sen20

A = |

Definida la transformacién de coordenadas|A,..], es posible determinar las matrices transforma-
das [Ragdql> [Lopdg)s [Tapagly[H opag]-

} = [A.]" (4.85)

Matriz de resistencias en coordenadas a3dqg

La matriz de resistencia [R,34,] en las nuevas coordenadas es:

[Ragaa) = [Aapaa) " [Rapas) [Aasd =
7o 17[ R [0] 1] [0]
[[OJ [Awr} [ 0 R[] } [ 0] [AM.J] (456)

Efectuando el triple producto matricial de la ecuacidn 4.86 se obtiene:
R. |1 0
[Rapdg) = { Sy ] (4.87)

Como se observa en la ecuacién 4.87, la transformacion aplicada no modifica la matriz original
de resistencias. Esto es de esperar, debido a que las resistencias no dependen de la posicion del
rotor y no existe acoplamiento galvédnico entre las bobinas.

Matriz de inductancias en coordenadas a3dqg

Si se aplica la transformacién a la matriz de inductancia [L,gs s, se obtiene:

[Lopad) = [Aapag) " [Lapas) [Aasaq] =
L. 0 L., O
| L] LIl | 0 Lo 0 Lg
= [Ler N L |~ | L. 0 L 0 (4.88)
0 L., O L,

En la ecuacion 4.88 se observa que la matriz de inductancias transformadas es independiente de
la posicion angular del rotor. Esto es debido, a la rotacién en sentido inverso de la transforma-
cién, que convierte las inductancias solidarias con los ejes del rotor en inductancias que giran
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en contra de la posicién angular del rotor y por tanto mantienen una posicién constante con
respecto a los ejes oy (3 del estator.

Matrices de generacion en coordenadas o(3dg

Aplicando el mismo procedimiento a la matriz de par [7,3 4], se obtiene:

0 0 0 —L,.
_ 0 0 L 0
[Tapda) = [Aasdd) " [Tas.as] [Aas.dq = 0 L. 0 0 (4.89)
—L. O 0 0

Igual que con la matriz de inductancia [L,gs 4], 1a matriz de par [7,54,] s independiente del
angulo 0. La matriz de términos de generacién no-holonémicos [H 3.4, se puede calcular como:

00 0 L
_ d 0 0 —L 0
1 er
[Haﬁ,dQ] = [Aaﬁ,dq} [Laﬁ,aﬁ] @ [Aoéﬁ,dQ] = 0 0 0 L, (4.90)
00 L, 0
La matriz de generacion [G3,4,) se define de la siguiente forma:
0 0 0 0
0 0 0 0
(Gapaal = [Tapaal + [ Hopadd = | o ¢ (4.91)
—Le,, 0 —L, O
4.11. Ecuaciones generales en coordenadas o (dq
Las ecuaciones de tensién para la mdquina en coordenadas transformadasa/3dq son:
Va, R, + Lep 0 Lerp 0 iae
U3, o 0 R, + Lep 0 Lerp iﬂe
Ud, Lerp eLer Rr + Lrp eLr Z.dr (492)
Vg _QLer Lerp _QLT‘ Rr + Lrp ifh‘

La ecuacion 4.92 representa a la maquina eléctrica en coordenadas a3dq. La construccion de una
méaquina como esta es posible fisicamente, mediante la incorporacion de un par de conmutadores
como los que se ilustran en la figura -63-. El colector permite que las inductancias propias y
mutuas vistas desde el estator sean independientes de la posicion del rotor. Las escobillas o
carbones que recolectan la corriente, neutralizan el efecto del giro, de forma andloga a lo que
realiza la transformacion [A,s 4]

Los términos de la ecuacion 4.92 se pueden identificar facilmente en el modelo de la figura 4.21.
Es necesario destacar que los signos negativos, tienen su origen en el sentido de giro de la ma-
quina, las convenciones de polaridad y la posicién relativa de los ejes «, 3, dy q. Para completar
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Figura 4.21 Modelo esquematico de la maquina generalizada

las ecuaciones que definen el comportamiento de la maquina eléctrica en las coordenadas a3dq,
es necesario calcular el par eléctrico:

-1

o, 0 0 0 —L la,
AE jﬁjj — ber 0 jjj = Lo (ig.ia, — iaiy)  (493)
ig, —Le, 0 0 0 ig,
La ecuacién de balance del par mecénico es:
T = Ler (ig,iq, — ia.iq,) + JO + pf (4.94)

La condicién necesaria para la existencia de par eléctrico requiere que, al menos existan dos
corrientes, una en el estator y otra en el rotor, y que esas corrientes se encuentren en ejes en
ortogonales del modelo de la miaquina generalizada.

4.12. Sumario

1. Las méquinas eléctricas convencionales tienen varios elementos comunes que permiten
realizar modelos analiticos generalizados. En general poseen dos estructuras bien defi-
nidas y cilindricas denominadas rotor y estator. Los conductores estdn colocados en la
periferia de los cilindros y la distribucion de los campos producidos por las corrientes que
por ellos circulan es periddica. Es indispensable que el nimero de pares de polos del rotor
y del estator sean idénticos para permitir la existencia de par neto para una posiciéon angu-
lar dada.

2. Ladistribucion periddica del campo alrededor de la periferia del cilindro (estator o rotor),
permite representar esta funciéon med