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TEORIA DE LAS
ECUACIONES

Una igualdad matematica es una relacion de comparacién entre dos expresiones matematicas,

mediante el signo " =" (igual) , la cual indica que éstas tienen el mismo valor numérico, o

gue deben adquirir el mismo valor numérico.
PARTES DE UNA IGUALDAD MATEMATICA :

Siendo A y B dos expresiones matematicas, se tiene que :

A =B (12)

es una igualdad mateméatica , donde
signo que expresa la igualdad

A primer miembro

segundo miembro

es una IGUALDAD MATEMATICA, pues los miembros de ésta tienen el
mismo valor numérico. A ésta clase de igualdad se le denomina IGUALDAD

NUMERICA.
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* x -1 = 3(x +3)
También es una igualdad matematica en la que se requiere que ambos
miembros adquieran el mismo valor numeérico; esto significa que, al sustituir
la variable x por un cierto valor, se obtenga en aquella una igualdad
numérica. En este caso, para x = 5 resulta :

-52-1 = 3(5 +3) , es decir : 24 = 24
también se dice que para x = 5 laigualdad SE SATISFACE 6 SE VERIFICA.
Esta clase de igualdad recibe el nombre de IGUALDAD LITERAL.

CLASIFICACION

* ALGEBRAICA

. .
NUMERICA * NO ALGEBRAICA

* ABSOLUTA O IDENTIDAD

IGUALDAD
P ALGEBRAICA P
MATEMATICA * RELATIVA O ECUACION
* LITERAL
* ABSOLUTA
* NO ALGEBRAICA .

RELATIVA

I>0 éstas, nos limitaremos (en este trabajo) a la IGUALDAD MATEMATICA LITERAL ALGE-
BRAICA, que llamaremos de aqui en adelante simplemente IGUALDAD.

(‘uando una expresion matematica presenta una sola variable, cualquiera sea su naturaleza,

i"si,a 0s una funcidn de dicha variable. Por ejemplo, la expresiéon : —-V 4-x contiene

una sola variable, entonces esta es una funcién de "x " ;que por lo general suele denotarse
. 1

asi: F(x) =--VT

Si comparamos dos funciones algebraicas con la misma variable, mediante el signo "=" dire-
loh que so habra formado una IGUALDAD de una sola variable. En general, ésta se puede

representar asi :

F(x) = G(x) (1.2)

CONJUNTO DE VALORES ADMISIBLES (CVA)

«1l niifiini o <111l (Hon de la igualdad, esta formado por todos los valores de la variable para
| I lui...... i numéricos (le ambos miembros existen simultadneamente. Para (1.2), s
[ /i 11711, el “si]illilo <Ir deimicionde F 'y Dom (G ) eselde G , entonces:

(VA Nom{ F) n Dom( G) (1.3)
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EJEMPLO 2:
En la ecuacion : <1 = Viax+1
seglin (1.2), se observa que: Dom (F)=<-°°\-1]Kkj <!; +«.> vy
Entonces :
CVA = <1;+°=>
OBSERVACIONES

* Mas adelante se dan detalles para la obtenciéon del CVA en los diferentes casos.

* Este CVA es simplemente un "conjunto de referencia", por lo que no es tan sig-
nificativo calcularlo, si se trata de resolver la ecuacién en forma sencilla.

il ...
IGUALDADABSOLUTA O IDENTIDADes aquella que se satisface o verifica para cualquier valor
del CVA asignado a la variable. Para distinguirla de otras, ésta igualdad se la denota

mejor por "=

EJEMPLO 3:

La igualdad:
x-1 x+1 * 2|

cuyo CVA = C-{-1;1( ,es ABSOLUTA ; cualquiera sea el valor del
CVA que se asignea "x" ,laigualdad siempre se verifica.

IGUALDAD RELATIVA 0 ECUACIONes aquella que se satisface s6lo para determinados valores
del CVA que se asigne a la variable.

EJEMPLO 4:
Laigualdad : Vx2+5 =x+1

cuyo : CVA = <- 1;+°> , es RELATIVA , por que se verifica solamente
cuando x=2 (2 e CVA).

mui i'iiiiil.k-om, desde tiempos remotos; y por supuesto, de las que nos ocuparemos en este libro.
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SOLUCION DE UNA ECUACION
So denomina asi al valor de la variable para el cual, luego de reemplazarla en aquella, se

obtiene una igualdad numérica; es decir, la igualdad se satisface.

EJEMPLOS :
Para la ecuacion : —1—= Vax + 1
X -

2+1
cuando x = 2 resultaque : -— —=V4+2+1 —3 =3 (igualdad numérica)

entonces : x = 2 es una solucién de aquella ecuacién.
La solucion de una ecuacién necesariamente es un elemento de su CVA. Por otro lado, una

ecuacion puede tener una 0 mas soluciones. En ciertos casos, una ecuacion no tiene solucion.

EJEMPLO 6:
(o]
La ecuaciéon : x +6 = 7*

tiene tres soluciones : 1; 2 ;- 3 (valores de * que el lector puede comprobar)
2
y la ecuacion : (*-1)(ac +5) = (* +2)

no tiene solucién, no existe algun valor de x que verifique la igualdad.

CONJUNTO SOLUCION DE UNA ECUACION

lis aquel conjunto que retine a todas las soluciones de una ecuacion y se le denota por 2. El
conjunto solucién de una ecuacién siempre es subconjunto de su CVA. .

T EJEMPLO 7:
Para la ecuacion : xJ+6 = Ix

su conjunto soluciénes: 2 = {-3;1;2J. Como CVA = C ,se puede

notarque : U c CVA..

CLASIFICACION DE UNA ECUACION
Kxiste distintos criterios para realizar la clasificacién de una ecuacién, éstos son :

I. SEGUN EL NUMERO DE SUS SOLUCIONES :
Una ecuacién puede ser :

1. COMPATIBLE, cuando tiene solucién (i2 * 0 ). A suvez puede ser :
I 1. C. DETERMINADA, si se pueden enumerar sus soluciones ( I2 es un conjunto finito).

11 ( INDITERMINADA, si no es posible enumerar sus soluciones ( Q es un conjunto infinito).
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2. INCOMPATIBLE , cuando no admite solucién (£l = 0 ). A ésta ecuacién también se le

Illama absurda o inconsistente.

EJEMPLO 8 :
* Laecuacion : x3+6 = 7x
es compatible determinada pues tiene tres soluciones, (como se vio en e

ejemplo 6).

T - 2 5-x
* La ecuacion : ——= 1+-
X-3 X- 3
es compatible indeterminada, tiene infinitas soluciones; se verifica Ii

igualdad para cualquier valor de x , excepto 3.

-
La ecuacién: e = 2

es incompatible, no tiene solucién; es decir, ningtn valor de x verifica ;i
igualdad.

Il. SEGUN LA NATURALEZA DE SUS MIEMBROS
La clasificacion de una ecuaciéon segln la naturaleza de los miembros que la conforman es
como sigue :

1. ECUACION NUMERICA : Se denomina asi a aquella ecuacion en donde la Unica letra que
aparece es la que representa a la variable.

2. ECUACION LITERAL : Es aquella donde, ademas de la que representa a la variable , apa
recen mas letras. Convencionalmente en una ecuacién literal, " x " es la que re
presenta a la variable y las otras letras se deben tomar como constantes paramétricas

(parametros).
EJEMPLO 9:
. ., 5x-2 Xx-17x-1 L
* lLaecuacibn: —-— = ——+ —-— s numérica.
] z (0]

i 1 bf bl
— -+ — 1 -—
b\ xJ a \ x J
"x" eslavariable de la ecuacion, a y ti se consideran como constantes
(a no ser que se indique otra cosa).

* La ecuacion : =1 es literal. Se supone que

i ECUACION POLINOMIAL : es aquella donde los miembros que la forman son funciones
polinomiales. El CVA de una ecuacién polinomial es el conjunto de los ndmeros

complejos (C ).

n n DACION FRACCIONARIA : o especificamente racional fraccionaria, es aquella cuyos
mi...... . hoii funciones racionales, y al menos uno de ellos ademas es fraccionaria
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El CVA de una ecuacioén fraccionaria esta dado por C , con excepcion de aquellos
valores que anulan a los denominadores.

n EJEMPLO 10:
* Laecuacion : (x+3)(x +4)(x +5) = (x +2)(x+1)+x +1
es polinomial, cada miembro es una funcién polinomial.
» X-2 X+2 Xx-4 x+4 28
La ecuacion : vl + - - = —mme= Fommmem - —

es fraccionaria, los miembros de ésta son funciones racionales fraccionarias.

El CVA delaecuaciones: C - {-3;-1;1;3}

5. ECUACION IRRACIONAL : es aquella donde al menos uno de los miembros que la forman
es una funcién irracional. Esta clase de ecuaciones merece especial cuidado por varias
razones que expondremos mas adelante. Por lo pronto diremos que su CVA es Un
subconjunto de IR , ano ser que se indique otra cosa.

EJEMPLO 11:

La ecuacién : V2x+3 +Vx- 2 =4 es irracional, porque la variable x
esta afectada por un radical. Mas adelante veremos el tratamiento de este
tipo de ecuaciones.

I1l. SEGUN EL GRADO DE SUS MIEMBROS
Esta clasificacion es valida para ecuaciones polinomiales solamente y se detalla mas
adelante.

ECUACIONES EQUIVALENTES

1Jos ecuaciones se dice que son equivalentes si tienen exactamente las mismas soluciones (o si
llenen el mismo conjunto solucién). En particular dos ecuaciones son equivalentes si no tienen
solucién (o si sus conjuntos solucién son vacios).

EJEMPLO 12:
Para | i e 1 !
- + - =1 ...
ara las ecuaciones : v Il e Z @)
X ( 2x - 3 ) =2 (2)

1
:ii* puede probar que el conjunto solucién de la primeraes : £,=j - —; 2

\ilde Iti segunda : 12, = i-—;2
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Como i, = Q2 , podemos afirmar que las ecuaciones (1) y (2) sol

equivalentes.

EJEMPLO 13:
La ecuacion .. (3) no tiene solucién, es decir £, O

X+ 1

y la ecuacién :
x+1 x+2

...(4) tampoco tiene solucion (Q. = 0)

entonces podemos asegurar que las ecuaciones (3) y (4) sonequivalentes

RESOLUCION DE UNA ECUACION

Resolver una ecuacioén significa desarrollar un procedimiento con el propésito de calcular todas
sus soluciones. En algunos casos, éste mismo procedimiento servira para demostrar que la
ecuacion no tiene solucion.

Aquel procedimiento esta formado por una secuencia de transformaciones de la ecuacién, cada
una de las cuales genera una ecuacion (0 un conjunto de ecuaciones) mas sencillay , sobre
todo, equivalente a la original.

Consideremos la ecuacion : F(x) = G(x) (1.4)
cuyo conjunto de valores admisibles, o conjunto de definicién, es : CVA ,
Si, como resultado de una transformacion de ( 1.4 ), se obtiene la ecuacion :

P(x) = Q(x) (1.5)
el CVA de ésta Ultima sera necesariamente un subconjunto de CVA].

liste detalle es de vital importancia en la resolucién de una ecuacién. Luego de la transforma-
cién de una ecuacion, el CVA de la ecuacion resultante o es el CVA original o un subconjunto
de éste (recuerde que todo conjunto es subconjunto de si mismo), pero en ningldn caso puede
ocurrir una ampliacion del CVA. Esto se debe a que, durante todo el proceso de resolucion,

nuestro interés es por la ecuacion original.

EJEMPLO 14:
En la resolucién de la ecuacién : =1
x+1 2x - 1
cuyo CVA =C - , luego de transformarla adecuadamente, resulta:

x(2x-3) =2

ecuacion equivalente que es mas sencilla que la original y su CVA seguir,i

siendo el CVA original, es decir : C-1-1;—
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TEOREMA

Si

a cada miembro de la ecuaciéon (1.4) se le suma una misma expresiéon M (x)

definidaV x e CVAL, se obtiene :

F(x)+M(x) = G (x) +M (x) (1.6)

ecuacion (1.4).

EJEMPLO 15:
Sea la ecuacién : X2 + —~5 =5+ — —
X - X- 2
cuyo CVAIl = C —|]2}. Sile sumamos a cada miembro la expresién :
M (x) = S (definida V x e CVA, ) se obtiene
X -
2 x X _ 2 X 2 r, 2 E.
X +x-2 x-2 +x-2 x-2 X X -2

Esta ultima, cuyo CVA sigue siendo C - {2 j,es equivalente ala ecuacion
original.

OBSERVACION
Este teorema se utiliza, en forma practica, para :
Trasladar términos de un miembro a otro, simplemente cambiandoles de signo.

* Simplificar, cancelar o eliminar términos idénticos de ambos miembros de la
ecuacion.

EJEMPLO 16:
10 1

Al resolver la ecuacion : X+ ——-— = —+ 2
X x-1 X

cuyo CVA = C- {0 ;1 ( ,usando el teorema 1en forma préactica, se tendria que :

1 6
* eliminando v de ambos miembros : X ———— - = 2

X -1

*  trasladando la fraccién - — 1 al segundo miembro : x = 2 + —~
X -

x-1
g

1 linHladando 2 al primer miembro : X - 2= ~

e Sii ull.mui,con CVA = C —{ 0; 1}, esequivalente ala ecuacién original.

cuyo conjunto de definicién sigue siendo CVA1! y es necesariamente equivalente a la
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TEOREMA B

Si ambos miembros de la ecuaciéon (1.4) se multiplican por una misma expresién M (x),

tal que : V x e CVAI : M (x)* O , resulta:
F(x)mM (x) = G (x)M(x) (1.7)
ésta ecuacion, cuyo conjunto de definicién seguird siendo CVA1 , necesariamente es equiva

lente a la ecuacion (1.4).

EJEMPLO 17:

Tomemos la ecuaciéon del ejemplo 14 : =
x+1 2x-1

cuyo CVA 1 :? ,y veamos cémo obtenemos la ecuacion equiva-

lente sefialada.
Sea Af(x) = (x+1)(2x-1) , lacual Vxe CVA :M(x)* 0,

entonces por el teorema 2 |, se tiene :

1 2 1
C ek XAT j(X+1)(2x~15= le(* +1)( 2x-1)

2X -1 +2(x+1) = (x+1)(2x-1)

Efectuando operaciones y usando el teorema 1, resulta :
X(2x-3) =2

ecuacion que es equivalente a la ecuacién original.

m K

Tenga cuidado con el uso inapropiado de éste teorema. Su aplicacion es excluai
vamente para una ecuacién fraccionaria o en una ecuacién donde la variable forma
parte de algtn denominador. EI propésito del teorema es justamente eliminar la
variable de los denominadores.

TEOREMA O

Si la ecuacién (1.4) puede expresarse asi:
f(x)mM (x) =g {x) sM {x) (1.8)

minalterar su CVA1 y donde M (x) no es una constante mondémica, entonces el conjunto
de ecuaciones siguiente : M (x) =0 v f{x)=g{x)

cuyo conjunto de definicién sigue siendo CVA, ,es equivalente ala ecuacion original
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EJEMPLO 18:

2 3
Sealaecuacion : x2- 2x- 1+~ = 2X- —

cuyo CVA=C - {0\. Esta, sin alterar su CVA ,se puede expresar :

Entonces, por el teorema 3, serd equivalente al conjunto de ecuaciones
siguiente :

donde, naturalmente, el CVA de éste conjunto sigue siendo C - {0}
OBSERVACIONES :

* EI teorema puede demostrarse rapidamente, usando la propiedad :
ab=0<>a—0 v 6=0
* EIl teorema, en forma practica, expresa que si ambos miembros de una ecuacion
contienen un mismo factor que depende de la variable, existe la posibilidad que éste
pueda tomar el valor¢cero, para algun valor del CVA asignado a dicha variable,
con lo cual la igualdad también se verificaria.

* Para un conjunto de ecuaciones, obtenido luego de la aplicacion de éste teorema, su
conjunto solucién esta dado por la union de los conjuntos solucidon de cada ecuacion.

TEOREMA O

Si ambos miembros de la ecuacion (1.4) seelevana un mismo exponente natural,
resulta la ecuacion :

F(x)) ={G(x)] n e IN a n>2 (1.9)

cuyo conjunto de definicion es un subconjunto de CVA' , pero ésta no necesariamente es

equivalente a la ecuacion original.

EJEMPLO 19 :
Para la ecuacion : V3x-2=x-2 .. (2)
cuyo CVA - [2 ; +°° >, si ambos miembros los elevamos al cuadrado
resulta :
(V3-2)2=(x-2)2 -> 3x-2 =x2-4x+4 ... (2)

ésta ultima, cuyo CVA sigue siendo [2;+°°> |, no es equivalente a la
(‘(mnacién (1), pues se puede demostrarque £2( = {6} y fi2=1\1;6j ;

e:i decir, sus conjuntos solucién no son iguales.



ARMANDO QUISPE P. 17 TEORIA DE LAS EGHACIONE]

EJEMPLO 20:
Para la ecuacion : x-1 = Vx2-x - 6 ...(3)
donde su CVA = [3 ;+m> | al elevar al cuadrado ambos miembros j

obtiene :

(x -1)2=(Vx2-x-6)2 — x2-2x+1=x2 _x.5 . (4)
La ecuacion (4), cuyo CVA es el mismo que el de la ecuacion (3) , si <
equivalente a la ecuacion original. Observe que Q3=17)j vy qi

£24 = {7j osea, sus conjuntos solucién son iguales.

OBSERVACIONES :
Recuerde que la transformacién de una ecuacién, mediante la aplicacién de uno ti
los teoremas anteriores, debe generar una ecuacién mas simple que la original y n
al revés {hacer mas complicada la ecuacion). No tiene ningun sentido aplicar <
teorema 4 a una ecuacién polinomial o a una ecuacién fraccionaria; como lo hace
algunos autores para justificar el teorema. Su uso es Unica y exclusivamente par-
transformar una ecuacion irracional.

Habiamos sefialado que una ecuacion irracional tiene un trato especial. Pues biei
si nos pidieran resolver, por ejemplo, la ecuacién :

N3x+1+1=abx+2
y lo hiciéramos considerando como CVA = C , entonces al intentar una compra

bacién luego de obtener un valor para x, no sabriamos cudl de las cuatro raices di
4 3
V 3x+ 1y cual de las tres de V5x + 2 se deberdn tomar para que la igualdad si

satisfaga (o0 en todo caso se tendria que probar uno a unoy ya puede imaginarse £
laborioso que resultaria esto).

Debido a ésta situacion, una ecuacion irracional se resuelve solamente dentro de
conjunto de los nimeros reales (a no ser que se indique otra cosa) y esto significt
que: su CVA es un subconjunto de IR y que al realizar la comprobacién, laj
operaciones de radicacion que hubiesen se deben efectuar en IR (cada operador
de radicacion tiene solo una raizen IR )

Calcular el CVA de una ecuacién irracional puede resultar mucho mas complicadc
que resolver la misma ecuacidn, pues en la mayoria de los casos éste calculo implici
resolver desigualdades. Quizas el CVA de ésta ecuacion puede ayudarnos a teiu'i
una idea acerca de sus posibles soluciones.

La forma de evitar el calculo del CVA es resolviendo directamente la ecuacion
irracional, aplicando los teoremas ya sefialados, y luego realizar una comprobacion
de las "soluciones" obtenidas en la ecuacidn original. Légicamente, son solucione:
de ésta solamente aquellas que logren satisfacerla.
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EJEMPLO 18:

2 3
Seala ecuaciéon : x2-2x - 1+—= 3x- —
X X

cuyo CVA=C —|0}. Esta, sin alterar su CVA |, se puede expresar asf :

(x-2)(x-i)=3(x-7)

Entonces, por el teorema 3, sera equivalente al conjunto de ecuaciones
siguiente :

X— =0 \ X-2=3
X

donde, naturalmente, el CVA de éste conjunto sigue siendo C - |0}

OBSERVACIONES :

* EI teorema puede demostrarse rapidamente, usando la propiedad :
ab = o0 a=0 v 6=0
* EIl teorema, en forma practica, expresa que si ambos miembros de una ecuacion
contienen un mismo factor que depende de la variable, existe la posibilidad que éste
pueda tomar el valor cero, para algun valor del CVA asignado a dicha variable,
con lo cual la igualdad también se verificaria.

*

Para un conjunto de ecuaciones, obtenido luego de la aplicaciéon de éste teorema, su
conjunto solucién esta dado por la unién de los conjuntos solucién de cada ecuacion.

TEOREMA O

Si ambos miembros de la ecuacion (1.4) se elevan a un mismo exponente natural,
resulta la ecuacion :

F(x)i = 1G(x) IN a n>2 (1.9)

cuyo conjunto de definicion es un subconjunto de CVA'! , pero ésta no necesariamente es

equivalente a la ecuacidn original.

EJEMPLO 19:

Para la ecuacién : V3x-2=x-2 . (1)
cuyo CVA = [2 ; +°°>, si ambos miembros los elevamos al cuadrado
resulta :

(V3x-2)2=(x-2)2 > 3x-2 =x2-4x+4 ... 2
ésta ultima, cuyo CVA sigue siendo [2;+ > , no es equivalente a la
ecuacion (1), pues se puede demostrar que fi, = '6 y £,= jl;6j

es decir, sus conjuntos solucién no son iguales.
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EJEMPLO 20 :
Para la ecuacion : x- 1 = 'Txl-Xx -6 ...(3)

donde su CVA = [3 ;+°=> | al elevar al cuadrado ambos miembros si

obtiene :

(x-1)2=(Vx2-x-6)2 — x2-2x+1=x2-%x-6 ...(4)
La ecuacién (4), cuyo CVA es el mismo que el de la ecuacion  (3) , si €
equivalente a la ecuacién original. Observe que £23=i7} y qui
Q, = {7} osea, sus conjuntos solucién son iguales.

Recuerde que la transformacién de una ecuacion, mediante la aplicaciéon de uno di
los teoremas anteriores, debe generar una ecuacién mas simple que la original y ni
al revés (hacer mas complicada la ecuacion). No tiene ningun sentido aplicar e
teorema 4 a una ecuacion polinomial o a una ecuacién fraccionaria; como lo hacei
algunos autores para justificar el teorema. Su uso es Unica y exclusivamente pan
transformar una ecuacion irracional.

Habiamos sefialado que una ecuacion irracional tiene un trato especial. Pues bien
si nos pidieran resolver, por ejemplo, la ecuacion :

¥3x+1+1=V5bx+2
y lo hiciéramos considerando como CVA = C , entonces al intentar una compro
bacién luego de obtener un valor para x, no sabriamos cual de las cuatro raices di

V 3x+ 1 y cudl de las tres de V5x + 2 se deberan tomar para que la igualdad si
satisfaga (o en todo caso se tendria que probar uno a unoy ya puede imaginarse h
laborioso que resultaria esto).

Debido a ésta situacién, una ecuacion irracional se resuelve solamente dentro dr
conjunto de los nGmeros reales {a no ser que se indique otra cosa) y esto signific;
que: su CVA es un subconjunto de IR y que al realizar la comprobacién, la
operaciones de radicacion que hubiesen se deben efectuar en IR (cada operacioi
de radicacién tiene solo unaraizen IR )

Calcular el CVA de una ecuacion irracional puede resultar mucho mas complicad
que resolver la misma ecuacion, pues en la mayoria de los casos éste calculo implic
resolver desigualdades. Quizas el CVA de ésta ecuacién puede ayudarnos a tefie
una idea acerca de sus posibles soluciones.

La forma de evitar el calculo del CVA es resolviendo directamente la ecuacid
irracional, aplicando los teoremas ya sefialados, y luego realizar una comprobacin
de las "soluciones" obtenidas en la ecuacién original. Légicamente, son solucione

de ésta solamente aquellas que logren satisfacerla.



Resolver la ecuacion : V2x+3 +Vx- 2 = 4
Enumeremos cada paso de la resolucién de ésta ecuacion :
19 Pasando Vx - 2 al 2- miembro : V2x+3 = 4- Vx- 2
2fi Elevando al cuadrado : (V2x+3)2=(4-Vx-2)2
> 2x+3 = 16-8 Vx-2 +x-2
3B Trasponiendo términos : 8Vx-2 = 1-x
4°) Nuevamente, elevando al cuadrado : (8 Vx-2)2 = (11-x)2
64x - 128 = 121 - 22X +X 2
52 Transponiendo términos : x2- 86x +249 = 0

Esta Gltima ecuacion, cuyo conjunto solucién es £2 = j 3 ;83 [, no necesaria-
mente es equivalente a la ecuacion original.

Comprobando cada solucién en la ecuacion inicial, se tiene :
Para x = 3
V23+3+V3-2 =4 — 3+1 =14 (correcto)
entonces x = 3 es una solucién de aquella ecuacidn inicial.
Para x = 83
V2 83+3+V83-2 =4 — 13+9 =4 (incorrecto)
entonces Xx = 83 no es una solucion de la ecuacion inicial.

Si fuéramos estrictos en la resolucién de ésta ecuaci6on diriamos en principio que su

CVA = [2;+»>. Recuerde que al/T existe o se puede efectuaren IR solosi A > 0. En
virtud de ésto, 2« +3 > 0 a x - 2>0 ,de donde x > 2. También recuerde que siendo

A > 0 se tiene que 1A >0 y ademéas : ~IiA2 = A . Entonces, en el 1Qpaso como

V2x+3 >0 ,sedebecumplirque: 4-Vx-2 >0 y deaqui x < 18 .

Kn el 3" paso, algo similar, como 8Vx-2 > 0 , entonces 11-x > 0 de dondex < 11.

(lonio cual, de plano, descartariamos a x = 83 como solucién de la ecuacién original.



ECUACION POLINOMIAL
DE GRADO “n”

Anteriormente, ya hemos sefialado que una ecuacion polinomial es aquella cuyos miembros
mui funciones polinomiales y con esto su conjunto de definicién ( CVA ) es C (conjunto de los
Humeros complejos). Haciendo uso de los teoremas de transformacién de una ecuacién, los
Imiinomios pueden ser reducidos en un sé6lo miembro.

FORMA GENERAL :
Toda ecuacion polinomial puede llevarse a la siguiente forma general :

P(x) = aoxn+aixn +a2x"'l+a,x"4 +..+a, 1 . (2.1)
donde X , eslavariable oincégnita de la ecuacion
n , grado de la ecuacion polinomial (n e IN)
a0 >ai >a2 'a3 mn-] - an, son los coeficientes de la ecuacion

a o , se denomina coeficiente principal (a0 ~0)

a , término independiente

l)obido a su uso frecuente, la ecuacién (2.1) se puede representar abreviadamente asi:
Pn(x) =0 (2.2)

A partir de (2.1) asignandole un cierto valor a n, se pueden obtener algunas de las ecuaciones
imlinomiales, que quizas son familiares para el lector :

pura n =1 P(x) = agX+d”~=0 Ec. Lineal

para n = 2 P(x)=aOx +atx+a2=20 Ec. Cuadrética (2.3)
puran = 3 P(x) =a0x3+0]X2+a2:c+a3=O Ec. Cubica

para n = 4 P(x) = aox4+aitxs+azx¢+a3dx+as =0 Ec. Cuartica

Tul vez los coeficientes mas adecuados, para cada caso, sean los siguientes :
P(x) = ax+b =0
P(X) =ax +bx+c =0 (2.4)
P (x) = ax3 +bx2 +ex+d =0
P (x) = axi +bx3+ex2+dx+e O
donde el coeficiente principal a / 0. Estas son las ecuaciones polinomiales que seran estu-

diadas en detalle, mas adelante.
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RAIZ DE UNA ECUACION

Si x =r es una RAIZ del polinomio Pn(x) , o el polinomio se anula para x -r

(P n(r) = 0), entonces también se dice que x = r es una RAIZ de la ecuacién polinomial

**"(*) = o.

EJEMPLO 22 :
Dado el polinomio: P (xX) = x3- 7x+6

se puede observar que x = 2 es una raiz, pues : P(2)=23-7.2+6=0
entonces podemos afirmar que x = 2 es a su vez una RAIZ de la ecuacion
polinomial :

P(x) = x3- 7x+6 =0

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

Toda ecuacion polinomial, de la forma :

P(x) = aOx“+ alxn 1+ a2x" 2+ .. +an_1x+ an= 0 ; a0* 0

donde los coeficientes son numeros arbitrarios, en general complejos, tiene por lo menos una

raiz compleja.

El teorema, originalmente, fue enunciado por D'ALEMBERT (1717 - 1789). La primera
demostracién satisfactoria de éste teorema fue dada por KARL F. GAUSS en su disertacion :
DEMONSTRATIO NOVA THEOREMATIS OMNEM FUNCTIONEM ALGEBRAICAM
UNIUS VARIABILIS IN FACTORES REALES, PRIMI VEL SECUNDI GRADUS RESOLVI
POSSE (HELMSTED , 1799). GAUSS criticé las primeras demostraciones defectuosas desa-
rrolladas por DDALEMBERT, EULER y LAGRANGE. GAUSS di6 otras dos demostraciones
en 1815y 1816. Cauchy di6 una nueva demostracion en su COURS D'’ANALYSE ALGEBRI-
QUE (1821) y més tarde STURN di6 otra en suJOURN DE MATHEMATIQUE (1836).

El teorema tiene unaimportancia capital dentro del algebra, pero su demostracion forma parte
de la teoria de las funciones analiticas que es una rama del analisis, y por ende escapa a los

limites de este texto.
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TEOREMA DEL FACTOR

TEOREMA O
Si x = r es unaraiz de la ecuacién polinomial P n(x) = 0, entonces (x —r) es un factor

de P (x) , esdecir:

Pn(*) s (x-r).Qn_1(x) .. (2.5)

PRUEBA:

Si x =r esunaraizde Pn(x)=0 — Pn(r) =0
Efectuemos la divisibn de P, (x) entre (x-r) ; entonces, por el algoritmo de la
division, se tiene que :

Pn(c) = (x-r) .Q (x)+R (x)
donde, segln las propiedades de la division ,Q (x) es un polinomio degrado n- 1 vy
R (x) es el resto que debe ser una constante o cero.

Suponiendo que R (x) esigual a c ,laidentidad anterior se puede colocar asi:
p.{xX) = (x-r).Qn_t(x)+c

Haciendo x -r , resulta: Pn(r) = (r-r)mQn_x(r)+c
dedonde: Pn(r) = c ycomo Pn(r) =0 —» ¢c=0
Porlotanto: Pn(x) = (x-r).Q Il_1(a)
EJEMPLO 23 :
En el ejemplo 22, vimos que x = 2 era una raiz de la ecuacién
polinomial :
P (x) = x3-7x+6 =0
Entonces, por el teorema del factor, (x- 2) esun factorde P (x) ;es
decir :
X3-Ix+6 = (x-2). Q(x)
TEOREMA

Toda ecuacién polinomial P n(x) = 0 , con coeficientes arbitrarios (en general complejas),

tiene exactamente "n " raices complejas.
PRUEBA :

Sea la ecuacion polinomial:

Pn(x) =aoxn+alx't +a2zxn +..+an_Ix+an=0 ,con a0*0 a n e 1IN
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Segun el teorema fundamental del algebra, ésta ecuacién tiene por lo menos una raiz,
pues sea x = r x dicha raiz. Entonces, por el teorema del factor, se tiene que :

Pn(x) = (x-rl1). Qn_!(x)

Si realizamos la division, veremos que QIl_1(x ) tiene como primer término a a0Ox"*“ 1,

por lo que :
Pn(x) = (x-rl)(aOx"“l+i>Ix"~2+&2x"_fi+..+&Hll) ; a0* 0
donde : b”~=aQrx+ax ; b2=al0r2+alrt+a2 , etc.

De igual modo, por los mismos teoremas , Qn_! (x) = O debe tener también al menos
unaraizx = r2 talque (x-r2) esunfactorde Qn_t (x).

Entonces :

Pn(x) =(x-rl)(x-r2)(a0Ox,I'2+clx""“3+c2x""4+...+¢c;(_2) ; ao ~ 0

Continuando con el mismo procedimiento con cada uno de los cocientes, hasta llegar a
un cociente final, el cual sera constante eigual a a0, se tendra que :

P,(x) =(x-rl)(x-r2)(3-r3)...(x-/"ii).a0 ; ao + 0
donde: rx,r2 ,rs,...,rn sonlas n raices dela ecuacién Pn(x) = 0
RAICES IGUALES O RAICES CON MULTIPLICIDAD
Hemos sefialado en la parte anteriorque rlt r2, r3 ,---rn sonlas n raices de la ecuacion:

Pn(x) = 0. Pero, cabe la posibilidad que algunas de ellas sean iguales. Si existen a raices

todas iguales a rx , entonces se dice que r| esunaraizde MULTIPLICIDAD 1a" 6raiz

repetida a vecesyenesecaso (Xx-rx)“ esunfactorde P n(x), esdecir:

pn{x) = (x-rl)a. Q,,,a(x) (2.6)
En general, supongamos que : rr ,j ,r3 ,ri (¢ < n) sonlasraices distintas de
la ecuacion P, (x) = 0 con multiplicidades: a , P, y ,...,X respectivamente, tal
que :
ac+P+y+ ...+X =n

entonces la ecuacién polinomial Pn(x) = 0 se podra expresar, segun el teorema del factor,

do la siguiente manera :

Pjx) = an(x-rt)a(x-r2)li(x-r3)y...(x-ri) ;i<naaQ*0
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EJEMPLO 24:
Sea la ecuacién polinomial : P (x) = xB+x5- 15c4- 5x3+ 70x2- 12x - 72=0
Luego de factorizar P (x) , ésta se expresa asf :

P(x) = (x-2)3(x+3)2(x+1) =0
Observe que los factores primos obtenidos en éste caso son todos lineales
(recuerde que en C todos los factor-es primos deben ser lineales ) . Mas
adelante veremos que no siempre es posible hacer ésto, porque no siempre
podemos precisar el valor de una raiz que permita tal factorizacion.
De la ecuacion polinomial diremos que :
* x = 2 esunaraiz de multiplicidad 3 o raiz triple

* X = - 3 esunaraiz de multiplicidad 2 o raiz doble

* x = 1 esunaraiz de multiplicidad 1 oraiz simple
En total, la ecuacion polinomial dada tiene 6 raices

polinomial. Carece de sentido hablar de raiz en una ecuacién fraccionaria Oen una
ecuacion irracional.

Una RAIZ de la ecuacién polinomial Pn(x ) = 0 (sin tomar en cuenta su mul-

tiplicidad), es también una soluciéon de dicha, ecuacién. Lo que ocurre es que una
SOLUCION esun valorindividual o Gnico (no admite multiplicidad). Esto significa
que si: ri,r2,r3,mmri sontodas las raices distintas de la ecuacién polinomial

(i < n), entonces éstas son las soluciones de la misma.

De la observacion anterior, se concluye que en toda ecuacién polinomial
Pn(x) = 0 setiene que :

N°- SOLUCIONES < N~RAICES

EJEMPLO 25
La ecuacién polinomial : P (x) = (x-3)2(x+1)'i=0
tiene 5 raices : "3" de multiplicidad 2 vy 1" de multiplicidad 3, pero
sélo tiene 2 soluciones (raices distintas, sin considerar su multiplicidad):
3;-1
Nétese que el teorema del factor sugiere que para resolver la ecuacién polinomial
/(%) 0, se debefactorizar P n(x) ;para luego igualar a cero cada uno de

lon /'actores obtenidos.
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TEOREMA O

Si una raiz de la ecuaciéon polinomial P n(x) = 0, con coeficientes reales, es el namero
imaginario a+bi (a ,b e IR a 670), entonces necesariamente otra raiz de dicha

ecuacion seréa el imaginario conjugado : a-bi .

PRUEBA :
Sea Z =a+bi (a,be ffia 6# 0) unaraiz de la ecuacion :

Pn(x) = aoxn+atx"~t+a2xn~2+...+an_1x+an=0,a0* 0

entonces : Pn(Z) = aoZn+atZn~1+a2Z2"~2+...+an_1Z+an=0,a0 * 0

Recordando las propiedades de los nimeros complejos : Zj =22 -» Z1 =22

Z\1+Z2 - Z21+2Z2 , Zt Z2=121 22 y 2 =12 , setiene que :
~mrr

P,(Z) = a0z +axZz +az2z +..+an_1Z +an=0 , ao* O

Pn(z) =d0zZ +aiz +az2z +..+an_1Z +an- 0

Pn(z) = a0.Zz +0j.zZ +az2.z +...+on_1.Z+0B=20

ycomoa, e IR ,Vi=0,1,2,..,n -> a;=ay¢ eincluso: O = 0 ,resulta :
~n-2
Pn(z )= ao0zZ +al-z +a 2.7 +...+arji_1.Z+ an- 0
esdecir: Pn(Z) =Pn(Z)=0 — Z = a-bi estambién unaraiz de la ecuacion.

Notese que el teorema 8 establece que las raices imaginarias de una ecuacién polinomial con
coeficientes reales siempre se presentan por pares. SiZ = a +bi esla raiz imaginaria de la
ecuacion polinomial P n(x) = 0 con coeficientes reales, entonces por el teorema del factor se

tiene que :

pn(x) = (x-Z2)(x-2).Qn-2(x) =0 -4 P, (X) =[x2-(Z +Z)x+Z.2].Q,t-2(x) =0
»Pn(x) = (x2-2Re(Z).x+1Z 12).Qn-2.(x)+t0 ,donde: Ee(Z) =aa IZ 12=a2+h?
—Pn(x) = (x2- Zzaa+a2+62).Qn-2(x) =0
donde el factor cuadratico : x2- 2ax+a2 + b2 es de coeficientes realesy es PRIMO en i

(no admite factorizacién en IR , perosien C ).
Un resultado importante de este teorema se menciona en el siguiente corolario, cuya pruelm
[ con los detalles que acabamos de dar.
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COROLARIO

Toda ecuacién polinomial, con coeficientes reales y de grado impar, tiene por lo menos una rais

real.
EJEMPLO 26
En la ecuacion : x3-6x+4 =0
unaraizes: 1 +i , entonces por el teorema 8, otra raiz necesariamente
es: 1-i.Y comolaecuacién tiene 3 raices, la tercera de ninguna manera
puede ser imaginaria (pues apareceria una raiz mas y esto no es posible), la
Unica posibilidad es que ésta tercera raiz sea real.

TEOREMA O

« unaraiz de la ecuacion polinomial P n(x) = 0 .. con coeficientes racionales, es el nUmero
irracional: a+Vft (a,&eC>A6 >0 A \VW6~i © ) ,entonces necesariamente otra raiz

'm la ecuacion serd el irracional conjugado : a - Vft

|.a prueba de este teorema es analoga a la del teorema 8, asi que la dejamos para el lector.

n EJEMPLO 27
Una raiz de la ecuaciéon : x3- 8x2+ 16x-8 = 0 es 3+ V5" ,entonces por
el teorema 9, debido a que la ecuacion tiene coeficientes racionales, otra rai/,
debera ser : 3- VI1T.

0 u ik 110!
mui rai/ de la ecuaciéon polinomial Pn(x ) = 0 , con coeficientes racionales y grado n
MMM n 1sil;11que 4, es el nUmero irracional Va + a,be &CG+a Vvag C a VTIi C)
gnl......... . ri variamente otras raices déla ecuacion seran :el conjugado 4a -V7T, el opuesto
Vii > y el conjugado del opuesto -Va"+4b

S EJEMPLO 28
Para la ecuacion :  »;4- 10*2+ 1 = 0.
una raiz es : V2“+ V3" ,y como sus coeficientes son racionales y su grado es
I, entonces de acuerdo al teorema 10, otras raices de la ecuacién son
V2 V3 ; -V2-V3 y -V~2+V3-~.

iir iln la inanicion polinomial :
y'ti) ayxh+a,x"~1+a2x" ¢+...+an_ix+an=20

iii uti mlaiti muy ii( /7 () , es el nimero entero p , entonces necesariamente p
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PRUEBA :
p € Z esunaraiz de la ecuacion polinomial entonces se cumple que :

P{P) = aOpn+alp'l-1+a2p"~2+ ...+an_IP+an=0
-> p(aop"~1+ai1p"~2-kazp"~3+..+anl) =-an

Recuerde que si : ab = ¢ — a es un divisorde ¢ y b también. Por lo que, en la
igualdad anterior se nota que p es un divisor de an .

TEOREMA

Si una raiz de la ecuacién : P (x) = aox't+alxn t+a2xn 2+ ..+an lx+an= 0, con
coeficientes enterosy a0 * 0 , es el nimero racional P— (p,qge M?( Ag~tO a-p vy ¢
son primos entre si) entonces se cumple que p esundivisorde an y g undivisor a0.

PRUEBA :

— (p,qeilL Ag”™~0 Ap vy ¢q son primos entre si) es una raiz de la ecuacioén,

entonces se cumple que :

= «o(f)l+ai(J)'~1+a2()"“2+ me+a, -ify +an=20 .« * 0
aop" +aitp*~t.q+azp" .q2+ ..+an_ .q" l+an.q" =0 (1)
-» p(a,op"~t+alp"~2qg+a2p"~3.92+...+an_t.gn~1) = ~an.gn

Como p y ¢ son primos entre si, entonces p divide necesariamente a an, es decir
p es un divisorde an.

También de la relacién (1) ,se obtiene :
qf{ciiPn t+azp'l~2.g+..+anlp.gn-2+an.q'l~l) = -aop"
de igual modo, se nota que g debe ser un divisor de aO0.
TEOREMA O
SiMi Li licuacion polinomial :
/ (X) a{lxn+taixn~t+az2xn~2+ ..+an_Ix+ail =0 ; ao =m0 ,

,mi Miclii‘ii‘iil.renl.t'roH. Si  P( 1) y P (0) son numeros enteros impares, entonces la
emiimi iini mi iirnc iuici'H cinteras.
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PRUEBA :

Supongamos que la ecuaciéon polinomal tiene unaraiz m(m e T ) ,entonces segui
el teorema del factor :

P(x) = (x-m) Q(x)

y sea P(1) =2p+1 , P(O0) =2q+1 , donde p.,q e Z , luego:
P(1) =(1-m)Q(l) -4 2p+1=(1-m).Q(I) ...(a)
P(0) =(-m).Q(O) > 29+I =(-m).Q(0) - ((3)

Tenga en cuenta que el producto de dos factores es impar cuando ambos factores sot
impares. De acuerdo aesto, de (a ) se observaque m debe ser paryde ((3) m debi

ser impar; lo cual es una contradiccién y esto prueba que no existe tal ni e L.

EJEMPLO:

En la ecuacién polinomial : x5+ 7x2- 3 = 0

considerando que P(x) es el primer miembro, se observa que
P(1) =5 (P(1)eslasuma de coeficientesde P (x)) y P (0) ==
(término independiente de P (x)). Como estos son impares, de acuerdo a
teorema 13, la ecuacion propuesta no tiene raices enteras. A parte de esto
el lector notaré que la ecuacién tampoco tiene raices fraccionarias.

TEOREMA DE CARPAHO mVIETE

I I inminente teorema nos muestra la forma en que las raices de una ecuacién polinomial =
. ni limi tan relacionadas con los coeficientes de la misma.

TIORIMA <D

M i, , 7 ,r3 rn sonlas "n" raices de la ecuacion polinomial :
/1*) aOx"+alx'l 1+a2x""2+a3*" 3+ ...+a;ilx+a;j=0;a0z*0

mlll.....vi He cumple :

1 SUMA DE RAICES:

0

s1 /] bk PRODUCTOSBINARIOSDE LASRAICES
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SUMA DEPRODUCTOS TERNARIOSDELASRAICES

— o} X r.>rji
[ ] k 0 /<A
DEPRODUCTOS CUATERNARIOSDELASRAICES
r,rorQr +r rprgret v, Q. Or, /%, = + 28 6 v \rkrij = + a4
**0 i<j<k<l
* PRODUCTODELAS "n" RAICES:
Ao A3 1/ I\z “a
ri”"273....... = (- o~
(-1) do
PRUEBA :
Sirj,r9,r3, ,rnsonlas "n" raices de la ecuaciéon polinomial :
P(x) =aoxn+atx'l~t+a2zxn~2+a3xn~i+...+an_Ix+an= 0;a0* O (1)

entonces por el teorema del factor, ésta ecuacidn se puede expresar asi:
P(x) =aQ(x-rt)(x-r2)(x-r3)...(x-rn) =0

En nuestro libro POTENCIACION vimos el desarrollo de la siguiente multiplicacion :
(x+a) (x+b)(x+c)(x+d) =x +(a+b+c+d)x +(ab+ac+ad+ bc+ bd+ cd) x¢+ (abc+ abd+ acd+ bed) x+ abed
esto para el caso de cuatro factores, pero podemos extender el desarrollo para el caso de
n factores. Usando esta generalizacion para efectuar la operacion en la ecuacion
anterior, resulta :

P(x) =a0r"-an(rl+r2+r3+...+r(i)*""'1+a0(rlr2+rl73+rlrd+ . .+

+ rn-!rn' )X "~2—-a» (rir2r3+rir2ri4H+ r*-2r ,-!"r,) "= 0<r 1r 27374+

+rlr2r3rj+".+rn_3rn_2rn-irn)xn-*-...+(-l)nao(rtr2r3...rn) =0 (2)

Como las ecuaciones (1) y (2) son exactamente las mismas, igualando coeficientes de los
términos semejantes, se obtiene :

-a0(rl+r2+r3+...+/+,) = a,
+ao(rlr2+rira+trird+ ...+rn_trn) = ci2

-ao0(rlr2r3+rlr2ra+...+r,.2rn.lr,) = a3
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+a0(rlrir3ri+rlr2r3ri+ ...+rii_3rn_2rn-1rJ = at

(-1)'*a0(r1r2r3...rj = an

y de cada una de ellas pueden obtenerse cada una de las relaciones del teorema.

*

El ndmero total de relaciones que menciona el teorema es igual a "n". Estas por j
solas no deben tomarse como un "sistema de n ecuaciones con n incégnnui I/r
raices) pues al intentar resolverlo se retornaré a la ecuacion polinomial.

En cada relacién, la cantidad de sumandos delprimer miembro esiguala Cj. .dona

n eselgrado de la ecuacion polinomial y k el nimero de factores tomados en caa
sumando. Asi, por ejemplo, para la ecuacién polinomial de grade 3, la ium.u d

productos unarios (es decir, la suma de raices) tiene : C:. = 3 sumandos, la sum
de productos binarios tiene C% = 3 y la suma de productos ternarios tiene C3 =
sumando y éste no es otro que el producto de raices.

Noétese ademas que la aplicacién del teorema debe hacerse cuando P (x) es U

polinomio completo y ordenado. Si fuese el caso, tendra que completar con ceros lo
términos que faltaran.

y 5EJEMPLO 30 :
La ecuacion : 2x3- 5x"+ & +7 = 0 tiene tresraices: rt , r, y r
Segun el teorema de CARDANO-VIETE , se cumple :

(=5) -5

* ri+r2+r3 =

rir2+ rir3+r2rs = +§=4

>* 1JEMPLO 31:
I lecuacion : x449x2+4x+3 - 0 tienecuatroraices: a , b ,c 3

1/ (Completando con O j3 el término faltante y aplicando el teorema di
I AKI >ANO-VIETE se tiene :
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at+b+c+d =-y =0
9 3
* ab+ac+ad+be+bd+cd = +—=9 , (C2 = 6sumandos)
* abe+abd+acd+bed = - —= - 4 (C3 = 4 sumandos)
(C4 = 1 sumando)
EJEMPLO 32

Si a ,b yc sonlas raices de la ecuaciéon : 3x3- Ix + 13 = O , calcular el

valorde:a3+ i>3+c3.

Completando con Ox2 el término que falta y usando el teorema de CAR-
DANO-VIETE se obtieneque: a+b+c =0

Pero, si a+b+c = 0,entonces se cumpleque: a3+b3+c3 = 3abe .

., 13 13
También por el teorema de CARDANO-VIETE : abe = (- 1). — = - —
Luego : as+b3+c3 =3 - — — a3+63+c3 = -13

3,
EJEMPLO 33
Si una raiz de la ecuacion : x3-4x2+mx+n =0, m,n e IR es:
1+ 3¢ ,calcular los valoresde m yn..
Unaraizes: xj = 1+ 3i , entonces por el teorema 8 otra raiz debe ser :

x2=1- 3¢.
Sea * 3 la tercera raiz de la ecuaciéon (tenga en cuenta que ésta necesaria-

mente debe ser real) entonces por el teorema de CARDANO-VIETE
* X1+Xx2+x3 =4 -»(l +3i)+(1-3¢) +*3 =4 -» x3 =2
*OXiX2+XIX3+EX2XI=+m —=Xli2+(Xj+Xx2)x3 = +m , reemplazando

(L +3¢)(1=31) + (1 +3:,+1-3t)(2) = m _> 10+4 = m —> m = 14

XXX2X3 = -n (r+3¢)(1-3i)(2) =-n > n=-20



ECUACION LINEAL Y
ECUACION CUADRATICA

LA ECUACION DE PRIMER GRADO O ECUACION LINEAL

FORMA GENERAL: P(x) = ax+b = 0 a O (3.1)
b
J: X -
INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA RAIZ DE UNA ECUACION LINEAL

i "iiiideremos la funcién lineal : y = P (x) = ax+b ,cuya gréafica se muestra en la figura |
I.n ecuacién (3.1) se genera cuando hacemos : y = 0 . Pero geométricamente, un punto del

lanild{con y = 0 es un punto ubicado sobre el eje X

. isecuencia, la raiz de la ecuacion (3.1):
b
X = - —
a

........ 1l neta geométricamente como la abscisa del
jttinlii ilr interseccién de la recta que representa a
Im...... uni y = P(x) coneleje "x".

Di tli'Mitii mas detalles acerca de las funciones

lito ni. lo sugerimos revisar nuestro libro :
M>! Ai nINKS y FUNCIONES.

hi....... ucnta que esta interpretacién en IR2
mMi.... niiillilcsi a ,b s IR.

AMALIIt V DISCUSION DE LA ECUACION :  ax+ b = 0O
le#t* 11-1'i111>ile los valores que puedan tomar los parametros a y b , en In ecuacién

INtIt-i'l....... lula en el caso general, se tiene :

I M h * i» entonces de la ecuacién : ax+b - O es posible despejar "x" como lo hicimos
IIHHt mi1ldm  Iv;i,0 significa que la ecuacién admite SOLUCION UNICA o que es lo mismo
I W ... COMPATIBLE DETERMINADA.
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2. Si a=0a bm O, laecuacion quedara asi: Ox+0 = 0 , de donde se puede observar
que cualquier valor de "x" la satisface ; es decir la ecuacion tiene INFINITAS SOLUCIONES
6 es COMPATIBLE INDETERMINADA.

3. Si a=0a b+* o, laecuacibn quedaasi: Ox+ b = o Yy se puede notar que ningun
valor de x logra satisfacerla ;lo que quiere decir que la ecuacién, en este caso , NO TIENE
SOLUCION o que es INCOMPATIBLE.

EJEMPLO 34
Hallar el valor de n para que la ecuacion : n2x +3n+2=x +2n+3 no

tenga solucioén.
Coloquemos la ecuacién en la forma general : (n2- 1)x+n-1 =0
Para que ésta no admita solucién se debe cumplir que :

?i2-1 =0a «-170 -» (n =1vn =-i) ab il -> n=-1

LA ECUACION DE SEGUNDO GRADO 0 ECUACION CUADRATICA
FORMA GENERAL : P{x) = a¢ +bx+c=0 ; a* 0 (3.2)

RESOLUCION DE LA ECUACION CUADRATICA (CASO GENERAL)
Siendo a * 0 , multipliguemos por 4a ambos miembros de la ecuacién (3.2)
4a (ax2+ bx +c) = 4a <0 -> 4a2x2+ 4abx + 4ac = 0
Acomodando y completando cuadrados en el primer miembro, resulta :
(2ax )2+ 2(2ax)mb+b2- b2+4ac = 0 -> (2ax+b)2 = b2- 4ac
— 2ax+b - Vb2- 4ac

Tenga en cuenta que el CVA = C , por lo que la operacién del segundo miembro tiene dos

raices cuadradas, las que en forma préactica se pueden colocar asi:

2ax+b =+ Vb2- 4ac -» 2ax = - bxVb2- 4ac

- bt 4b2- 4ac

de donde : X - (3.3)
2a

A ésta se le denomina FORMULA que resuelve la ecuaciéon cuadratica en cualquier cuno
incluso cuando los coeficientes son nimeros complejos. En esta formula hay dos valores p«|

, separandolas, son:
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- b+yb2- 4ac - b-VDb2- 4ac
(3.4)

~ 2a ’ - 2a
EJEMPLO 35
Resolver la ecuacién : (x + 3)(x +2) - x+1
Llevandola a la forma general, se obtiene : x2+4x+5 = 0
Identificando los coeficientes: a =1 , 6 =4 , ¢c=5
Reemplazando en la férmula (3.3)

-4+V42-4(1)(5) - 4+2V"405

2.0 ) T e P > % - - 2+'rT

El resultado de V- 1 esigual a i (unidad imaginaria) y no i , puesto
que las dos posibles raices cuadradas ya fueron consideradas al colocar el
+ enlaférmula. Por lo tanto, las raices de la ecuacién son :

X1 = ~2 +i ; X2 = -2 -1

ni UHUCION DE LA ECUACION CUADRATICA (CASOS PARTICULARES)
i " <l unas ocasiones resulta comodo resolver una ecuacién cuadratica usando uno de los
ili imina criterios de la factorizacion en © (campo de los nimeros racionales), en este caso el

N¢]nt «<imple; pero sélo cuando sea posible hacerlo.

EJEMPLO 36
Resolver: 2(x +1)2 = 5x+8

Llevandola a la forma general, resulta : 2x2- x-6 = 0

Factorizando por aspa simple el primer miembro :

2x2 -* -6 =0 -» (2x+3)(jc-2) =0
2x 3 )
X 2
Igualando a cero cada factor : 2x+3 =10 x-2=0
X =2
Ithi. i. . ii i i.i mimulos casos, es posible usar la comparacion de elementos de ambos

L1 IO T PO . Se pueden comparar factores o sumandos.
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EJEMPLO 37
Resolver: (x +2)(x +4) = 35

El primer miembro esta formado por dos factores que se diferencian en 2
unidades :el menor x +2 y el otro es 2 unidades mas : x +4 (el mayor).

Si el segundo miembro es posible descomponerlo también en dos factores que
se diferencien en 2, entonces se puede realizar la comparacién. Hay dos

Unicas maneras de descomponer 35 de la forma requerida : 5-7 0o
(_7)(-5).

Con la primera :(x +2)(x +4) = 5-7 -=> x+2 =5 -» xt=3
Conlasegunda : (x +2)(x +4) =(- 7)(-5) > x+2=-7 ->x2=-9

Observe que en cada caso, se han comparado los factores de menor valor;
l6gicamente los otros necesariamente tendran que ser iguales, como se puede
verificar de inmediato. Si prefiere, también pueden compararse los factores
de mayor valor.

EJEMPLO 38

Resolver la ecuacion :  x+— =
X 3

Esta no es una ecuacion cuadratica, pero su transformacion en forma equiva-
lente nos conduce a una ecuacion de ese tipo. Por lo que podemos asegurar

que la ecuacién propuesta tiene a lo mas dos soluciones.
Observando el primer miembro, se ve que tiene la forma de un cierto niumero

sumado con su inverso multiplicativo o reciproco. Si el segundo miembro se
puede descomponer como un ndmero MAas su reciproco entonces se pueden

comparar sumandos. Hay dos Unicas maneras de descomponer ., con
o}

esas condiciones : 3+ o 6 U+3 {en ambos casos, el segundo es el

reciproco del primero). En realidad es una misma descomposicion, salvo el

orden de los sumandos.

Con la primera: x+—= 3+ > x,=3
a T (o]

Conlasegunda: x+—= "-+3 — X, = -7
X 3 2 3
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Toda ecuacion de la forma : X+)1(— =0 +;— , a#0
(3.5)
Tiene dos soluciones : X = a \% - 5

ANALISIS Y DISCUSION M LAS RAICES DI LA ECUACION CUADRATICA

a * 0,enlaférmula (3.3) se puede observar que la naturaleza de
b2- 4ac Este parametro se

'inicio a, b,c e IR a
lim Vnlores de "X" depende de los valores que pueda tomar :
. nomina DISCRIMINANTE de la ecuacion cuadratica y se le denota por A ,asi:

A =b - 4ac (3.6)
. cual, de (3.4) , las raices se pueden colocar asi
mb + -iA A
v X, =
2a 2a

I+ . . 1 2a x 2 , es decir las raices son REALES E IGUALES.

Y H A>0 -» VVA 3 en IR yademas V-A > 0

ijO) Mo : xj ™~ x2 , es decir las raices son REALES pero DIFERENTES

i) i A 0 » WA/ en IR, en C resultaque: V-A = V- A <

mu lacual: x, - - —+—— | )

....leen, las raices son IMAGINARIAS y CONJUGADAS.

Il r>i - 1L Wi <i'.eométrico de cada uno de éstos casos puede verse en el capitulo de la funcién
nuestro libro: RELACIONES Y FUNCIONES.

fcjO y UDADES Dt LAS RAICES DE UNA ECUACION CUADRATICA

IlmuiMA DIi VIITE

iifHEnNnnNi
KI i, i i Li .iiiieeH de la ecuaciéon : ax2 +bx+c¢c = 0 ,a * 0 entonces se cumple que :

b
SUMA DE RAICES

I'HODUCTO DE RAICES : xx.x2=
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La prueba del teorema puede realizarse en forma directa reemplazando (3.4) y efectuando las
operaciones correspondientes. Notese que éste es un caso particular del teorema 14.

Podemos agregar dos propiedades adicionales cuya demostracién también es directa.

* SUMA DE LAS INVERSAS DE LASRAICES: — +— =

JTi X 2 [}

* DIFERENCIA (POSITIVA) DE LAS RAICES :

Sa
Siendo A >0a xI > x2 : X 1- x2:——£—1—

SUMA DE LAS POTENCIAS ENESIMAS DE LAS RAICES DE UNA ECUACION CUADRATICA
Sean xx y x2 lasraices delaecuacion: ax2+bx+c =0 ; a* 0 , ysea:
Sn=x1+x2 ; ne IN* ' (3.7)

la suma de las potencias enésimas de las raices. Del teorema anterior, sabemos que :

2 b c
4, =x,+X0 = ~— y X X, = —
1 1 2 a 12 a
Siconvenimos en que : S0 =x°1+x2 = 2 , entonces se tiene que :
* x\+x2 = {xt+x2)(x1+x2")-2x1x2 — S2=(-—)S1——)So

S2+~Si+~So0o=0 -* aS2+bS1+cS0 =0

*oXj+x 2 = (xt+x2)(x:l+x2)-x-ix2(xt+x2) — S3=(—)S2~(—)S!
-» S3+7~S2+”~S1 =0 h> aS3+bS2+cS1 =0

* xf+x 2 = (XL1+X2)(XNM+X2)-X1IX2 {XI+X2) S4=(-—)S3-(—)S2
—> 54+ ~3 *h) = A A GES4+6iSg+cS2 = 0

*X®+x2 = (x1+x2)(*1l+x2) Ix2(xj+x2) — S5=(-—)S4-( )S3
-+ S6+7S4+72S3=0 aSb5+6S4+cS3=0

En general :

x%+ x% = {(xx+x2M(x P tex? Y - xixo (xT24x572)
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> SF-SPi+-sq,

° S ,+i,S»-1+cS»-2 = 0 (3.8)

Esta es la formula de recurrencia para calcular la suma de potencias enésimas de las raices
(S,) ,conocidas Sn_t y Sn2 . Ellector puede notar que la formula (3.8) es valida:
V n e Z ,puesto que :

Ve Z

EJEMPLO 39
Calcular la suma de las potencias séptimas de las raices de :x2- 2x+2=0
Usando la formula 3.8, se tiene :

* §$2-2Sj+2S0=0 ,donde S1=x1+x2=2 'y

so=2
> S,-2(2)+2(2) =0 s2=0
m2S2+2S. = 0 -4 S0-2(0)+2(2) =0 -> S, =
* S4-2S3+2S2=0 2(-4)+2(0)=0 -> S.=—

Luego:

SS S4=(X3+X2)(X4+%X2)—>S3-S4 = xX\+x2+ (X 1Ix2)3(x1+x2)
esdecir: S3 S4 =S7+(x1x2)3 St
i'omo: xj*2= 2 ,reemplazando se obtiene :

(-4)(-8) =S7+(2)3(2) S7=x\+x\ = 16

H M A(ion de una ecuacion cuadratica a partir de sus raices

PHItH-lii « i. 'ii.e i! y x2 deunacierta ecuacién cuadratica, el problema que se plantea
HH 8§] Liinii. .iel-uncion. Podemos usar el teorema del-factor para esto. Si x| y x2
«Kit Jroimiii....... . i-i lu (‘('nacién sera :
(x-A-)(x-x2)Q(x) =0
tiIn . i v. di- inundo grado, entonces Q (x ) tiene grado cero, es decir
t* ni |ii.li.lilili* ....raljdad, tomando ao = 1 , setiene :

«.)(\N N\ ) 0 — x2-(xIl+x2)x +x1x2= 0
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es decir la ecuacién es X -Sx+P =0 (3.9)
donde S =ij+*2 eslasuma de raices
P — xjxj es el producto de raices
EJEMPLO 40
*  La ecuacién cuadrética, cuyas raices son : 2 y 5
*2_ (.2 +5)x +(-2)(5) = 0 X -3x-10 = 0

La ecuacién cuadratica que generd las raices : V2 +3 y VT 3 es:
X2-(>T2+3 +~ -3 )x +(V~2+3)(V2-3)=0

Xx2-2VTx-7 =0

La ecuacion cuadratica que dié origen alas raices : — y es :
2 ,1 1x L1,
* (2" 3)X+(2)(" 6 = °
gue se podria escribir también asi : 6x ' 1=0

RAICES ESPECIALES EN UNA ECUACION CUADRATICA

En algunos casos se requiere que las raices de una ecuacién cuadratica tengan cierta particu-
laridad; o al revés, a partir de una ecuacién cuadratica, ¢qué caracteristica podemos anticipar
para las raices? Eso es lo que trataremos en esta seccion.

(g > RAICES SIMETRICAS U OPUESTAS
Las dos raices de una ecuacién cuadratica se dice que son SIMETRICAS si tienen la
forma : r y - r ,es decir una es la negativa de la otra.

Luego: 0= -* 6 =0
a
Con lo cual, la ecuaciéon (3.2) queda asi : ax +c =0 (3.10)

Una ecuacién cuadratica, cuyo primer miembro no presenta término lineal, siempre

tiene sus raices simétricas.

RAICES RECIPROCAS O INVERSAS
Las dos raices de una ecuacién cuadrética se dice que son RECIPROCAS si presentan

laforma: r y — (r * o) ,es decir, una es lainversa de la otra.
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Se observa que : X!
Con esto , la ecuacién (3.2) queda asi: ax2+bx+a =0 (3.11

Una ecuacion cuadratica, donde el primer miembro tiene coeficientes extremos igua
tiene sus dos raices reciprocas entre si.

(»£ UNA RAIZ NULA
Una de las raices es nula, o xj = 0, entonces ocurre lo siguiente :

o} , ; .
X, +X, = -- X2 = -~ (ésta es la otra raiz)

(!on esto la ecuacién (3.4) queda asi: ai?+bx =10 (3.12

I Ina ecuacién cuadratica cuyo primer miembro no posee término independiente, tic

una raiz nulao "0", la otra raiz es

.
UNA RAIZ LA UNIDAD
liim (le las raices de la ecuacibnes x! = 1 , en este caso sucede que :

c c c , .

— —» 1l .x, = — — x, = — (ésta esla otra raiz)

a 1 a L a

b c b .
i) — l+—=-— > a+c=-b o0 sino: a+b+c =0

\ lii ((ilacion (3.4) queda asi: a*2- (a+c)x+c=0 (3.13)
1. uncién cuadratica cuyo coeficiente lineal es el negativo (u opuesto) de la suma <
1"("l.... ules extremos (omejoraln, cuya suma de coeficientes es igual a cero) tiene con

........ lii unidad, la otra sera —.
a

- “ 1 JFMPLO 41
<'nlcule las raices de la ecuacion :

a(b-c)x2+b(c-a)x +c(a-b) =0
niendo a , b ye distintos entre si.
"ie |iiic(le notar que la suma de coeficientes :
(((/* c)+b(c-a)+c(a-b)=ab- ac+be- ab+ac-be =0

I ui...... "I, unaraiz delaecuaciénes: xt =1 vy laotraes:
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es decir la ecuacién es : X¢-SX +P =0 (3.9)
donde : S = x1+*2 eslasuma de raices

es el producto de raices

EJEMPLO 40
*  La ecuacién cuadratica, cuyas raices son : 2 y 5
X-(-2+5)x+(-2)(5) =0 X -3x-10=0

La ecuacién cuadratica que gener6 las raices : V2 +3 y V=2 3 es:
Xx2-(-12+3+J3J2-3)x+(VT+3)(V2-3)=0

X2-278N2x-7=0

La ecuacion cuadratica que dié origen alas raices : — y — es:
m =0 XN
) 6 = -

gue se podria escribir también asi : 1 =0

RAICES ESPECIALES EN UNA ECUACION CUADRATICA

En algunos casos se requiere que las raices de una ecuacién cuadratica tengan cierta particu-
laridad; o al revés, a partir de una ecuacion cuadratica, ¢qué caracteristica podemos anticipar

para las raices? Eso es lo que trataremos en esta seccion.

(£i>

RAICES SIMETRICAS U OPUESTAS
Las dos raices de una ecuacion cuadratica se dice que son SIMETRICAS si tienen la

forma : r y - r ,es decir una es la negativa de la otra.
Luego: 6 =0

Con lo cual, la ecuaciéon (3.2) queda asi : ax +c =10 (3.10)

Una ecuacién cuadratica, cuyo primer miembro no presenta término lineal, siempre

tiene sus raices simétricas.

RAICES RECIPROCAS O INVERSAS
Las dos raices de una ecuacién cuadrética se dice que son RECIPROCAS si presentan

laforma: r y - (r * 0) ,esdecir, unaeslainversa de la otra.
r
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Se observa que : X! . X2 l1=— — a-=c
a

Con esto , la ecuacién (3.2) queda asi: ax2+bx+a =0 (3.11

Una ecuacion cuadratica, donde el primer miembro tiene coeficientes extremos igua
tiene sus dos raices reciprocas entre si.

@UNA RAIZ NULA

Una de las raices es nula, o x x = 0, entonces ocurre lo siguiente :

X1+Xx2 =-— -> 0+x2 X2 = - —  (éstaes la otra raiz)
0=- c=20
a
(lon esto la ecuacion (3.4) queda asi: +bx=0 (3.12

1Jna ecuacioén cuadratica cuyo primer miembro no posee término independiente, tie

una raiz nulao "0", la otraraiz es

UNA RAIZ LA UNIDAD
I Ina de las raices de la ecuacibnes x| = 1 , en este caso sucede que :
C 7 -
T — X, = — (ésta es la otraraiz)
¢} . c b , .
1 — —» l+—=-— — a+c=-b 0 siNO: a+b+c =0
a a a
\ lii i inacion (3.4) queda asi: as2- (a+c)x+c¢c=0 (3.13)

........ '«'nacion cuadratica cuyo coeficiente lineal es el negativo (u opuesto) de la suma i
.... 11 Ldiich extremos (0 mejor aun, cuya suma de coeficientes es igual a cero) tiene con

e f d Inunidad, la otra sera —
a
S |1JEMPLO 41
<'alcule las raices de la ecuacion :
a(b-c)x2+b(c-a)x +c(a-b) =0
Hiendo a , b y c distintos entre si.

'« puede notar que la suma de coeficientes :

ii(l) r)y+b(c-a)+c(a-b) = ab-ac+be-ab+ac-be =0
I 'ilnuce i, iinaraiz delaecuacibnes: xt =1 y laotraes:
c(g-b)

a(b-c)
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ECUACIONES CUADRATICAS EQUIVALENTES

Las ecuaciones cuadréaticas :

ax2+bx+c = a* o0

0
mx2+nx+p =0 ;7 m~™O0

se dice que son EQUIVALENTES, o que tienen las mismas raices, siy solo si:

(3.14)
m n p

EJEMPLO 42

Calcular los valores de m y re silas ecuaciones :

(m+2)x2+(n-1)x +5 =0

y (m-I)x2+(n-3)x +6 =0

son equivalentes.
Si son equivalentes, entonces se debe cumplir que :
m +2 re- 1 5

TTi-1 re- 3 6

De: —— =~ Qi+ 12 = 5m-5 — m = 17
m—1 6

—1
De: ——- =g46re-6 = 5re-15 —> r=-9

ECUACIONES CUADRATICAS CON SOLO UNA RAiZ EN COMUN

Las ecuaciones cuadraticas : ax2+bx+c =0 a¢ o0
mx2+nx+p =0 ; m=* 0

Tienen solamente una raiz en comun si y solo si se cumple que

(nn bm)(bp-en) = (ap-cm)2



ECUACIONES CUBICAS Y
ECUACIONES CUARTICA

IA FCUACION DI TERCER GRADO O ECUACION CUBICA

IMirante muchos siglos, desde el afio 300 a.c. la resolucién de una ecuacién cubica desperto
util re los matematicos un interés apasionante. Diofanto ya planteaba algunas ecuaciones
inlmns. Recién en la época del renacimiento, célebres matematicos de la escuela italiana de
Itiilmtiii, obtuvieron una solucién satisfactoria. Estos fueron : Scipic Ferro, Niccolo Fontana
i /oi/o Tartaglia)y Cardano. La formula que resuelve la ecuacion cubica lleva el nombre de
Huir ull uno, pero en realidad aquella se debe a Tartaglia.

POIiMA GENERAL : P(x) = ax3+ Za2+cx+d = O a* o0 (4.1)

I ie(tincion de ésta ecuacion en el caso general no resulta nada sencillo. Una forma mas
H(hi]'l" «<* la que se obtiene haciendo un cambio de variable con el objeto de eliminar el término
Il ¢ ico.

won 3 b_s ,d be 2b°
IHhili.iiiilii entre "a y +(— — 7y +({— —Tr+-—- =
a 3a a 3a2 27a3
= (a(itmhlii iiniiiH que : s L A
a 3at a 3a2 27a3

fIHIMA 111.1HICIDA: X +px+q =0 (4.2)

011(111» ion DE UNA ECUACION CUBICA

. a i e mili raiz de la ecuacion (4.2). Si calculamos de algin modo los, valores de
i | (id....... u li iuli iatnos resuelta ya la ecuacién. Elevando al cubo :
i iti)* > X1 = U3+V3+3Uuv(Uu+V) x3 = « 3+ 3+ 3uvx

- ii lid)rt( ul-vsi)=0
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Esta Gltima debe ser la misma ecuacion (4.2) y por lo tanto :

-3 Uv =p a-u3-vV3i=4g
us+vs -qga UV = (4.3)

Se ha formado un sistema de dos ecuaciones con incégnitas u y v. Para resolverlo podemos

considerar que u 3y v3son raices de una ecuacién cuadratica de la que se conoce la suma de

susraices :u 3+v 8 =-q Vv e| pr'oducto de raices : u 0v0 = :i m Esa ecuacion ,por (3.9),
3 3
X2-(-q)X +(-~) =0 -» X2+gX -~ =0
Resolviendo ésta ecuacién, resulta :
2 3 2 3
X = -101- 2- + fi-
4 27 27 b 4 27

Indistintamente Xx , puede representar a u3 6 v3 ; l6gicamente si Xx = u3 entonces
X2 = v3 o al revés. Luego con esto se tiene :
4.4
4 27 “@.4)

Finalmente , reemplazando en Xx = u+ v, se obtiene :

X = (4.5)

Esta es la famosa FORMULA DE CARDANO para resolver una ecuacién cubica en su forma
reducida (4.2).

Sabemos que la ecuacién cubica tiene 3 raices. ¢(De qué manera podemos obtener esas 3 raices
apartir de la férmula (4.5)? EIl asunto no es tan complicado como parece.

i ) aisT 1 VT ,
De los numeros complejos, recordemos que 1 , - E+ —8-1 =W y -— —i=w
a a
son las raices cubicas de la unidad, con la propiedad que : l+w+w2= 0. Tambiénj

recordemos que la operacién : JA tiene 3raices: q ,qw y quj2 ; donde q eslj
raiz principal.

Entonces, de acuerdo a esto, en (4.4) tanto u como v tienen tres raices cada uno, pero tenu
en cuenta que dichas raices deben satisfacer el sistema (4.3) es decir, debemos tomar una ntli
de la primera con otra de la segunda de tal modo que :

m3+d3 = —q
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De (4.4), consideremos que uo0 Yy Vvo0 son las raices principales en cada caso, entonces

k74 i*l+el .3 1q \Y .V
4 27 32 4 27
[IIO . W
Utilizando todas las combinaciones posibles, tenemos que la primera de las condiciones (4
n mpre se verifica, pero s6lo 3 de éstas combinaciones satisfacen la segunda condicién. Aj

/2 3
oo E p3 £
“ovo =3/-f+w +27  § 2 Nath7 271 > =-3

("Gew)(vO.w-) = UOvO.w3=u0.v0 => (uo0w). (vOw 2)

InHu> )(vg.w) = uOvO.w =uo.vo -> (uoutz2).(vOIV) —

tu . nnil>jo, al realizar la siguiente combinacién, asi como las otras, resulti

HII MiQiv) = -“r.w (no cumple la segunda condicién)
pi" 11 lemili, las tres raices de la ecuacidn cubica, en la formula de CARDANO, son:
i/t+v0 , x2=uOw+vOw2 , x3= uOw2+vqw (4.6)
fJEMPLO 43
Resolver la ecuacion : x3-2x-4 =0
2
Aliumiendoque: X = u+v , setieneque: UuU3+Vv3 =4 a uv = —
hii'tjo ul y v3 sonraices de : X2-4X +~r =0 — X = 2%
F----- 1 f-- ¢ N\t

oaH: x =ri24f R+ AR

ljii'|mi de calcular las raices principales en cada caso se tiene que :

V'3 f, VT
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Entonces, las tres raices de la ecuaciéon, haciendo las combinaciones

adecuadas, son :
i = (i+-y-)+(

o1 ~ 2

" 3"
X2=(1+~3~)w+(1__3 )w -> x2

VT
Xa ~ M +~3~)w -> x3

ANALISIS Y DIS

En la formula de CARDANO (4.5), la naturaleza de los valores de x dependen del parametro:

2 3

4 + > al cual se le denomina DISCRIMINANTE de la ecuacién cubica reduciday se le

denota por A ,es decir :

2 Vv*
A =N + £ -
4 27

Considerando que p,g e IR , setienen los siguientes casos :

1. Si A = 0, entonces laférmula quedaasi: x =3J-" + 3J

(4.7)

(4.8)

suponiendo que la raiz principal de : 3J-~ = a ,se puedeverque « e IR ,entonces

las raices de la ecuacion seran :

i, = a+a = 2a , donde xte IR
X2 = @W+ (X — (X( W+ ) = —(X ; X¢ 6 IR (recuerde que 1+ w+ H2-0)

. . (4.9)
x3=a\*?+aw=a.(wi+w)=-a ; jr3e IR

Es decir, las tres raices son REALES, siendo dos de ellas iguales.

2. Si A < 0, entonces (4.6) queda asi:

suponiendo que la raiz principal de :
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31~~ +VAA~ei = a+ Pi -> 2-V~A~i = a-pi ; a,Pe Di

con lo cual las raices de la ecuaciéon quedaran asi :

jff = (a+ pi)+(a-p /) =2a ; xte IR (4.10
x2=(a+p/)w+(a-$ 1) = -a-p'\/~3" ; x2 e IR (compruébelo)
Vv, = (a+PJ/) +(a-P/)w- -a+pVIT ; x3e IR (también compruébelo)

Ks decir , las tres raices son RISALES, pero todas distintas entre si.

il. Si A >0 , entoncesde (4-6) consideremos que las raices principales en cada ce
sean las siguientes :

3 -+ V-A = (X] , = a2 , observeque al(a2e IR

luego las raices seran :

x1l=ai+a2 ; xle IR (4.11)
, «j +«2
X, = a,w+ta, \\¥ = ————- |} mi3 i i X2 esimaginaria
al+ot2 . . . - .
A, = Hj HA+ aj V3 jt3 es imaginaria

IOn consecuencia, s6lo una raiz es REAL y las otras dos IMAGINARIAS y adem&s conj
gadas.

LA ECUACION DE CUARTO GRADO 0O CUARTICA
CORMA GENERAL: P(x) = ax*thx3+ ex*+dx+e= 0 a* o0 (4.13)

KESOLUCION DE FERRARI
Multipliquemos la ecuacién (4.13) por 4a Yy acomodemos los dos primeros términos :

4a2%4+ 4abx 3+ 4acx 2+ 4adx + 4ae = 0

(2ax2)2+2 (2ax2) (bx)+ 4acx 2+ 4adx + 4ae = 0

lumando y restando b2x2 para completar cuadrados :

(2ax2)2+ 2 (2ax2)(bx)+b2x2- b2x 2+ 4acx2+ 4adx + 4ae = 0

1]
o

(%ax2+ bx )2- (£>2- 4ac ) x 2+ dadx + 4ae
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Supongamos que existe un "y" tal que permite expresar ésta Gltima ecuacién como :
(2a*2+bx+y)2-( Mx+TV)2 = 0 (4.14)
En esa misma ecuacién, hagamos lo siguiente :

(2ax2+Dbx)2+2(2ax2+bx)y +y2- 2(2ax2+bx)y-y2- (fe2- 4ac)x 2+ Aadx + 4ae = 0

(2ax2+bx+y)2-{(b2- dac+4ay )x2+2(by- 2ad )x +(y2- 4ae)j = 0
Esto significa que :

(Mx+N )2 = (fe2- 4dac+4day )x2+2(6y - 2ad ) x + (y 2- 4ae)

de donde : M 2= b2- 4ac+4ay (4.15)
MN = by-2ad (4.16)
N2=yi-4ae (4.17)
Eliminando M y N de éstas, mediante : (MN)2=M2m=maN 2 setiene :

(by- 2ad )2 = (fe2- 4ac+ day ) (y 2- 4dae)

y3- cy2+ (bd- 4ae)y+ (4ace- b2e- ad2) = 0 (4.18)

A ésta ecuacion (4.18) se le denomina ecuacion cibica RESOLVENTE de la ecuacién cuartica.
De hecho esta ecuacién puede resolverse y obtener un valor para "y", lo cual garantiza la
existencia de aquel y la ecuacion cudartica (4.13) puede expresarse como (4.14).

De las relaciones (4.15) y (4.16) puede obtenerse los valores de M y N ,con los cuales de
la ecuacion (4.14) se obtendra :

2ax2+ bx+y+ Mx+ N =0 v 2ax2+ bx+y-Mx-N =0 (4.19)

Luego de resolver estas ecuaciones cuadraticas se obtendran las cuatro raices de la cuartica.

Sean rl1l , r2 , r3 y r4 las cuatroraices de la ecuacién (4.13). Supongamos que rt
y r2 se obtuvieron de la primera de las ecuaciones (4.19), obviamente r3 y r4 saldran
de la segunda. Pero, puede que no sea asi, de repente r xy r 3salen de la primera o tal vez
r, y r4 Es decir hay distintas formas en que las raices puedan obtenerse por pares de

aquellas ecuaciones (4.19). En realidad (y estopuede comprobarse de inmediato) existen sélo
3 formas distintas de aparear las raices en dos ecuaciones cuadraticas. Estas 3 posibilidades
las da los 3 posibles valores de "y" de la ecuacion cubica resolvente.

Basta con tomar sélo uno de los valores de "y" (se recomienda el mas elemental) para obtener-
las cuatro caicos de la cuartica. Si so tomara otro de los valores de "y", resultaran las misma.n
cuatro raices, s6lo que; apareadas do otro modo en las ecuaciones cuadréaticas.
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EJEMPLO

Hallar las raices de: X4-2%x3+ 2x2+4x-8 = 0

Acomodemos la ecuacion asi m  x4- 2x3+x2+x2+4x- S =0
(X2-X )2+x2+4x-8 =0

Asumiendo la existencia de "y" que permite acomodar la ecuacién asi :

(X2-X)2+2(X2-X)y+y2-2(xX2-X)y-y2+x2+4x-8 =0

(x2-a:+y)2-{(2y-1)x2-2(y +2);t+(y2+8)} =0
(x2-x+y)2- (Mx -N)2=0 ...(a)
de donde : M2=2y-1 , MN =y+2 , N2=y2+8
luego: (y +2)2=(2y-1)(y2+8) -> y3-y2+6y-6 =20
Resolviendo : y = 1 , Yy = VITi , y = - MM
Tomando y =1 : M2=1 , MN =3 > M =1, V=3 *)
y reemplazando en (a ), se obtiene :

{x2-x +1)2-(x-3)2=0

deaqui: x2-x +1+x-3 =0 \Y Xx2-x+1-x+3-0
x¢-2 =0 Y X -2x+4 =0
Resolviendo : x| = VW2 | x2= -2 ; x3= 1+V3~i , x4 = 1- W3t
Veamos lo que ocurre al tomar :y = VITi , entonces :
M2=2V6“ -1 , MN = <~6i+2
M2=- [+2i%6 ->M=V- 1+2V-6'=V~2+/~3" M=<2 +<3 i

MN = -fe 1+2 -> ('[2+'f3i)N = 42('13i +-f2) N = <2

En (a) ,se obtiene : (x2-x +716i)2-(( W2+ VITi) x- "2 )2=0

> X2-*+V6 /+(V2+'i3i)X-'T2 =0 v x2-x+VITi- (V2"®V3;)* +\HF= 0

- X2+ ('12-1+VIigx- V2+VITi =0 v x2- (V2% 1+V3'i)i +V2+VI?i = 0
X

X

(*) Notese que también M = -1 ,N~- - 3 vy con ellos el resultado es exactamente el minino,
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Luego:

Xj = -V-=2 X2=10-VTi Xg = ~2 X4 = i+w3¢

Estas son las mismas raices anteriores, pero fijese que resultaron apareadas
de modo distinto al caso anterior. EI lector puede comprobar que con
y = - VI Ti también salen las mismas raices pero con un nuevo apareamiento.

EJEMPLO 44
Resolver : X4-x3+x2+x+1 =0

Multiplicando por 4 y acomodando la ecuacion :
4X4- AX3+4X2+4Xx+4 = 0 -» (X4- AX3+ X2+ 3X2+ 4x +4

0
(2x2-x)2+3x2+4x+4 =0
Suponiendo la existencia de un "y" , que permite colocar la ecuacion asi :

(2x2- x)2+2(2%x2- X))y +yy2 2(2x2~x)y~y2+3x2+4x+4 =0

H (2x2-x+y)2-\(4y-3)x2-2(y +2)x+y2-4; =0
-» (2x2-x+y )2-(Mx-N)2=0 . (P)
de donde : M2=4y-3 , MN =y+2 | N =y -4

conlocual : (y+2)2=(4y-3)(y2-4) —>y3-y2-5y+2=0

3+V1T 3- W5
resolviendo : y =-2
Para y ——2 : = —11 , Afiv —0 — Af —V11i , N —0
En ((3) : (2x2-x-2 )2-(ilFix )2=0
Luego :
2x2- x- 2+a/TTix = 0 2x2-x-2-VI1lix =0
2x2- (1 - a/TTi)x-2=0 2x2- (1+VTTi)x-2 =0

Resolviendo :

(i =VTTi)£V( 1=V 11 ¢)i—4(—iy _ 1-VTTi +V 6=2\FIT¢
2(2)

(i+vu i)+v(|’+vu<',)(;-4(—4)_i+vi r¢+V 6+2Vvtt7
2(2) 4
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RESOLUCION DE DESCI

I 1 procedimiento seguido por René Descartes (1596 - 1650) para resolver la ecuacién cuartica
i 1dl) es : primero, eliminar el término cudbico mediante una sustitucién, y segundo, suponer

illlm! primer miembro de la ecuacién asi obtenida es descompuesta en dos factores cuadraticos.

liu la ecuacién (4.13), haciendo: x = y~~~I se obtiene :

a(y -t)i+b{y-~L)3+c(y-'L)2+d{y-te)+e =0
i lllego de efectuar las operaciones correspondientes , ademas dividiendo todo entre
V  resulta :

y* +Jt)/2+ sy+t=0 (420)
u.._le los coeficientes r, s yt se calculan en base a los coeficientes : a ,b,c , d ye.
(opongamos que (4.20) se puede expresar asi:

{y*+my+n){yl my+p) = 0 (421)
[i]|nrl,uando : y4+(n+p-m2)y2+m(p-n)y +np =0
W ilnnde: n+p-m2=r ; m(p-n) =s ; np =t
ili liimdos primeras : p+n = m2+ r ; p-n = 2

—2p = m2+r+— : 2n = m2+r- —
m m

[fimi la tercera : dnp = 4 —¥ {2n)(2p) = At

(m2er  D{marre) =4 = (m2+0)2-(5)2= &

— mfi+2rmd4+(r2- 4i)m2- s2= 0
I' i iill una es una ecuacién cubica en "m2' que necesariamente posee una raiz real; de la
Itinl imi posible hallar m y con él se pueden hallar n y p. Entonces la ecuacién (4.21) puede

*hi va K'Huelta.

EJEMPLO 45
Hallar las raices de la ecuacion : X4+ 4x3+4x 2+ 5x- 2 = 0

Usando la sustitucion x =y - 1 paraeliminar x 3 .resulta
(y-1)4+4(3-1)3+4(y-1)2+5(y-1)-2 =0

— y4-2y2+5y-6 =0
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Asumiendo que ésta se descompone asi:

(y2+my +n)(y2-my+p)

1l
o

i
<

— y4+(n+p-m2)y2+m(p-n)y +np =0
luego : n+p-m2=-2 , m(p-n) =5 , np = -6
; . _ 2 _ 5
de las dos primeras : p+n=m"~"-2 , p-n=—=

puede usarse la segunda identidad de LEGENDRE asi:

(p+n)2-(p-n)2=Apn — (mMm2- 2)2-("-)2=4(-6)

— m2(m2-2)2+24m2- 25 = 0 — mfi- 4/nd+ 28m2- 25 = O

De aqui esfacilverque: m2=1 — m =1

calculandon y p

p+n- -1 , p-n =5-“p =2 , n=-3
en(y):
(y2+y-3) (y2-y +2) =0
— y2+y-3=0v/ -y +2=0
-ixali3d itvy i
yl2*“ 2 N34 — 2
-itVI3 1+VT¢
Como:x =y-1 — *i2= - Aemee ~1 > x34=-—- N - 1



ECUACIONES
ESPECIALES

ICUACION BiNOMIA

I'ORMA GENERAL: ax"tb =0 ; a>0, 6>0, ne Z+ (5.1)
mmucrn
Iiir comodidad, los coeficientes a y b de (5.1) se han considerado numeros reales
(iimilivos; pero si éstos, en general, son niumeros complejos puede seguirse un procedimiento
Mimlogo. Los casos n = 1 y n=2 son los mas triviales y ya han sido tratados
unici iormente.

i< los nGmeros complejos, recuerde que :

2kn 2kn
i 7 cosO + isenO = eos +isen k= 0,1,2, ...,(n-1) (5.2)
n n
\ /
Y R— 2k + 1 .. 2k+ 1
| r{/cos'l”|+ isernt = oos£ ————— y ——)——T+ |sen-(—---—-+n——)——9 ;A= n0,1, 2,...,(u-1) (.3)
n
liinol: ax“- b- 0
"o G A" = - > *n=£ (1 > W= |- VT
ax b -» 3 n a( ) » Va
llmindo (5.2) :
2kn 2kn
Vv ros + i sen (5.4)
n
\
donde : k=0,1,2,...,(n-1I)
tuno*®2: axn+b= 0
axn = -6 xn = _b =" (=1) > * = i/- T"T
a a ya
tjjmiido (5.3)
2A+ 1) 7 2k+ 1

eos( ) n( )= (5.5)
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En ambos casos — espositivoy OJ— debe efectuarse en IR ; esdecir, se debe considerar
sélo su raiz aritmética. Para cadavalor de "k" se obtiene unaraiz; como "k" toma los valores
desde 0 hasta (n- 1), habranentotal "n" raices dela ecuacién binomia.

Ejemplo 46

Resolver la ecuaciéon : 64*6- 27 = 0

La ecuacion corresponde al caso 1con :n = 6 ,a = 64 ,b = 27, entonces
por (5.4) se tiene :

2kn 2kn
k=0,1,2,3,4,5
¥ . J3
k=0 lg (i+¢+0)
K = 1 il eOSD"‘isenD f3 f1.V3 . iz 3
2 (0] (6] 2 2+ 2 1 *2 " 4 +41
_ U eoszn+iseng|£ vir i vor. vir 3
K 2 2 o] o] 2 -2+ 21 4 +
A3~ 1
k = 3 x4 = [e0s 7L+ ¢sen n] = [- 1+ia0] y e = —
) 4 eos4n 4it i wvir. « VT 3|.
= Sr- o+ i j— -> - - — -5 -
(’ O 1 sen O 5 44
il 57 . 5% V3 3.
k = 5: eos +isen-j-
2
EJEMPLO 46
Hallar todas las raices de la ecuaciéon : x0+32i = 0

No esta dentro de los casos considerados, pero podemos resolverla asi :

. 3n . 3t
- | 32(eos + i sen )

Usando la formula de D’'MOIVRE
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. MANDO QUISPE P. 53
7a . 7Hr
1 : X2=2 eos— +isen—
K 5 v 11 ti+1 11 n
= DX — —+1sen
RRET)] 10
3T 3n" .
—3 : x4 —2 eos—2-+isen - 2(0+i(-1)) — xc 2i

4 5 197 197
DX, = eos + 1 sen
10 10

ICUACION TRINOMIA

i ORMA GENERAL : axIln+bxn+c =0 abe* 0 , ns | + (5.6)

IHJHUCUN
It nota que (5.6) es una ecuacion cuadratica en "xn" .De modo que usando la sustitucion :
t" y , laecuacién quedara asi:

ay2+by+c =0

|mrestriccion abe * 0 significa que ninguno de los coeficientes : a , b 6 ¢ es nulo.
liu'KO :
- b+ V~i>2- 4ac -6-V62- 4ac
y = 4 y
2a 2a
. - b+'lb2- 4ac b-"'Ib2- 4ac
nb decir : X = v X =
2a 2a
Kminda parte, usando los detalles de la ecuacién binomia, se obtienen n raices,
ftn total 2/j raices de la ecuacion (5.6)
EJEMPLO 48
Resolver : x6+ 63x3- 64 = 0
Haciendo xs =y seobtiene: y2+63y-64 =0
dedonde: y =1 v y =-64 esdecir: x3=1v x3=-64
, k7 2k n
* x'" =1, por (54: x =eosS—r—+isen—— ,« =0,1,2
k=0 eosO+isen0 = 1 +0 «i
2n 2% '3 . 1
é+13 » = X2= ——+a—T3 *

k =1 :Xx2=e0s—-+isen—-
a (0]
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4n 4n
k =2 : x3=e0s—-+isen— A
(o] o) 2 2 2 2
x =-64 por (5.5): x=4 eos—(—%]'-f—l——)--zk1'sen-£-2-<‘3-J:—1——)-EI ,9=0,1,2
(6] O
/ n n\ J3 A
g=0:x,.=4 eos—+isen— :4('+----7 Xx4=2+2 i
v 3 3 V2 2

q=1 :x5=4(esn+isenrc) =4(-1+01) — x¢=-4

5n 51 ri V3 .
q=2: xfi=4 eos +1sen— =4 9 —-2-—z -» x6=2-2-fsi
\Y \Y /
ECUACION BICUADRADA
FORMA GENERAL: ax*+ bxl+c=0 , abe* 0 (5.7)

RESOLUCION
Observe que ésta es un caso particular de la ecuaciéon trinomia (5.6) para n = 2 De modo

que :
-b+V62- 4ac , -b-Vb2- 4ac
2a 2a
luego : x12 = % = -
9 2a X34 = ¢ 2a
<Considerando que : 62- 4ac = A , éstas raices se pueden colocar asi:

m + VA '-b - Va (5.8)
2a 2a ’
mb + VA b-~A

= -a X, = = -P
2a 2a
EJEMPLO 49
Resolver la ecuacién :  4x4- 37x2+9 = 0

Factorizando el primer miembro (mediante un aspa simple) se obtiene

(4x2-1)(x2-9) =0 -> 2x+1)(2x-1)(x +3)(x-3) =0

luego, las raicesson : x 1= X2 = 2 x4 =3
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~  EJEMPLO 50

Hallar las raices de la ecuacion : X4- 6x2+25 =0

Haciendo : x2 =y laecuacion se reduce a: y2- 6y+25 =0

6+V36- 100 i 2
—> Y T e - y = 3x4i -> x = 3x4;

*

X2=3+4i — x = £V3+4i

pero: V3+4i =V3+2(2,)=V3+2V-4 =V4+V-1=2+i

— X =+ (2+i) —= xj =2+i , Xx2=-2-2i
* X2=3-4i -» Xx=+V3-4 =+(2-1i)
dedonde: xs=2-i , x4= «~2+i
IKOPIEDADES DE LAS RAICES EN LA ECUACION BICUADRADA
I[P (5 8) se puede observar que el primer par de raices : x1 y X, son opuestas o

«luid ricas entre si,y el otropar: x3 y x4 también son opuestas entre si. Pero, en valor

Hlindluto, el del primer par es diferente al del segundo. Con esto, se tiene que :
Xi+Xg=0 , Xg+X4=0

v pilcando el teorema de CARDANO-VIETE , se pueden probar las siguientes propiedades :

I SUMADE RAICES : X1+ x2+ x3+x4= 0 (5.9)
H SUMADE PRODUCTOS BINARIOS: X1x2+ Xx3x4 = - (5.10)
I PRODUCTO DE RAICES : Xt-Xx2 X3 x4 = - (5.11)

n EJEMPLO 51

Una raiz de la ecuacién : 9x4-37x2+m = 0 es ~ . Hallar m
o}

Por tratarse de una ecuacién bicuadrada, si unaraizes x1= E) entonces

1
otrasera : x2 = - 3" Sean x3= 38 y x4=-p las otras dos raices.

Noétese que la suma de las cuatro raices es cero.
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1 *37
9+P2=Y P2=4 -» p=2vp = -2

Es indistinto tomar cualquiera de ellos. Con p = 2 , usando (5.11)

se tiene :
3M 3
ECUACION
DEFINICION : La ecuacién polinomial :
P = anxn+a.Xx +a, X +..+an_jx+an—0 ;ag+ 0

se denomina ECUACION RECIPROCA DE PRIMERA ESPECIE siy solo si se satisface la
condicion :

V x* 0 (5.12)

Si:
P{X) = aOxn+arx'l1l+a2i“ 2+..+an_1x+an=0 ; aQ* 0

es una ecuacién RECIPROCA DE PRIMERA ESPECIE entonces en P (x) los coeficientes de los
términos extremos, y de los equidistantes a ellos, son iguales ;es decir :

aj = an-i > v i=0,1,2, n

ademas, si unaraiz de la ecuaciébnes r (r * 0) entonces necesariamente otra raiz serd —
r

PRUEBA
Si: P(x) = aOxn+alxn~l+a2xn~2+ ..+an_Ix+an;a0O* 0
P{b =a™ b n+a'{b n-x+a*{b n-2+--+a» - A )+a»
— X" P(-) = a0+a xx +a2x2+ ...+ an_Ixn~x+anxn
X P(x) anx +anlx 1+&n-8Xn 2t ...ttmRx24axvtabd
Si'nui) lii definicién (5.12) siendo P (x) reciproca de primera especie

X"P(-) mP (x) , entonces :
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n n-1 n2 i . ii n-1l n2
aox +al% +az2x + .. +af_1x+CTj=alx +afi_Ix +aij_tx + o+ x+al
la identidad se satisfacesi: aO- an,a, = anl ,a2=an2 , etc

Es decir : a¢=an_ , Vi-0,1,2,...,»

Por otro lado, r es unaraiz de la ecuacién reciproca de primera especie :
P(x) =0, entonces: P(r)=0 , r* O .. (a)

Como: 3“P(—X) s P(i) , Vx~O , enparticular : r"P(r—)zP(r)
luego, en (a) setiene :

P(r) =0 — r"P(-)=0 , y como r*o P(-)=0
listo significa que . es también raizde: P (x) = 0.

EJEMPLO 52
Las siguientes ecuaciones : 2x,J- 5x2- bx+ 2

1
o

X4+ 3x3- 7x2+3x+1S 0
3x5-x3-x2+3 =0

son RECIPROCAS de PRIMERA ESPECIE. En cada una, fijese que los coeficien-
tes de los términos extremos y los coeficientes de los equidistantes a ellos son

iguales.
o1 1 INTCION : La ecuacion polinomial :
P(x) =aOxn+ailx'l~1+a2xn~2+ ... +an_1x+an= 0

m .1(nomina ECUACION RECIPROCA DE SEGUNDA ESPECIE si y solo si se satisface la
(tundicion :

p(—~x)- (_1)2<P{x) vV x* 0 (5.13)

IIOREMAI:'
Jii /(x) = a0Oxn+alx'l +a2x" +..+an_1x+an=0 , a0O* 0

ib mui ecuacion RECIPROCA de SEGUNDA ESPECIE , entonces el grado de la ecuacion n es
I'\k . el polinomio P (x) tiene un término central.
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Si — es PAR,los términos que equidistan de aquel término central cuyos grados son pares
tienen coeficientes iguales , pero aquellos cuyos grados son impares tienen coeficientes de igual
modulo y con signos opuestos, asi :

ai=an-i »vy =0,2,4, ...,n mani >v ¢=1»3,5,...,(n-1)

En cambio , si — és IMPAR sucede lo contrario , es decir , los equidistantes de grado par
tienen coeficientes iguales en médulo pero de signos opuestos y los de grado impar coeficientes
iguales.

Ademas, si una raiz de la ecuaciénes r (r 0) necesariamente otra raiz sera

La prueba de este teorema es similar al anterior, de manera que la dejamos para que la realice
el lector.

Lo mas resaltante del teorema es que afirma que NO existen ecuaciones reciprocas de
segunda especie con grado impar.

EIBVPLO 53:
Las ecuaciones siguientes : 3x4- 2 x +5x2+2x+3 = 0

xfi+ 4x5- X 4-x s+x2+4x-1 =0
Xxa-5x7+2x5-9;c4-2x3+5x+1 =0

son reciprocas de segunda especie. En cada una, el lector puede verificar lo
que afirma el teorema.

RESOLUCION DE LA ECUACION RECIPROCA

El procedimiento para resolver ecuaciones reciprocas consiste en emplear el criterio do
(‘autorizacién de polinomios reciprocos, como se indica en cada caso:

CASO 1 : RESOLUCION DE LA ECUACION RECIPROCA DE PRIMERA ESPECIE

Si la ecuacidn es de grado PAR, se procede asi :
En el primer miembro, el cual es un polinomio reciproco, se factoriza de todos los
términos la parte variable del término central (asumiendo que éste es completo y
ordenado).

A continuacién , se agrupan los términos extremos y los equidistantes a ellos.

Luego, se realiza la sustituciébn : x+—= a
X
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y con esto, se demuestran las siguientes posibles sustituciones :

(x+-)2=a2 -» x2+\+2 =a?2 x2+-\ = a2-2
(X+- —d"™ —> XM g+3Xx- (x+ ) —ar —> xr+ o —car—3C
. . .
(x2+_1,3’2: (::12-2)2 — x4+—1+9: a4-4ja 2+4 -> x4+—1 = a4-41a2+£]
X X X

y asi sucesivamente.

- El resultado de todo esto sera un nuevopolinomio mucho mas simple de factorizar.
Una vez conseguida la factorizaciéon se repone el cambio inicial, es decirse sustituye

a por X+
X

* Si la ecuacion es degrado IMPAR, entonces una raiz de la ecuacién, oes "1" o sino

1"y por lo tanto un factor del primer miembro P (x) serd (x- 1) ode lo con-

trario (x+ 1). Por el teorema del factor, la ecuacion se expresara asi:

(x-1)Q (x) =0 6 (x+1)-Q(*) =0
donde Q (x) resulta ser también un polinomio reciproco y de grado par, y su
factorizacion es como lo anterior.

EJEMPLO 54 :
Hallar todas las raices de la ecuacién :

2xfi+x6-7x4+8x3-7x2+x+2 =0
Se trata de una ecuacién reciproca de primera especie de grado par. Factori-
zando x 3 de todos los términos :
7 1 2
2X'+x —Ix+8— + ¢ *3 =0
X x' X~

Agrupando los términos extremos y los equidistantes aellos :

=0
Haciendo el cambio: x+— = a , alreemplazar se obtiene :
X
x3[2(a3-3a)+(a2-2)-7(a)+8] =0 -> x3(203+a2-13a+6) =0

Factorizando el polinomio entre paréntesis y reemplazando "a"

x3(a-2)(a-3)(2a +1) =0 -> x3(x+1-2)(X +~-3) 2(X+x_)+l =0
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3NX2-2x+ 1 (x2-3x+1)(2x2+x+2 % 2 2 2

t =0 -» (ar-1l) (* -3i+l)(2* +*+2)=0
Luego : (x-1)2=0 , x2-3x+1 =0 , 2x2+x+2=0

3+ VIT -1+V15i
> X12 = A ' *3,4 = 2 ’ * 56 = 4

Se puede comprobarque : x2= — |, x4= — y Xx6= —
EJEMPLO 55 :
Resolver la ecuacion : 2x5+ 7x4+ 12x3+ 12x2+ 7x+2 = 0

La ecuacion es reciproca de primera especie y de grado impar entonces
necesariamente una de sus raices es 1 6 sino - 1. Se nota que ésta raiz es
- 1y por el teorema del factor la ecuaciéon quedaré asi :

(x +1)*Q(X) = 0 — (x+1)(2x4+5x3+ 7x2+5x+2) =10

Usando el procedimiento, detallado en el ejemplo anterior, para el polinomio
entre paréntesis, se tiene :

5 2
(x +1) x 2X +5X+ 7+ —+ -0

X x°
(x+1)x¢ 2 Al+5 +7 =0

Haciendo x+—= a
X

(x+1)x2[2(a2-2) +5a+7] =0 -> (x+ 1)x2(2a2+5a+3) =0
(x+1)x2(a+1)(2a+3) =0 -» (x+1)x2(r+~+1)[2(x+"~)+3] =0

2 (xemx+1)i2x,+3x+21 2 . rt2
(x+ 1) x =0 — (x+1)(* +x+1)(2x +3x+2) =0

x +x+1 =0 2x2+3x+2 =0
- 1+V3 i -3+VTi
X2S - o '4,5
Voh(i(JUiMJue : x3 = — y que: x5= —
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(ASO 2 : RESOLUCION DE LA ECUACION RECIPROCA DE SEGUNDA ESPECIE

Recuerde que unaecuacion de este tipo sélo puede ser de grado pary, el procedimiento
para resolverlo es andlogo al caso anterior, sélo que aqui la sustitucién a emplear

es: X-—=a Yy en base a ésta se prueba que :

X-— =a2 -» x2+-\-2 = a2 -> x2+-\ = a2+2
X X X

(x-—)3=a3 — x3- -3 —(x&x—) = a3 — x3--\ = al3+3a
X X 3 X X x 3

x*+~ | = (a2+2)2 — x4+ +2 = ad4+4a2+4 -> x4+/°r = ad+4a2+2

y asi sucesivamente .

EJEMPLO 56:

Resolver la ecuacion : 2x4+ 5x3- 7x2- 5x+2 = 0

La ecuaciéon es reciproca de segunda especie, entonces desarrollando el
procedimiento.

2x2+5x -7 --+-% =0 — x2 2(x2+-"-)+5(x-—)-7 =0
X X2 X 2 *
\% 7
Haciendo: x- —= a
X
x2[2(a2+2)+5(a)-7] =0 -» x2(2a2+5a-3)=0
r i i 1 1
x2(2a-1)(a +3) =0 2(x—;)—1 IH';‘;+8

=0 -> (2x2-x-23(x2+ -1)=0

— 2x2- X 2 =0 ; x +3* -1 =0
1+VT7 w3+ VT3~
Observe que : x, = —— ytambiénque: x.= ——
Xj x 3
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EJEMPLO 57 :
Hallar las raices de la ecuacion :

2X6-9 x5+ 7x4+ 12x3-7%x2-9%x-2 =0

Como la ecuacién es reciprocadesegundaespecie,se tiene :

2x3- 9x2+ 7x+ 12 - —- - —t
X X X
2(X3-Mt)-9(x2+-\) +7(x--)+12 =0
X . X ¢, X
Haciendo:x-X—=a:x'[2(a'+3a)-9(a +2)+7a+12]1 =0
x3(2a3- 9a2+13a-6) =0
x3(a-1)(a-2)(2a-3) =0
Reponiendo : fe o 2.1 "% 1.8 2(x--)-3
X X X
v /
fx2-x-1) x2-2x-1 2x - 3x- 2
— X =0
{ x In 7 \
-> (x2-x-1)(x2-2x-1)(2x2-3x-2) =0
— x2-x -1=0 x -2x-1=0 , 2x2-3x-2 =0
1+Ww5
> X34 = ~A~nn ' X5~A"r*' "'X6~~"2

Compruebe que : x, =



TRANSFORMACION DE LAS RAICES
DE UNA ECUACION POLINOMIAL

m [HCMMEHTO O DISMIHUCION Di IAS RAICES EH UHA MISMA CANTIDAD

Sean {r1>r2>r3>--->r;j conjunto de las n raices de la ecuacion polinomial :
P(x) ~ a0xn+al xW~1+ a2x11-2+ ...+ an_1x+an=0 , a0/ O (5.14)

Se quiere obtener una nueva ecuaciéon de la forma :

Q(X) = bOXxI+b1lxn~1+b2xn 2+ ..+bn_Ix+bn- O ; bO* O (5.15)
lui que sus raices sean las de P = O , pero agregadas en una misma cantidad
li(h * O) ,esdecir :

{rt+h ;r2+h ; r3+h ; ...; rn+ A} (5.16)

('uando h > O , se tratard de un INCREMENTO de las raices y cuando h < O una
DISMINUCION de las mismas.

l,aecuacion (5.14) podemos colocarla asi :

P (x) = ao(X - rl')(X ~-r2')(X - r3>mmm(-X ~ rn’) = 0 > ao ~ O
:mHustituimos Xx por x-h ,estaecuaciénquedaréaasi:

P(x-h) = a0(x-h-rl){x-h-r2)(x-h-r3)...(x-h-rn) =0

ilunde se nota que sus uaices son las del conjunto dado en (5.16). Esto quiere decir que la
nueva ecuacion se obtiene asi:

Q(x) = 7 (x-n) = 0

1.negd, haciendo la sustitucién x por x-h en (5.14), resulta que :
Q{X)~ao(x-h)n+al{X- h)nl +a2(x- h)n 2+... +an_1(x- h) +an-O (5.17)

an lu ecuacion que se pide. Para llegar a la forma (5.15) se tiene que desarrollar cada una
iln las potencias indicadas y las reducciones correspondientes en forma ordenada. En los
iunos N = 1;2 6 3 ésto resulta sencillo, pero cuando n > 4 aquello puede ser muy
luitorioso. Vamos a detallar un método practico para formar la ecuacién en esos casos.
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Recordando el algoritmo de la divisién: D = d gq+R , dividimos en forma sucesiva
P (x) entre (x +h), hasta obtener un cociente constante ,y averigiiemos el residuo en
cada caso. Asi:

P(x) = (x+h) .gl(x)+R1 qj(x) esdegrado n- 1
gX(x) = (x+h).q2(x)+R2 g2 (x) esdegrado h- 2
gi(x) = (x+h).gq3(x)+R 3 q3(x) esdegrado n- 3
9n-2(;t) = (i +A)-9,_i(i) +fin_! , gn_1(x) esdegrado!
?,-1<*) = (x+h)gn(x)+Rn , qn(x) esdegrado0->gn(x) =c* O
donde losresiduos: R1, R2 , R3 , ... ,Rn |, Rn sonconstantes (de grado 0)
Entonces :

G,-1(*) =c(x+h)+Rn

<, 2(1)=[c(x+h)+Rn](x+h)+Rn_1

9,-3(x)=1[c (x+h)+Rn](x+h)+R,,_1}(x+h )+Rn_2

I, (*) = {mm. {{[c(Xx+h)+Rn~\(x+h)+Rn_I}(x+h)+Rn_;,\...}(x +h) +R2

/7 (x)=((. ({[c(*+fe)+Anl(x+/Zi)+An I}(x-A)+Bn_2}...}(x +/i)+i?2}(x +ft)+iil
Efectuando operaciones en esta ultima :

P(X) = ((..({c(x+h)2+RJIx +h)+Rn_j \(x+h)+Rii 2)... J(x+ft)+Ffi2}(x +f)+iil
7 (x) = {{ .. {c(x +/0)3+ft, (x+h)2+Ri:1(x +h)+Rfi_2}.. .i(x+h)+R2\(x+h) +R 1
I(»)-( c(x+h)" "+R, (x+h)"~2+Rn_j(x+h)" "3+ ;32 (x+h)"~4+ .. .+R2}(x+h)+R j

/’(i) me{x+h)" +Rn{x+h)" "+Rn_i(,x+h)n~2+Rn_2(x +h)"~'3+...+R2(x+h)+RI
Ilm imido In sustitucion x por x-h en ésta dltima , obtenemos :

LU i" %430 | x"*+R ,X"~3+. (5.18)
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(Comparando (5.18) con (5.15) se tiene :
bo=c=4ao0 ,b1=Rn,b2=Rn_1,b3=Rn2
Kn resumen , al dividir P ix) sucesivamente entre {x + h ) los residuos obtenidos son

(aexcepciéon de b Q) los coeficientes de Q (x) pero en orden invertido.

EJEMPLO 58:

Si ja,b,c,d} sonlas raices de la ecuacién : 2x4-5xs+x2-x +3 =0 ,
hallar otra ecuacién cuyas raices sean : ja +2,6 +2,c+2 ,d +2j

Se trata de incrementar las raices en 2 unidades, es decir th = 2 (h >0)
En la ecuacion, sustituyendo x por x-2 se obtiene :
2(a:-2)4-5(a:-2)3+(a:-2)2-(x-2)+3 =0

y ésta es la ecuacion pedida ; s6lo queda efectuar las operaciones y
reducciones correspondientes. Una manera de obtener la ecuacién ya desa-
rrollada es asi :

Dividiendo P (x) = 2x4- Sx3+x2- x+3 entre (x +2) , usando la
regla de RUFFINI, se tiene :

2 -5 1 -1 3

-2 -4 18 -38 78 ijjCx) = 2x3- 9*" +19%- 39 ; i?j = 81
2 -9 19 -39 81

Es decir :

P (X) =2x4- 5x3+Xx2- X +3=(Xx +2)(2x3- 9x2+ 1%- 39)+ 81 ...(a)

Ahora, dividiendo g 1(x) entre (x+2)

2 -9 19 -39
-2 i -4 26 -90 N~ Qg2(x) = 2x - 13x+45 ;R 2= - 129
2 - 13 45 - 129
Es decir :

gi(x) = 2x3- 9x2+ 19x-39 = (X +2) (2%2- 13%+45)- 129 ..(p)



Asimismo q2(x) entre (x+2)

2 -13 45
-2 - 4 34 2x- 17 Rs = 79
2 - 17 79
esdecir: q2(x) = (x+2)(2x-17)+ 79 ome(Y)

Finalmente q3(x) entre (x+2) resulta:gs(x) ={x+2)2-21 ...(8)

osea: (g4(x) =2 , fl4=-21

Reemplazando (8) en (y) , luego (y) en (P)y asi hasta llegar a (a) se
observa que :

P(x) =2x4-5x3+X2-X +3 = |2(x +2)~21 |(*+2)+79|(*+2) —129 (x+2)+81

P(x) = 2*4-56c3+x2-x +3 = 2(x +2)4-21(x +2)3+79(i +2)2-129(x+2) +81
Haciendo la sustitucién de x por x-2 , resulta:
P(x-2) = 2(x=2)4-5(x-2)2-(*=2) +3 = 2x“ -2l x3+79x2-129 x + 81
Por lo tanto, la ecuacién pedida (desarrollada) es
Q(x) = 2x4-21x3+79x2- 129x+81 = O

El procedimiento anterior puede simplificarse como se muestra en el ejemplo
siguiente .

EJEMPLO 59
Hallar una ecuacién polinomial cuyas raices sean las de :

x5-x3+2x2+x-4 =0
Pero disminuidas en 1L

Supongamos que las raices de la ecuacion dada sean \a ,b ,c,d ,e) ; quero
mos obtener una ecuacién cuyas raices sean :

la-1,6-1,c-1,d-1,e-1} , donde h=-1<0

Dividiendo sucesivamente entre  (x - 1)
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Luego, la ecuacion pedida es: x5+ R 5x4+ R4x3+Rax2+R2x +R 1=0

Z S+ 5x4+ 9x3+9x2+ 7x- 1 =0

ILIMINACION DEL SEGUDO TERMINO

Liim procedimientos para resolver las ecuaciones cubica y cuartica, desarrollados por
I'AKTAGLIA Y DESCARTES respectivamente, parten de la eliminacion del segundo término
Jinii(Juellas ecuaciones. Es decir :

i» ecuacion: ax3+bx2+ex+d =0 ; a * 0 sedebetransformaren x3+px +q =0

I mocuacion : ax4+bxs+ex2+dx+e =0 ; a¢ 0, en x4+rx2+sx+t =0

Jmo se consigue incrementando las raices en una cierta cantidad h de modo que aquellos
ii i minos desaparezcan de la ecuacion.

Jon (5.17) , al efectuar el desarrollo, los primeros términos son :

QlIx) = a0Ox',+(aj-aOnh)xn~1+(a2-alnh +ao— —.h2)xn~-2+...= 0
L - ai .
M lid-mino en xn~l {elsegundo) se eliminasi: al-aOnh =0 -> h =" : ; es decir
23

I raices de la ecuacion P{x) = 0 se debenincrementaren h = --—---

lini a eliminar el segundo término.
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EJEMPLO 60:

Eliminar el segundo término de la ecuacion : & +5x+2 =0

En este caso : apg -, - n =3 13 es

decir,incrementamos las raicesen h = - 2 unidades (h < 0). Haciendo

la sustitucién x por x+2

(x +2)3-6 (x+2)2+5(x+2)+2 =0
X3f 6Xx2+ 12X+ 8-6x2-24x-24 +5:+10+2 =0
0

— X3- 7x-4 =

EJEMPLO 61 :

Eliminar el término cubico de la ecuacién : 2x4- 24x3+53x2- 2 = 0
24 .
Ahora: a, = 2 A 24 =4 ' R =24 = 3.Setieneque

incrementar las raicesen h = 3 wunidades (h > 0) .

Usando la regla de RUFFINI, para efectuar las divisiones sucesivas.

Luego, la ecuacién es : 2x4+R 4x3+R 3x2+R2x+R 1= 0

2x4- 55x2+ 114x- 11 = 0

que ho puede expresar también como : X4--"x2+57x--~"- =0
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MULTIPLICACION DI LAS RAICES POR UN MISMO FACTOR CONSTANTE

Se desea obtener una ecuacién polinomial cuyas raices sean :
{ary ;ar2;ar3; __;arn) ; a* 0 (5.19)
Coloquemos la ecuacién (5.14) de la siguiente forma :
P(x) =a0O(x-rl)(x-r2)(x-r3)..,(x-rn) =0 ; a0* 0
Como a # 0 multipliquemos ambos miembros poran:
anP (x) = anmaO(x-rl1)(x-r2)(x-r3)...(x-rn) =0

. L X .
Haciendo la sustitucion x por — , se obtiene :
a

Q(x) =a»P(i) =aNaO(x-r1)(£-r2)(x-r3)...(£-rn) =0
Efectuando y simplificando , resulta :
Q(x) = anwP(~) = alO(x-arl)(x-ar2(x-ar3)...(x-arn) =0

De donde notamos que las raices de ésta ecuacion son los elementos dados en el conjunto
(5.19) y ésta es la ecuacion buscada. Lo cual significa que la ecuacién buscada se obtiene

asi :
Q(x) = an.P(*) =0

Luego, de (5.14), ésta ecuacién sera :

Q(x) =a"P(f) =a"[aO(™)" +al(J)"-1+a2(J)"-2+a3(J)"-3+...+a,] =0

Q(x) = aOx"“"+aa”x'l 1+ a2ma2xn~2+a3a3x'|l~3+...+anmaan =0

Nétese que ésta ecuacion se puede obtener directamente de (5.14) multiplicando los
términos de P (x), apartir del segundo, por a , a2 , a3,...,an respectivamente.
\Tenga cuidado'., para ésto P (x) debe estar completo ; de no ser asi , previamente

complete con ceros los términos que faltan.

EJEMPLO 62:
A partir de la ecuacién : 2x4- 523+ 7x- 1 = 0 ., forme otra cuyas raices

sean el doble de las de aquella.
Si las raices de la ecuacién dada son {a ,b,c,d} nos piden formar una
ecuacioén cuyas raices sean :2a,2b ,2c,2d (a = 2) . Entonces esa

ecuacion sera :

2X4- 25X 3+ 22m0X 2+ 237x- 241 =0 ~ 2x4- 10x3+56x- 16 = 0

que también se puede poner asi : x4-5x3+28x-8 =0
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RAICES SIMETRICAS

La ecuaciéon cuyas raices son :  {-rl,-r2,-rs,...,-rn} ,es decir las simétricas u
opuestas de las correspondientes raices de P (%) = O , se obtiene haciendo a = - 1 en
(5.19). Entonces la ecuacion sera :

Q(x) = a0Oxn-a Ixn~1+a2xn~2-a3xn~3+...+(- 1 )nman=0

es decir, resulta cambiando de signo a los términos de lugar par en P (x), pero siempre que
éste se encuentre completo y ordenado.

EJEMPLO 63
Hallar una ecuacién polinomial cuyas raices sean las simétricas de las de :

2x5-7x4+%2-3% +1 = 0

Suponiendo que sus raicesson: { a,b,c,d,e } sedeseaformar unt
nueva ecuacién cuyas raices sean las simétricas de aquellas, osen

{-a,-b c,-d,-e }. Completemos el primer miembro antes :
2X5-7x4+ 0x3+x2-3x+1 =0

Por la propiedad , cambiemos de signo a los términos de lugar par :
2ac5+ 7acA+ Qa3 - ac2- 3c- 1= 0

Luego , la ecuacion pedida sera : 2ac5+7x4-x2-3x-1 =0

I11. INVERSION DE LAS RAICES

Suponiendo que todas las raices de la ecuacién (5.14) son distintos de "cero", se quiero
obtener una ecuaciéon cuyas raices sean las inversas o reciprocas de aquellas , es decir

L J_ J_ J_ (5.20)
" Tr2'r3 rn

Poniendo la ecuacién (5.14) asi:

P(x) =al0@c-r1){x-r2)(x-r3)...(X-rn)=0 ; a0* 0

Haciendo la sustitucion x por —:
X

P{x) =a°(x~ri)(x~r2Hx~rah" (x~r') =20

Corno i i 0 ,multipliguemos por xn
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x"P (i) =*n.'a0(i-rl)(i-r2)(i-r3)...(i-rH)y =0

Efectuando y simplificando, resulta :
Q(x) = za0(l-rr D)(l-r2-.(1-r3m*). ..(l-r,, x) =0
de donde se nota que sus raices son los elementos del conjunto (5.20). Esto quiere decir
que la ecuacion pedida se obtiene asi :
Q(x) = xnmwP (~) =0

Entonces de (5.14) se tendréa:

Q0 = x"P (D) = x [a0(")"+al(")"~1+a2()"2+ — =" 1(-)+a,] = 0

Efectuando y reduciendo, queda asi :

Q(x) = alO+alx+a2x2+... +an_1xn l+...+anx" =0

que también se puede poner asi:

Q(x) = anxn+an_Ix"~l+an_2x"~2+...+alx+a0- 0

y como se observa, ésta puede obtenerse directamente de (5.14) invirtiendo sélo el orden
de sus coeficientes. Y como antes , fijese que el polinomio esté completo y ordenado
previamente.

EJEMPLO &4:
Hallar una ecuacién cuyas raices sean las reciprocas de las de:

3x4- 4x3+2%- 5 =0
Completando antes: 3x4-4xi+0x2+2%x-5 =0
t
Invirtiendo el orden de los coeficientes , resulta :
- 5x4+2x3+0x2-4x +3 =0

ecuacion cuyas raices son las inversas de las raices de la ecuacion inicial.
Pero ésta, multiplicando por (- 1) ,puede también escribirse asi:

5x4- 2x3+4x—3 = 0
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IV. ELEVAR AL CUADRADO LAS RAICES

Se quiere obtener ahora una ecuacién cuyas raices sean los cuadrados de las de In
ecuacion (5.14), es decir :

(if .4 , ..., r} (5.21)

Colocando la ecuacion (5..14) en funcién de sus raices, asi :
P(x) = a0(x-r1)(x-r2)(x-r3)...(x-rn) =0 (5.22)
Haciendo la sustitucion x por - x
P(-x) =a0(-x-rl1)(-x-r2,)(-x-r3)...(-x-rn) =0
Que también se puede escribir asi.
P(-x) = aO(x+rl)(x+r2)(x+r3)...(x+rn) (5.23)
Multiplicando (5.22) y (5.23) miembro y a miembro y convenientemente :

P(x)-P(.-x) =al(x-r1)(x+r1)(.x-r2)(x +r2)(x-r3)(x +rs)...(x-rn)(x+rn)=0

P(x)-P(-X) = al~x2~r\)(x2-rl)(x2-r\) ...(x2-rB) =0
En ésta ultima, haciendo : x2 =y , resulta:

Q(y) =al(y-r\)(y-r\){y~rl)...(y-rl) =0
ecuacion cuyas raices son los elementos del conjunto  (5.21).

El procedimiento puede resumirse del siguiente modo: luego de efectuar la multiplicacion
P (x) mP (-x) |, resultaran sé6lo potencias pares de "Xx" y a continuacién se hace li

sustitucion : x2 por "y" (o si prefiere por "x" directamente, pero obviamente ésta
distinta de la otra).

EJEMPLO 65:

Dada la ecuaciéon: 2x3+x2-x +3 = 0 cuyas raicesson {a , B, Vi
hallar otra ecuaciéon cuyas raices sean : ja2 , (32 , y2}

Sea: P (x) = 2x3+x2-x +3 =0

Entonces: P (-x) = 2(- x)3+(-x)2- Xx)+3 =0

P(-x) =-2x3+x2+x+3 =0

P(x).P(—x) = (2x3+x2-x+3)(- 2x3+x2+x+3) =0



AHMANDO QUISPE P. 73 TEORIA DE LAS ECUACIONES

El lector puede optar por cualquier procedimiento que conozca para efectuar
esta operacion. Puede ser asi:

P(x).P{-x) = (x2+3)2- (2x3-X )2=Xi+ 6x2+9- 4a6+4x4- x2= 0

P (x).P(-x) = -4xfi+5x4+5x2+9 = 0

Sustituyendo x 2 por y , resulta :

Q(y) = -4y'i+5y2+5y+9 =0 6 Q(x) = -43cJ+5x2+5x+9 =0
gue también se podra expresar asi:

Q (x) = 4*3-5ar2-53¢c-9 = 0

y ésta es la ecuacién cuyas raices son : {oc2,(32,y2}



