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INTRODUCCION

La Geometria Analitica proporciona herramientas para tratar
multiples problemas en las ingenierias, puesto que debe indagar
sobre las ecuaciones que corresponden a curvas definidas por
alguna propiedad.

En un curso de Geometria Analitica, se dedica buen tiempo a la
solucion de ejercicios, dejando las aplicaciones que son de gran
utilidad al final del curso. Este libro, por el contrario, esta disefiado
con material apropiado donde se mezcla la intuicién, el rigor y los
problemas de aplicacion en cada capitulo.

En el desarrollo de este libro se encontraran:
Problemas de aplicacion

Los problemas de aplicaciéon que se proponen en este libro, han
sido elaborados a partir de notas de clase de Geometria Analitica y
el desarrollo del mismo, impartido en los diferentes programas de la
Facultad de Ingenieria en la Universidad del Quindio, muchos de
ellos son creacion propia y otros son parte del acervo matematico
comun.



Cuestionario

El libro tiene en la parte final de cada capitulo un cuestionario que
se constituy e en pruebas académicas de seleccion multiple con
Unica respuesta, las cuales constan de un enunciado y cuatro (4)
opciones de respuesta, identificadas con las letras: A, B, C, y D, de
las cuales una sola de las opciones responde correctamente al
enunciado. Software educativo

Hoy dia, el uso de tecnologias de la informacion y la
comunicacion son de gran valor para el desarrollo de las sociedades
actuales en relacion con lo econémico, lo cultural, el uso del tiempo
libre, lo politico y en lo educativo; por tal motivo, se plantean
ejercicios en los cuales deban explorar, hacer practicas y
experimentar construcciones con ayuda de material educativo
computarizado, que sirva de apoyo al desarrollo de los temas, en
este caso se trara del GeoGebra.
Actividades con software
Son Actividades para realizar construcciones con software de
Geometria Dinamica
Practicas
Son Actividades en las cuales se debe confrontar lo aprendido, a
trav és de algun tipo de ejercitador.
CONTENIDO DEL CD
El presente libro incluye un CD adjunto, en donde encontrara:
— Archivos que serviran de complemento y apoyo al libro en formato
pdf (se recomienda la versién 8 de Acrobat Reader).
— Software educativ o gratuito que servira de apoy o para hacer
demostraciones, practicas y construcciones (Licencia GNU).
— Aplicaciones en java que sirven de practica (se debe tener
instalado el java runtime) .

CAPITULO1

GENERALIDADES

1.1. Software educativo

Por software educativo, se puede considerar el conjunto de
recursos informaticos disefiados con la intencion de ser utilizados en
el proceso de ensefianza — aprendizaje. Se caracterizan por ser
altamente interactivos, a partir del empleo de recursos multimedia
como videos, sonidos, fotografias, diccionarios especializados,



explicaciones de experimentados profesores, ejercicios y juegos
instructivos, que apoyan las funciones de evaluacion y
diagnéstico1.

El software educativo puede ser transversal a los contenidos del
curriculo (Matematicas, Ciencias, Idiomas, Geografia, Dibujo, entre
otros), de formas diversas, dependiendo de la necesidad del
maestro, por ejemplo: cuestionarios, simuladores, ejercitadores,
graficadores, entre otros, que faciliten el proceso de ensefianza-
aprendizaje de forma estructurada, ya que el software educativo
puede ofrrecer un entorno amigable e interactivo de trabajo para los
estudiantes.

Para la ensefianza y la practica de las matematicas se han
utilizado dif erentes programas, algunos de uso general y otros
disefiados para el trabajo en areas especificas. El nivel de
complejidad de los programas va desde sencillas calculadoras, hasta
ambientes integrados CAS (Sistemas de Algebra Computacional) los
cuales permiten calculos simbdlicos y numéricos, al igual que
representaciones simbodlicas, de visualizacion y construccion de
modelos matematicos DGS (Sistemas de Geometria Dinamica),
dado que los objetos tienen una representaciéon dinamica a

1http://publicalpha\.com/ %C2 %BFque-es-el-sof tware-educativ o/
trav és de una ventana grafica.

Podemos citar entre otros programas el Derive, Mathlab, Mapple
y Mathematica en el caso de CAS y el Cabri, Reglay Compas,
Sketchpad y Geogebra para el caso de los DGS.

El uso de materiales educativos computarizados (Mec) en la
ensefianza de las matematicas juega un papel decisivo a la hora de
cubrir las expectativas planteadas, permitiendo que el estudiante
tenga una nueva vision de las situaciones propuestas y se sienta
participe de su propio aprendizaje.

1.2. Lageometriay las Tic

Las tecnologias de la informacién y la comunicacion, conocidas
en forma simplificada como Tic agrupan un conjunto de técnicas e
instrumentos, principalmente internet, informatica y
telecomunicaciones, que facilitan el intercambio de informacion.

Las Tic constituy en una herramienta de acercamiento,
motivacion y de responsabilidad al conocimiento, siempre y cuando
exista una seleccion critica de la informacion, conv eniente para el



proceso de ensefianza
— aprendizaje, de lo contrario el valor de las Tic resulta insulso y

adictivo a otras actividades para nada provechosasz, las Tic como
instrumentos para hacer mas agradable la vida, han incursionado en
todas las disciplinas del saber humano y la educacién no ha sido
ajena a su utilizaciéon. Es asi como modernamente encontramos
diferentes usos en procesos administrativos, didacticos y
pedagogicos.

El uso de calculadoras, materiales educativos computarizados,
cursos virtuales y paginas web son algunas de las formas como son
utilizadas, para facilitar el aprendizaje de todas las disciplinas,
incluidas las matematicas y la geometria en particular.

Las calculadoras y computadores han impactado sobre las
practicas cotidianas, pero se nota mas el impacto epistemolégico
(Balacheff & Kaput, 1996), esto se debe fundamentalmente al
proceso de reificacion de los objetos matematicos y a las relaciones
entre ellos que el estudiante puede activar en los entornos
interactivos computacionales; esto permite una forma de actividad
mucho mas directa que la posible anteriormente. Este nuevo
realismo matematico, hace indispensable la extension de la
transposicion didactica a los contextos computacionales, dando lugar
a

2 Aristizabal Z. Jorge H, Potencialidad y movilidad del
conocimiento desde las comunidades virtuales como horizontes
emergentes de con-formacién del sujeto implicado, U.C.M, 2009. pg.
70
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una transposicién informatica (Balacheff, 1994).

La Geometria Analitica ha tenido gran importancia en el desarrollo
de las matematicas, unificando los conceptos de analisis (relaciones
numéricas) y de geometria (relaciones espaciales). La geometria
analitica se ocupa de dos tipos clasicos de problemas:

a. Dada la descripcion geométrica de un conjunto de puntos,
encontrar la ecuacioén algebraica que satisface dichos puntos.

b. Dada una expresion algebraica, describir en términos geométricos
el lugar geométrico de los puntos que cumplen dicha expresion.

En el aula convencional, sélo es posible explorar un nimero
limitado de problemas, pues los desarrollos algebraicos o el calculo
de tabulaciones suelen ser exhaustivos. Con el apoy o de software,
estas exploraciones pueden hacerse mas agiles e incluso elevar el



nivel de complejidad de los planteamientos de los problemas.

El software de Geometria Dindmica posee herramientas graficas
e interactivas, que permiten definir y manipular expresiones
matematicas que representan figuras geométricas, derivadas de la
ecuacion general de segundo grado.

Existen varios programas de Geometria, aunque son similares, cada
uno tiene caracteristicas particulares:

Cabri-Geometre . Es el mas antiguo y por ello tiene la ventaja de
tener el may or nimero de desarrollos efectuados por usuarios, esta
incluido en algunas calculadoras graficas de Texas Instruments. Es
sin duda el mas utilizado, aunque tiene algunos fallos de continuidad
debido a su codificacion interna, su pagina web es
http://www.cabri.com/.

GeoGebra . Programa muy similar a Cabri en cuanto a
instrumentos y posibilidades, pero incorpora elementos algebraicos y
de célculo, es decir, la integracion de DGS y CAS. La gran ventaja
sobre otros programas de geometria dinamica es la dualidad en
pantalla: una expresion en la ventana algebraica que corresponde
con un objeto en la ventana geométrica y viceversa. Desarrollado
por Markus Hohenwarter, Es un programa libre y gratuito, con
licencia GNU (General Public License), su pagina web es
http://www.geogebra.org.

Sketchpad. Es tan antiguo como Cabri y con gran difusion en
Estados Unidos. Tiene todas las cualidades de Cabri y ademas
cuenta con posibilidades de tratamiento y estudio de funciones, lo
que permite ser utilizado también en temas distintos de los
estrictamente geométricos, su pagina web es
http://www.dy namicgeometry.com/

Cinderella . Tiene la ventaja de estar programado en Jav a, posee
potentes algoritmos, utilizando geometria proy ectiva compleja, un
comprobador automatico de resultados y la posibilidad de realizar
construcciones y visualizar en geometria esférica e hiperbdlica. Por
el lado negativo no admite "macros", pequefias construcciones
auxiliares que son de utilidad, su pagina web es
http://www.cinderella.de/tiki-index.php

Ry C (Reglay Compas), también esta programado en Java,
traducido al castellano; tiene la ventaja de ser de libre uso y gratuito.
Permite la exportacion de ficheros a formato html para visualizarlos
con cualquier nav egador. Tiene presentaciones similares a Cinderella
o Cabri aunque es menos v ersatil.

GEUP. Esta programado por el espafiol Ramén Alvarez Galvan. Se
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puede descargar desde la pagina www.geup.net.

WinGeom . Otro excelente programa geométrico que no tiene
nada que envidiar a los programas comerciales. Permite trabajar con
herramientas de construccion y medida, tanto en el plano como en el
espacio. Incorpora la posibilidad de trabajar con geometria esférica e
hiperbélica. Forma parte de un conjunto de distintos programas
conocidos con el nombre de "Peanut Software" desarrollado por Rick
Parris de la Phillips Exeter Academy Mathematics Department de
Exeter. Su pagina web es http://math.exeter.edu/rparris/.

1.3. Software de geometria dinamica

GeoGebra, segln sus propios autores3, es un software
interactivo de matematicas, disefiado para permitir la realizacion de
construcciones de geometria, algebra y calculo, tanto con puntos,
vectores, segmentos, rectas, secciones conicas como con
funciones que a posteriori, pueden modificarse dinamicamente.

3 Markus Hohenwarter y un equipo de trabajo en el instituto
Geogebra que tiene sedes en todo el mundo. En Colombia lo

1"



representa el Grupo GNOMON de Medellin que esta bajo la
responsabilidad académica del grupo de inv estigacion en didacticas
matematicas, basicas y aplicadas del Instituto Tecnoldgico
Metropolitano.

1.3.1. Uso del GeoGebra

GeoGebra es un software de matematica que reine geometria,
algebra y célculo (CAS+DGS) con la capacidad de realizar una
amplia variedad de graficos en dos dimensiones. Por un lado,
GeoGebra es un sistema de geometria dinamica y por otra parte, se
pueden ingresar ecuaciones y coordenadas de los objetos
directamente. Asi, GeoGebra tiene la potencia de manejarse con
variables dependientes vinculadas a nimeros, vectores y puntos;
permite hallar derivadas e integrales de funciones y ofrece un
repertorio de comandos propios del analisis matematico, para
identificar puntos singulares de una funcién, como Raices o
Extremos, al igual que se pueden ingresar ecuaciones y
coordenadas directamente.

1.3.2. Instalacién

Geogebra en su pagina web, http://www.geogebra.org, ofrece tres
formas diferentes para instalar el software en la opcion de
descargas, las cuales son:

. Descargar e instalar

En esta opcién se puede descargar un archivo de instalacion y
luego ejecutarlo, tiene la ventaja de transportarse en una USB e
instalarlo en varios equipos.

. Localmente

Esta instalacion es directa en el computador, pues no descarga
ningun archivo; necesita de internet para instalarla.

. Webstart

Esta opcion no instala ningln archivo en el computador, por lo
tanto, cuando reinicie su equipo él no estara instalado, la desventaja
es que necesita estar conectado a internet para poder funcionar.

Después del proceso de instalacion, puede ejecutarlo desde la
opcion Inicio, Geogebra. Si la instalaciéon y ejecucion fue exitosa,
debe aparecer una ventana principal como la que se aprecia a
continuacion:
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Figura 1.1: Interfaz principal Geogebra.
Esta interfaz principal esta dividida en 5 bloques en los que se
pueden destacar varios aspectos como:

Barra de menus
archivo Edita Visualiza Opaones Herramientas Ventana Apuda

Ayuda

www.geogebra.org
GeoGebra Forum

GeoGebraWiki

- ORQ ®

Sobre GeoGebra/Licencia

Figura 1.2: Barra de

Mends.

Esta barra de menu esta situada en la parte superior de la
pantalla y muestra una lista de comandos, referentes a la aplicacion,
segun el menu en el que se encuentre.

Si es necesario, se puede sacar una hoja de calculo para el manejo
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de datos desde la barra de menu.

Barra de herramientas

£

7o) .
() . fec

'}' Desplaza
. Desplaza o selectiona objelos (Esc)

A
°® Nuevo Punto

X Interseccién de dos objetos

-
JES .0 Punto Medio o centro

Figura 1.3:
Barra de Heramientas.

También conocida como barra de botones, es una barra que
contiene imagenes de los comandos de acceso rapido como crear un
punto, una linea y demas objetos; cada boton agrupa elementos
similares; para desplegar dichos elementos, se hace clic en el
triangulo inferior derecho de cada boton.

Zona grafica
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Figura 1.4: Zona Grafica.

En esta parte nos muestra un plano cartesiano al cual se le
pueden cambiar la unidad de medida de los ejes u ocultarlos,
también aprarece el grafico de los objetos que hemos creado, por
ejemplo: el punto A, la circunferencia y la recta que pasa el punto A,
también tiene la opcion de trabajar con cuadricula, para ello se hace
clic en el mend vista y seleccionando la opcion cuadricula.

Panel de objetos

15



4. Objetos libres X
- @ A=(2.36, 3)
-@ B=(0.56, 2.78)
-@ C=(1.68, -1.48)
- D=(-2.24,4.32)
~@ E=(-3.12,1.62)
4. Objetos dependientes
- ar2.7x -0.88y =-9.85
<@ b:0.88x + 2.7y =-2.52
~@ Ci(x-236) +(y-3y=3.29

Figura 1.5: Panel de objetos. También llamada vista algebraica.
Este panel agrupa todos los objetos que se van incluyendo en la
aplicacion, aunque no estén visibles en la zona grafica, estos
objetos estan diferenciados en objetos libres, los cuales se pueden
manipular y los objetos dependientes que se trasforman en la
medida que se manipule un objeto libre. Este panel se puede
ocultar dependiendo de la necesidad, haciendo clic en el menu vista
y seleccionando la opcion vista algebraica.

Barra de argumentos

lo [ Enada | x5

viia v Comando v

F|gura 1.6: Barra de Argumentos

En esta barra, podemos introducir ecuaciones de objetos como
puntos, lineas, circunferencias y vectores, entre otros, con los que
se desea trabajar, después de dar enter, estos se dibujan en la zona
grafica y se representan como objetos (dependientes o
independientes) en el panel correspondiente. En el extremo derecho
de esta barra hay tres menus desplegables: potencias, funciones
especiales y cuantificadores; angulos y comandos de los objetos.
Actividad
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con Softwareq
1. Con la herramienta segmentos entre dos
puntos, que esta en el menu desplegable del

’* / Seamento entre Dos Puntos

I

botén recta entre dos puntos, cree un poligono"

de 5 lados, para ello dé clic en dicho boton y haga clic por cada
punto (v értice) en la zona grafica.
4Es unaf igura geométrica cerrada, conformada por segmentos
consecutivos no alineados.

2. Ubique el puntero del raton en el segmento AB, dé clic derecho
y seleccione la opcion propiedades, que mostrara una ventana con
una serie de pestanas, seleccione la pestaiia color y cambielo.
Propiedades

Objetos
=-Circulo
@ C
=-Punto ¥ Expone objeto
-~ @A
-~ 9B
| ~@C
~@D
=-Recta —
- @a [T Expone Trazo
2D
Segmento
s 4d
Texto
oM

Basico | Nombie | Culor\ Eslllo| Decoracién | Algebra [ Avanzado

[¥] Expone rotulo:  Nombre -

[ 7 Boma | Cierra

3. Al segmento BC, en “propiedades”, busque la pestafia de estilo y
cambie el grosor®.
4. Al segmento CD en la pestaiia “estilo” cambiamos el estilo de
trazado.
5. Al segmento DE en la pestaiia “decoracion” coloquele 3 flechas.
Al terminar esta actividad usted obtendra un grafico similar a
éste.
En la evolucion de este libro, se iran desarrollando otras
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actividades en las que se utilice este software.

5No se necesita cerar la ventana de propiedades para cambiar la
propiedad a otro objeto, basta con tocar el objeto a cambiar.

CAPITULO2

CONCEPTOS BASICOS




) “Afin de alcanzar la verdad es

necesario una vez en la vida,

o
poner todo en duda hasta donde
G5 <N

L ]
sea posible” .
René Descartes.

En este capitulo se expondran los fundamentos de la Geometria
Analitica, que daran soporte a las proximas unidades, tales como: el
plano cartesiano, la linea recta y el triangulo.

25

2.1. Rectareal

Una recta real o numérica es una recta horizontal que se extiende
indefinidamente, en ella se fija un punto O llamado origen y se

ubican los nimeros reales, ! los cuales estan ordenados para medir
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distancias.
Reales Positivos

6-5-4_3-2_101 23456 Reales Negativos
Figura 2.1: Recta real.

2.1.1. Distanciaen larectareal

La distancia lineal entre dos valores x4y xo cualesquiera, ubicados

en la recta real es el valor absoluto? de la diferencia entre ambos
valores.

3.0.1501.53.0456.0

X1 Xo Distancia;Xp - Xy

Figura 2.2: Distancia en la Recta real

La anterior grafica muestra que una distancia no puede ser negativa,

entonces la distancia lineal entre dos (2) valores esta dado por:
12-x)

Sean x4 =_-2y xp =7 encontrar la distancia lineal entre estos 2

v alores.

Los numeros reales comprenden: los enteros, los racionales e
irracionales, bien sean positivos a la derecha del cero y/o negativos

a la izquierda del cero. 2Valor absoluto de un numero real x se define
_xsi x20

Como | X | X si x <0-
Solucion

d=17-(Dlg= 742
d=91=9

Distancia=9_-3-2.101234567
2.2. Plano cartesiano

Un plano cartesiano® esta formado por dos (2) rectas reales, una
horizontal y otra vertical que se extienden indefinidamente; la recta
horizontal recibe el nombre de eje x o eje de las abcisas y la recta
vertical recibe el nombre de eje y o eje de las ordenadas. La
interseccion de ambos ejes se denomina origen O.

Como se observa, el plano queda dividido en cuatro (4)
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cuadrantes, los cuales se enumeran en el sentido contrario al giro de
las manecillas del reloj. Sobre cada uno de los ejes se marcan
divisiones igualmente espaciadas, que corresponden a nimeros
enteros positivos si estan a la derecha y arriba del origen, y enteros
negativos si estan a la izquierda o abajo del origen, aunque la escala
entre el mismo eje debe ser igual, entre ejes puede cambiar.

3Ejey

Cuadrante Il 2 Cuadrante | (-,+) (+,+) 1

Origengjex 3-2-1123- 1-

Cuadrante Il 2 Cuadrante IV (-,-)” (+,-) Figura 2.3: Plano cartesiano.
3También conocido como sistema coordenado rectangular

2.2.1. Coordenadas en el plano

Para localizar cualquier punto P en el plano cartesiano, se
necesita de dos nimeros llamados “pareja ordenada” (abscisa y
ordenada); para ello, primero se hace un desplazamiento horizontal
(eje x) y luego vertical (eje y) partiendo del origen, por tal motivo, un
punto en el plano tiene como coordenada P (x, y) .

Ubicar los siguientes puntos
A

3

7 ;B=(-1,4);C =_4,3_2y D = (5,-1), en el plano cartesiano.
Solucion

(

By4) Ejey

-1 a3,

3

2

1Ejex
4.32112345-"DC

2

4

3
-2-2(5,-1)

21



Practica No. 1

En el Cd busque la carpeta Apples, abra el archivo buscarpunto.html
y realice la actividad “Buscar punto”.

En la siguiente tabla se dan una serie de coordenas en el plano,
que al unirlas forman una figura. Descubra la figura, de tal manera
que inicie una nueva linea para cada grupo de pares ordenados y
sombree en los casos marcados con negrita.

Inicio

156 2125

-22.9(7.5,529242

1"

6)

38,1010 925 0(4,.4)-1,1°22222% 73,5 (5,-7) (12,-1)
(33)-3,1°-

2227 1794y7 15

M

1)
Final

-3,19-
222222 10 Final® 22!

22,0 (12,-5) (-5,9) (
22

11

222222

911
2

22



116222917362
12

11)
04 (1,11 Finai® 57, 17711,11)18 2_1,96014 _

2(".%) (12,-6)- 6 .- 2 (10,10) Final-3,-3 (5,6)® .- 2 (-11,6)- 10g)
(13,2) -4,- 27,13 Final -5, 9(-, 17 (123) -2-2(9,7) 8,-2-5,9

122
21 19ginal -6, 17 2327 52213001 2,.2.222
(-11,10) (10,-2)-2.,-75 ., (9,0-2 2
12,19(8,-6)-2,-216, 817 1_7 _ o
151325922
15118417222
% 9 (179 Fina®! ,98,3®-2-_10_22: 2222
23 8 (11,_4) 10,10

214, 7(7,1) (29,-10) (
22
10
7)
(13
‘_2) 21,.2(_142)13,0 _9,_2-

91115622

2915 11Fina| (
(4,3) Finalp

216) (10,-6)2 .0 (7,-1)-2- 22 - 19, 11 339
_2M1,_928_9 _9,.2

9, % (6,-4) Final®’,_6 Final (-4,-3)p

@

3)
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(@
1115

W?,012,227,18(4,_3)5
1

15133222_2,_20,9(,.10)3,2 (8,_6),8 Fing 22

2.2.2. Distancia entre dos puntos

Dados dos puntos P1(x1, Y1) y Pa(x2, y2) cualesquiera, para
hallar la distancia de una semirecta (segmento4) limitada por los dos
puntos (La semirecta no debe ser horizontal ni vertical), se debe
formar un tridangulo con un punto P mediante rectas auxiliares, donde
P1P y P P37 son catetos del triangulo formado, que se calculan del
mismo modo que se calcula la distancia en un recta real
y P4
Pap

“4Porcién de recta delimitada por dos puntos.

Aplicando el teorema de “Pitégoras5 "

tenemos:
y Distancia p1p2p1= (x1, y1) DP
1

al triangulo de P4P Py

P
2
2= (P1P)? + (PP2)?

24



NN T = O

=|X2 - X1 22 | *1¥2- Y1 Dp1p2 = (x2- X102+ (y2- y)? 2=V
P2 =(x2,y2) P =(x,y)

|>Q _ x1|

Figura 2.4: Distancia entre dos puntos.

Por consiguiente, la féormula para hallar la distancia entre 2 puntos en
un plano esta dada por:
Dpip2 = (X2- X1)2 + (y2- ¥ 1
5La hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de los catetos al
cuadrado. Teorema de Pitagoras.

A

cb

caB

%= a2+ b2

)2

Dados los puntos
A

3

T, B=(-14),C=47-

2Y2

D =(5,-1), determine la distancia del segmento comprendido entre
los puntos AB, BC, CD, DA

Solucion
Distancia entre los Puntos AB Distancia entre los Puntos BC d

e

3+1)
+ 4 dgc = (4 + 1242452, 5

N

%Q.
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16 +
1-2dag = (-3)"12dpg = (4)2 +12
4

64+1 dpg =9+ 121 =36+1214 4 4
d
AB

65 _ 65 dar =157 = \157
= Ag =" =

4444

dag =P = 4, 03 dpg = V157 = 6, 26,5
(

BSY

;

2)

AB

V65

42737
2

3
BC

V1572
2pA="71245.4.3.2.112345_41p-
c

4
3
—-2CD="%(5_1),

2.2.3. Formula del punto medio
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Para calcular las coordenadas del punto medio de un segmento
de recta limitado por dos (2) puntos cualquiera del plano Pq (x4, Y1)y
P1 (x2, y2), se considera un punto P (x, y) como el punto medio del
segmento, de tal manera que el segmento P4P debe ser igual en
longitud al segmento P P tal que:

sz
X_Xq=xp_x " 2x =xq_xgPlx =XI*R
2

X1 X X2 X

De manera similar se realiza para la variable "y”, es decir, se
realiza la semisuma de las abcisas y de las ordenadas, entonces la

ecuacion® del punto medio esta dada por:

"3 o

X1tXp Y1+Yp 22

Comprobar analiticamente que las diagonales del rectangulo ABCD
se cortan en el punto medio E.
Solucion
4YAQ2,4)

3 D(3,3) 1. Tomemos las coordenadas de los vértices Ay C para
hallar el punto medio.

EZB

(1.2)

1 C(2,1) Coordenada en x es:
x =22y =4y =229

Coordenada en y es:
X
123

1

y =41y =5y =250

por lo tanto el punto medio entre Ay C es P mac = (2, 5)2

2. Tomemos las coordenadas de los vértices B y D para hallar el
punto medio.

6Igualdad que contiene incognitas (Variables) que satisface sélo para
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valores determinados de las incognitas.
Coordenada en x es: x =31 x =4
Coordenada en y es:

y =41y =5

Por lo tanto, el punto medio entre Ay C es: P mpp = (2, 5)2
Como P mac = P mpgp queda comprobado que las diagonales del
rectangulo ABCD se cortan en el punto medio E.

Tomando como referencia el mapa del departamento

X=22=2=

X=250592=

del Quindio:
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y

Pueblo
tapao




X

Determine:

1. Las Coordenadas de los 13 municipios del departamento del
Quindio.

2. ¢ Qué distancia recorre una persona si desea hacer el recorrido
Armenia - Circasia - Montenegro - Pueblo Tapao - La Tebaida
Armenia?

3. Una persona desea ir a Montenegro estando en La Tebaida,
pero no sabe cual camino es mas corto. ¢ Qué camino es mas corto
y cuantos Kms. mide cada camino?.

4. Si se toma como referencia Génova y Filandia, ;Qué municipio
estaria en el punto medio y cudl es su coordenada?

2.2.4. Division de segmento de recta bajo una razén
dada

Cualquier segmento de recta de longitud L, cuy os extremos son
los puntos del plano Pq (x1, y 1) y P2 (x2, y2) puede ser cortado en
un punto P (x, y), convirtiendo al segmento en dos, con longitudes
distintas, uno de longitud a y otro de longitud b, dondea+b =1L .
Podemos decir que este punto P (x, y) dividié al segmento en una
razén r. Para hallar el punto P (x, y) del segmento L se establece

P2P _x _
que™ =77 = 1p pq

Y P22, y2) real se tiene:
P1(x1, y1) MoM =x - x1y MMy =x3- x P (x, y)
entoces® X! = rp_y

X
despejando la variable x se obtiene:
x1 x2 x X~ x1=r(X2-X)
Aplicando distancia en la recta
Aplicando distributividad x - x4 = rxo - rx
Organizando términos semejantes x + rx = rxp + x4
Sacando factor comun x (1 +r) = rxz + xq
Despejando x se tiene
X

MXo+xq 1+r
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Organizando v ariables x =’d+”Q, de modo similar se determina para
la variable

y;

1+r

entonces para encontrar un punto P que divide un segmento bajo
una relacién dada se utiliza:

P

n =

X1+rX yp+ryp 1+r 141
El orden en el que se tomen los puntos, influye en el punto a
encontrar.

Si la relacién r es negativa el punto P (x, y) queda en la
prolongacién del segmento P1Po, es decir el segmento aumetaria su
longitud L.

Se desea construir una escalera entre dos pisos cuya ubicacion
es P1=(1,0)y P2 =(7, 4), con un descanso a un tercio, determine
las coordenadas donde se desea hacer el descanso.

Solucién

Para encontrar los descansos se deben buscar las coordenadas de x
A, Y, tomando la relacion r ="enlos puntos P1P2y PoP1.3
Encontrando

P
r
1 1 10

p1p2 = 1+1(7) 0+1(4). 10 4
3335 1041344314333
Encontrando
P
r

_7+122
P2P1 =

33N, 4410 3 4= 3011414423333

Por lo tanto, los descansos se deben hacer en las coordenadas: D4
5 1
» 1y D2, 322

2.2.5. Bercicios entre puntos
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1. Determine en qué cuadrante estan los siguientes puntos:
A=(-3,2,)C=(7,2)E=(1,-6)B=(0,5)D =(-3, 0) F = (-3-4)
2. Determine las coordenadas de los puntos que se muestran en el
plano cartesiano:

3y

BZA

1
D

4

3E

3. Determinar la distancia entre los siguientes pares de puntos:

5

sa. A=(9,5)y B=(-3,-4)c. A=" 3 yB=2_,

b. A=(-1,4)y B=(2,-3)d. A= (-2,-4) y B =73 _3y

4. Encontrar el punto cuya ordenada es 2 y que diste 8 unidades del
punto P = (5,-2)

5. El punto A esta ubicado en las coordenadas A= (-3, 5). El
punto B tiene coordenadas B = (8, k). Si la distancia entre Ay B es
12, encuentre k.

6. Determine si los puntos A= (-5, 6), B =(2, 5) C =(-3,-3) y tienen
la misma distancia con respecto al punto P = (-2, 2).

7. El punto C = (-1, 4)biseca7 el segmento de recta que une Pq =
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(x1, 3) y P2 =(-4, y2), encuentre los valores de x1y yo.

8. Un barco se detiene en medio del mar, el cual lanza un
mensaje de socorro. Su posicion viene dada por el punto A =
(10,-10). Dos barcos situados en B = (35, 24) y C = (-25, 15)
acuden en su ayuda. Silos dos barcos navegan a la misma
velocidad y en linea recta hacia A ¢ Cual llegara primero?

2.3. Lalinearecta

La linea recta es un objeto geométrico que al ser colocado en un
plano cartesiano, debe tener una ecuacion que depende de la

inclinacién. "Divide un objeto en dos partes iguales

2.3.1. Ecuacién de larecta

La ecuacion de una recta L en su forma punto pendiente, esta dada
por:

y =m x + bi'Corte con el eje y

" Pendiente
(Inclinacion de la recta) si b > 0 el corte esta por encima del eje x si
b < 0 el corte esta por debajo del eje x

y donde la pendiente m puede ser:
—m > 0 la pendiente es positiva (se dice que la recta es creciente).
—m =0 no hay pendiente y la recta es horizontal.
— m <0 la pendiente es negativa (se dice que la recta es
decreciente).
—m >2 |a pendiente es indeterminada y la recta es vertical, porg
consiguiente no tiene corte con el eje y.
Pendiente positiva Pendiente indeterminada

y
L

1
y|_1
mm

a0

bm>0xx

Pendiente negativa No hay pendiente
LYy
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mpLimb
m<0xm=0x
Actividad
con Softwarey

1. Con la herramienta deslizador

“(décimo boton), haga clic en

la zona grafica, este mostrara una ventana en donde le pedira
unos datos como se mediran, en angulo o en numero, nombre del
deslizador, rango del deslizador e incremento y ubicacion.
2. Cree 2 deslizadores en la opcion “nombre” coloque my b
respectivamente y dé clic en aplica.
3. En la barra de argumentos digite y = m 4 x + b el cual graficara
una linea recta en la zona grafica.
4. Muev a el deslizador m, recuerde que debe tener el puntero

s

“seleccionado (primer boton). Diga ;Qué sucede al mover
este deslizador? 5. Muev a el deslizadorb. Diga ;Qué sucede al
mov er este deslizador?

2.3.2. Relacion entre pendiente y el angulo de
inclinacion

Yi4m

Cateto Opuesto Cateto Adyacente Sena
m Cateto™= Cosa

a opuesto m = tga

Cateto ady acentex® = @¢ta(m)

2.3.3. Ecuacion de unarecta dados dos puntos

Por dos puntos del plano pasa una Unica recta.

Para determinar una recta dados dos puntos Pq (x4, y1) y P2 (X2,
y2) debe buscar la pendiente entre ambos puntos, luego se
determina la recta mediante la pendiente y uno de los puntos dados.
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2.3.3.1. Ecuacion de la pendiente

La pendiente m de una recta L determinada por dos puntos P1y
Py, se puede medir mediante su desplazamiento v ertical llamado
elev acién sobre el desplazamiento v ertical llamado avance,
entonces la pendiente esta dada por:
m

elevacion= y,_yq avance xp_Xq

Determinar si los puntos A=(-5,-2), B=(-3,-1)y C =5, " de la
siguiente figura son colineales

824,
Solucion
F3yD
2cC
1
X
6_5_4_3_2_112_
B -1
E
A_2

Para determinar si son colineales las pendientes de los segmentos
AB, AC y BC deben ser iguales, entonces:

mag=—1—(=2 mpg=_1"2mpg =139 = 3552,
AC
(=2 mpc =2 mpc =18
444 _15-( 5) ,5+5 15 2
mac = (9 =55 o =2-22
D mpc =" mpc ="
44

5MAC = 1ch =4_(—3) =5+3=11=22-22
Como las pendientes de AB = AC =BC =1 entonces los puntos A, B

y C son colineales. 2
2.3.3.2. Ecuacion punto pendiente

Una linea recta queda determinada si se conoce la pendiente (o
angulo de inclinacion) y un punto, entonces la ecuacion de la linea
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recta dado un punto y la pendiente, esta dada por:

830n aquellos puntos que estan sobre una misma recta.
Yy -y1=m (X-xq)

Dados los puntos P1 = (1, 3) y P2 = (6,-7) encontrar la ecuacion de
la linea que une ambos puntos.

Solucion

Primero se debe encontrar la pendiente entre ambos puntos:
- 73_- 10_ 2

mpip2 =- - =- " =-26-15

Aplicando la ecuacion de punto pendiente con uno de los puntos se
tiene:

y - 3=_2 (x - 1) aplicando distributividad y - 3 =_2x + 2
despejando la variabley y =_2,+5

2.3.4. Ecuacion general de la linearecta

La ecuacién de cualquier recta es representada por la ecuacion
de primer grado Ax + By + C =0, siendo A, By C constantes, donde
Ay B no son cero simultdneamente.

— Si A=0 la recta es paralela al eje x
— Si B =0 larecta es paralela al eje y
— Si C =0 la recta pasa por el origen
— Si B =0 al despejar la variable y de la ecuacion general se obtiene
la ecuacion
y

AC
_BXx-B, donde la pendiente de la recta esta dada por:
m

AC

-BYy elcorteconelejey es

Dada una recta cuya ecuacion general 6x - 2y +2 =0,
conviértala la forma punto pendiente y determine ¢ cual es el corte
con el eje y? y como es su inclinacion
Solucion
Para que una recta esté en la forma punto pendiente, se debe
despejar la variable y:
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6x + 2 =2y Sumando 2y en ambos lados de la igualdad.

6x2 = Y multiplicando por! entoncesp 22

y =3x + 2, por lo tanto, el corte con el eje y es 3 y la pendiente m =
3 es positiva

Practica No. 2

En el Cd busque la carpeta Apple, abra el archivo lineas.html y
realice la actividad, relacionada con lineas rectas.

2.3.5. Angulo entre rectas

Sea a el angulo entre las rectas L1y Ly, entonces:

a=0s_ 064
9192
a=061-067

th1_th2

tga = tg (81 - 62) se saco la tangente en ambos lados por

identidad trigonome’tricagtga =1+tg0 11962
tga = _M2 cambiando las tangentes por las pendientes, 1+m1 m2
entonces la ecuacién para determinar el angulo entre dos rectas esta
dada por:

tga

m4 _mMo 1+m1 mo
%g(61 + 02) =1 19819821961 g6,

Un poligono esta formado por
y5
B los puntos:
A= (2 3
B=(25°"D=(1,%2
79 77y 1D EE = (s050
compruebe que el angulo
DAE mide el doble del angulo-1 1 2 3 x DBE._1
Solucion
Para encontrar los angulos pedidos, se deben encontrar las
pendientes entre los segmentos DB, A, CB y determinar los angulos
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entre dichos segmentos, de igual modo para los segmentos DA, A,
EA.

Pendiente entre los segmentos:

m

DB
;5=7

2_72

172.12_

775 - -0 173,75 179

2
179
50100 -~ 50 -79 _7950 ~50 50

Angulo DBC:
tga

14=79 =2 tgq = =18 1o =899 ¢ = g 1899

1737 899

79

) () =- 158 =
Pendiente entre los segmentos:

__2_ -
33_ 2.3, .3
2

172_12_

(

1053 _, 1053 40,52
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m
EA 5050 7347
773 =77-150= _7950 -2 179-100

50

Angulos DAE :

733383

tga =1+-79-2 tga = -1 tga =¥q- tg_1 383 - 81(7361
-79) () =-158 =51 =51,

Como DBC =40,5y DAE = 81, entonces cumple que: DAE =2 DBC

Practica No. 3

En el Cd busque la carpeta Apple, abra el archivo tractorhtmly
realice la actividad, relacionada con angulos.

Actividad

con

Software3

1. Con la herramienta segmento

Pl

“construya un triangulo cuyos v értices son ABC.
2. Con la herramienta angulo

3

“’mida los angulos internos del trian

gulo, para ello se hace clic en los vértices del triangulo, el orden
para medir un angulo intemo debe ser en el sentido al giro de las
manecillas del reloj, de lo contrario medira el angulo externo. Siva a
medir el ZA el orden es BAC, seguidamente, aparecera en el panel
de objetos el angulo a =__ la medida correspondiente al angulo.
3. Mida los angulos faltantes by c, apareceraB=__y y=__
respectivamente.

4. En la barra de argumento digite D =a + B + v‘o, esto asignara la
suma de los angulos a la variable D.
5. Con la herramienta texto

39



ABC

“que esta en el menu desplegable del

boton deslizador, haga clic en la zona grafica, esto genera una
caja de texto en la cual va a digitar "la suma de los angulos es" + D
y luego dé clic en Ok. Observe que automaticamente en la zona
grafica aparece un texto que dice la suma de los angulos es 180, M.

6. Con la herramienta puntero (primer boton) muev alos v értices
del triangulo y observe que la suma de los angulos internos no
cambia aunque ellos cambien su valor.

2.3.6. Rectas paralelas y perpendiculares

Sean Lqy Lp dos rectas cualesquiera con m4y my sus respectivas

pendientes, se dice que:

— Son paralelas si mq =my, es decir, si sus pendientes son iguales.
10 para sacar las letra griegas de los angulos, ellas estan al lado

derecho de la barra de argumentos.

Mpara que el texto aparezca en la zona grafica cuando se esta

manejado v ariables, se debe colocar entre comillas.

— Son perpendiculares si mq{.m3 =_1, es decir, el producto de sus

pendientes es

1
; de esta se desprende

I - a3

m
2
0 M3 =_p, 0 Sea que Ly Lp forman un angulo de 90..

Dada larectalLq: 2x - 8y + 8y el punto P = (-2, 5) encuentre: 1. La
ecuacion de la recta paralela a L4 de tal forma que pase por el punto

P
2. La ecuacion de la recta perpendicular alq que pase por el punto P.
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Solucion

y
6

Ps5 paralela
4 Para encontrar la recta paralela, se toma la pendiente de L1y el
punto P y se usa la ecuacién de punto pendiente.
Como la pendiente es
m=
A

~Bentonces m

-84

3
perpendicular 2

- 2.1

Aplicando el punto pendiente, se tiene: y - 5 =1 (x +2).q
1

2x-8y +8 Despejando y se obtiene que la recta paralelaalqjesy = Tx

1
+ .42

3.2.112-"

Para encontrar la recta perpendicular se toma la pendiente
inversa de L1y el punto P se usa la ecuacién de punto pendiente.
Como la pendiente es m = 1, la pendiente inversa es:4
m
1
1=-4
4
Aplicando punto pendiente se tieney - 5 =_ 4 (x + 2), despejando y
se obtiene que la recta perpendicular a L4 es y=4x - 3.

2.3.7. Interseccion entre rectas

y Sean:
L2L1=Ax1+By1+C=0yL1 Lo=Axp+By,+C=0
P (x )X Dos rectas cualquiera no paralelas, para encontrar el

punto P de interseccién entre ambas rectas.
Se puede utilizar alguno de los siguientes métodos: de igualacion,
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sustitucion y redaccion
2.3.7.1. Método de igualacion
1. Se debe despejar de L1y Lo la misma variable x oy 2. Se debe
armar una igualdad entre L1y Ly despejadas de tal manera que
quede en términos de una sola variable.
3. De esta igualdad se debe despejar la variable que resulta.

4. Esta variable se debe reemplazar en las ecuaciones de L4 o Lo
para encontrar el valor de la variable que se despejo en el item 1,
asi se obtendra el punto P (x, y).

Sean las rectas -4x- 2y - 28 =0y 2x- 3y + 10 = 0, encuentre las
coordenadas del punto de interseccion por el método de igualacion.
Solucion

1. Despejando la variable x de ambas ecuaciones:

De la primera ecuacion -4x - 2y - 28 =0 = -2y - 28 =4x =

X

2y 28
4

De la segunda ecuacién

2. Armando la igualdad: 3y-10= _2y_28
24
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3. Depejando en términos de y:

4By -10)=2(-2y -28)= 12y ~40=_4y - 56 = 12y + 4y =_56 +
40 16y =_16 =y =_1

4. Reemplazando el valor de y en la primera ecuacion:

4
X

A %= 2poro tanto, el punto de interseccién es P (13 =1).-2

2.3.7.2. Método de sustitucion
1. Se debe despejar de L1 0 Lo una de las variables x o y. 2. Se
sustituy e la variable despejada en la otra ecuacién
3. Se resuelv e la ecuacion resultante, la cual debe quedar en
términos de una sola v ariable.

4. La variable despejada en el punto anterior se reemplaza en una
de las ecuaciones de L4 o Lp para encontrar la variable restante, asi
se obtendra el punto P (x, y).

Encuentre las coordenadas del punto de interseccién de las rectas
del ejemplo anterior, por el método de sustitucion.

Solucion

1. De la primera recta se depeja y:

2y =Ax +28 5y =By = o 14 2

2. Se reemplaza y en la segunda ecuacion:
2x-3(-2x-14)+10=0

3. Resolviendo la ecuacion:
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2X +6x +42+10=0=8x=_52X=_g=>X=_g4= X =

5226 13
2

4. Reemplazando x en la segunda ecuacion: 2

133

-2-3y+10=0=>-13+10=3y =y =3y =_1
Por lo tanto, el punto de interseccion es

P

(

13

-2._1)- 2.3.7.3. Método de reduccién
1. Se debe armar un sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas con
L1y L2

2. Se debe buscar eliminar una de las variables, para ello se
multiplica L_1 por un valor Ay L_2 por un valor B tal que se elimine
una de las variables .
3. Se despeja la variable resultante.
4. Se repite los item 2 y 3 para eliminar la segunda variable y asi se
obtendra el punto P (x, y).

Encuentre las coordenadas del punto de interseccién de las rectas
del ejemplo anterior, por el método de reduccion.

Solucion

1. Armando el sistema: _4x - 2y — 28 =0 ec,1

ox -3y +10=0ec,2

2. Multiplicando ec.2 por 2 para eliminar la variable x:

—4x_-2y _28=0
4x -6y +20=0
8y _-8=0

3. Despejando la variable resultante -8 =8y -y =_1.
4. Multiplicando ec.1 por -3 y la ec.2 por 2 para eliminar la v ariable
x: 12x +6y +84 =0
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n X =

<oy 3
=

104 13

T16=Xx=-216,+ 104 =0

Por lo tanto, el punto de interseccion es
P

(
13
2

_2,.1).

En una ciudad se desea instalar un portal de transporte masivo
articulado, que quede equidistante de tres barrios, los cuales estan
en las coordenadas A= (9, 0), B=(-6, 3)y C = (5, 6) ¢(En qué
coordenada debe ubicarse el portal?

Solucién

Para solucionar este problema, debe cumplirse que PA=PB =P C
— Sea P A= P B, entonces:

(x - 9)2 + y2 =(x + 6)2 +(y - 3)2 por distancia entre 2 puntos

(x - 9)2 + y2 =(x + 6)2 +(y - 3)2 eleminando la raiz, elevando al
cuadrado ambos lados:

x218x + 81 +y2=x2+12x + 36 + y2 6y + 9 resolviendo los_
—binomios cuadrados perfectos:

0=18x - 81+ 12x + 36 + 6y + 9 organizando términos:

5x - y - 6 = 0 sumando términos semejantes (ecuacion1)

—Sea P A=P C, entonces:

(x- 97 +y?=(x- 57 +(y - 6)°

despejando, se tiene: 2x - 3y - 5 = 0 (ecuacion2).

Para encontar los valores de x y y se debe armar un sistema 2x2
con las ecuaciones 1y 2:

5x -y -6=02x_-3y_-5=0

Resolviendo el sistema se tiene que: x =1 A y =1, por lo tanto, el
portal debe estar en la coordenada P (1,-1) .
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2.3.8. Distancia de un punto a unarecta

La distancia de un punto P a una recta L puede determinarse a
partir de la ecuacion de la recta L y las coordenadas del punto P, la
distancia que se toma es la minima; es decir, la distancia medida
sobre la perpendicular a la recta L en un punto Q, que pasa por el
punto P.

YP(x,y)

4

3

2

900

1L Qx1, y1)x

112345_
1

Partiendo de la ecuacion general de larecta Ax +By +C =0y
sabiendo que la distancia minima es la recta perpendicular en el
punto
Q,
entonces la pendiente de la recta

-

B, luego, la pendiente inversa a
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Como la pendiente de una recta esta dada por m =yz_y|’ entonces:

1 —x1 AX_X1

Aplicando algo de algebra se tiene: B (x - x1) =A(y -y1),
entonces: B (x - X1) - A(y - y1) =0 es la ecuacion de la recta
perpendicular a Ax + By + C =0y que pasa por el punto P (x, y).
Como hay que encontrar el punto de intersecciéon Q entre Ax + By +
C =0y la perpendicular, se debe armar un sistema con estas
ecuaciones y resolverlo por el método de reduccion:
Ax+By +C=0ec.1B(x-x1)-A(y-yq)=0ec.2=>
Ax +By +C =0ec.1
Bx - Bxq- Ay + Ayq1=0ec.2
Multiplicamos la ec.1 por (A)y ec.2 por (B) para eliminar la variable x:
A% + ABy + AC = 0 ABy +ABy4=0x AZ + B2
B2x-B24-2,, 4 ABy, + AC = 0_p
Despejando la
X
se tiene
X

B?x{_ABy,_AC (

A2+B?

Multiplicamos la ec.1 por (B)y ec.2 por (-A) para eliminar la v ariable
y:

ABx +B% +BC =0

_ABx + ABxq_ A%y + A%y =0

ABxq+y AZ+B2A%  +BC =0

Despejando la 'y se tiene y =_ABxi+A2y1 BC luego el punto de(a2+B2)
interseccion Q esta dado por:
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Q = B?x1-ABy _AC, _ABx{+A%y1_BC (,
A +B%) (P2+B?)

Ahora se debe encontrar la distancia entre los puntos P Q (que sera
la distancia minima):

Dpq = x1 - (A2+82-AC? ABx1+A%y1_BC2B?xq_ABy/ 1 yq
- - (A2+B2

))

por distancia entre dos puntos

D
Pq

(A2+B?)xq B?xq_AByy _AC? (A2+B?)yq
_ABxq,+A%y,_BC? (A2+B?) - (A2+B?)* (A2+B?) -
(A2+B2)

homogenizando fracciones
D

P9

A2xq+B2xq _B?x1 +ABy; +AC?
A?y;+B2y;+ABxq A2y +BC? (A2+B?) * (A%+B?

por distributividad y suma de fracciones
D

Pq

A2x,+ABy; +AC? B2y, +ABx{ +BC? (A>+B?) * (A%+B?)
sumando términos semejantes
D

pPqg
A(Axy+By+C)? B(By; +Ax +C)? (A2+B?) * (A*+B2)
factor comin

D
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Pq

(A(Ax+By;+C))? 1 (B(By;+Ax{+C))? (A2+B2)2

por propiedad de las fracciones
D

Pq

(A(Ax +By +C))>+(B(By +Ax, +C))? *(A*+B?)
suma de fracciones homogéneas
Dpq =A2AAX1+By1+C)2+B2BYI+AXI+C)2 1 propiedad de
exponentes(a2+B2)2
Dpq =(A2+B2)(A’G+By1+c)2por factor comun(a2+B2)2
Dpq =(Ax1+By1+C)2

D
Pq

simplificando(a2+B2)

V(A% +By+C)?
\(A2+B2) por propiedad de las raices se tiene: Dpq =

Axq+By,+C
J(A2+B2)

Entonces, las distancias de un punto P a una recta L esta dada por:
DP R = |AXtBY+C|ya2+B2

Como es una distancia, se utiliza el valor absoluto, unos autores
no utilizan el valor absoluto y le asignan el 1 en la raiz, pues han
convenido que la distancia es positiva siempre que el punto esté
arriba de la recta y negativa si esta abajo.

4mts

Una persona desea subir un muro de 4 mts. de altura, para ello
coloca una escalera a 3 mts. de la pared para apoy ar la escalera, a
un (1) metro de la pared clava un tensor de un metro de altura para
anclar la escalera. Encuentre ;cuanto cable necesita para amarrar la
escalera al tensor?.
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3mts
Solucion

Primero se debe encontar la ecuacion de la recta que satisface la
escalera, como la altura es 4 mts el punto de referencia es Pq (0, 4)
y como se apoya a 3 mts de la pared el punto de referencia es Py
(3, 0) entonces la pendiente de esta recta es m =_3, luego por punto
pendiente se tieney - 4 =_3 (x - 0), entonces la ecuacién que
satisface la escaleraesy - 4 =
4
4

4
_3x

Pasando a la ecuacion general de la recta se tiene:
3 (y - 4) =_4x = 4x + 3y - 12 = 0 Luego usando la distancia de un
punto a una recta se tiene:

DP R = [4X+3Y_12y42+32
Los valores de x y y en la férmula se reemplazan por la coordenada
del punto y como el tensor tiene la coordenada:

, entonces
D

PR

I
4(1)+3(1)-12| - pp R = (4+3-12 V42432 V16+8 =
DpRr =|_5| DpRr 5= por lo tanto la persona necesita un

25=5

(1) metro de cable para amarrar la escalera.

2.3.9. Distancia entre rectas paralelas

Dadas dos rectas paralelas L1y Ly, se debe calcular la distancia
de cada recta al origen; como el origen esta dado por las
coordenadas P = (0, 0), la ecuacién de distancia del punto (el origen)
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alarectalL
estaria dada por
D

oL

C
VA2 |Bz, obtenidas estas distancias se deben:;
Restar, si las rectas Ly Ly estan en los mismos cuadrantes.
Sumar, si las rectas L1y Ly estan en lados opuestos del origen es
decir un cuadrante dif erente:
L1124L4
2_11_
L2
1

_2_112

1
Lo -

Se desea construir un puente para comunicar 2 pueblos, se
quiere saber la longitud en metros del puente para calcular los
costos, sabiendo que éste debe atravesar un rio cuyas orillas son
paralelas y tienen por ecuaciones las rectas L1: x+2y -2=0y Lo
12x +4y +14 =0,

Solucion

Para encontrar la longitud del puente se debe encontrar la distancia
de L4al origen, entonces:

-2 _2

\/1 1 +22 \5

y la distancia del origen a Ly, luego:

\/

[14] _ _14 _14 _7
p="="=

224420 2V5 5
Como L4y Lo estan en lados opuestos del origen, ambas distancias
se deben sumar.

247 =9=4,0255 55
Por lo tanto la longitud del puente es de 40 metros y 25 centimetros.
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2.3.10. Eercicios linearecta

1. Responda en cada uno de los casos.

a. ,Aque se le llame angulo de inclinacién de una recta?
b. ¢ Cuales son los valores que comprende el angulo de inclinacion y
por qué?
c. ¢,Como se establece la pendiente de una recta?
d. ¢ Qué caracteristicas tiene una recta que tiene su angulo de
inclinaciéon de 90 grados?

e. ¢ Qué caracteristicas tiene una recta que tiene su angulo de
inclinacion de 180 grados?

f. ¢ Cuantos puntos se necesitan para conocer la pendiente y la
ecuacion de una recta, que formula se utiliza?
2. Determine ¢ Cual de los siguientes puntos pertenecen a la recta
3x +4y _1=07?
a.A=(1,-1)c.C=(3,2)b.B=(-4,1)d. D =(4,-3)
3. Dados los puntos A= (2, 4), A, B =(-3,-1) que estan sobre la
recta L, determine cual de los siguientes puntos pertenece a la
Recta L
a.E=(1,3)c. G=(0,-2) b. F=(-3,5)d. H=(-q, 1)
4. Hallar la pendiente m y el angulo de inclinacién 6 de la recta que
unen los puntos

a.A=(2,4)y B=(3,-1)
b. A=(7,-2)y B=(-2-2)
c.

=(
Mgy B=(35

3,2)y B =(-3-3)-
5. Obtenga la ecuacion general de cada una de las rectas que pasan
por el punto Ay pendiente m
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n>o N I

-

I1>T 0y >9"
©@ o N

- -

A
,m

4d. A=(_3,-6),A,m ="
52

6. La recta L1 esta limitada por los puntos A A, By la recta Lo
esta limitada por los puntos C A, D, determine cual par de rectas
son paralelas, perpendiculares u oblicuas

a. A=(-2,-10),B=(2,-1)y C=(-8,4), D =(2,-1) b. A=(-2,-
10), B=(-g-4)y C =(-2, 6), D =(6,-2) c. A=(12,-6), B=(4,-2) y
C=(2,14),D=(-2, 6)
d.
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A
=(
59,B=CMyc=(3 »D=(" )2222)22
7. Encuentre la ecuacioén de la recta que es paralela y perpendicular
alarecta Ly que pasa por el punto P
a.5x +14y +8=0; P=(-4,8)b. 3x - 15y +96 =0; P = (-2, 3)

C.

2

X

N

y
+7=0
A
3922

d.2x3_2_7y _15=0;P=_5

8. Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto de
interseccion de las rectas _3x+y_5=0y 4x_5y +7 =0y es
perpendicular alarectax_-y +1=0

9. Hallar la pendiente y la ecuacion de una recta que forma un
angulo de 45° con la recta que pasa por los puntos de coordenadas
P4 =(2,-3)y P2=(6, 5).
10. Escriba la ecuacién de la recta L4 en su forma general.
a.

n <

c.y=3x+1

I WWoT W 9+ XN
< N
n

(&)
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X
+

2d.y =Tx+3

522

11. Encuentre la ecuacién de una recta que pasa por el punto P =
(-1, 2) y tiene la misma pendiente de la recta 12x - 3y - 5 =0.
12. Encuentre la distancia que hay entre el Punto P y la recta L
delimitada por el punto Q y la pendiente m :

a. P=(4,-2),Q=(-4,-2), m="b.

P

= (6

©-

1
©

w -

"3 -

noo
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4

37d. P =(_16,2), Q=(-13,4), m=_4

13. Calcule la distancia que separa las rectas paralelas L1y Ly dado
que:

a.Ly=4x+5y _20=0y Lp=4x+5y +108 =0b. L4 =2x - 3y
+10=0y Lp=2x_-3y -8=0c.Ly=x-3y =20y Lo =3y =x_39
14. Cierta ave tiene su nido sobre un arbol a 25 metros de altura.
Ella esta sobre el suelo a 10 metros de distancia del arbol.

a) Si el ave subiera hasta el nido en linea recta, ¢ Cual seria la
ecuacion de la tray ectoria seguida por el ave? ;Cudl la pendiente de
la misma?

b) ¢ A qué distancia del nido se encuentra la cigliefia?

15. Un carro va por una calle que sigue la tray ectoria de la recta
8x-7y =-24, en el punto (6,4) hay un motociclista que va por la
carrera, encuentre la distancia de la moto a la calle de interseccion y
la tray ectoria que sigue la carrera por la cual transita la moto.

2.3.11. Triangulos

Un tridngulo es un poligono determinado por tres (3) segmentos
de recta llamados lados del tridangulo, que se cortan entre si dos a
dos, generando tres puntos no colineales llamados v értices,
denotados por letras may Usculas.
A
Para nombrar el lado de un triangulo, cp éste se nombra con la letra
minuscula del vértice al cual es opuesto. Ba¢

2.3.12. Clasificacion de triangulos

Los triangulos se pueden clasificar segun:

La longitud de sus lados

1. Tridngulo equilatero: es un tridngulo con todos los lados
congruentes (Iguales).

2. Triangulo isésceles: es un triangulo que tiene por lo menos dos
lados congruentes y uno desigual.

3. Triangulo escaleno: es aquel triangulo que tiene los tres lados
desiguales.

Dados los puntos A= (1, 1), B=(-2,-3) y C = (5,-2), clasifique el
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triangulo por la medida de sus lados.
Solucién
Se deben encontrar las distancias entre los v étices:

Dpg = (<2- 1)2+(-3-1)2=(_3)2+ (.42 =9 + 16 =25 =5

Dpc = (5 (-2))2 + (<2~ (-3))2 = (7)2 + (12 = V49 + 1 =50 . 7,07
Dea=(1-52+ (1 (L2)2= (42 + (32 =16 + 9 = V25 = 5.
1Y A Como la longitud de los lados 2

AWN 2

5
x AB es igual a la longitud de AC, —1 entonces es un triangulo
isésceles.
-C
B
2

3

La medida de los angulos internos

1. Tridngulo acutangulo: es un triangulo cuy os tres angulos interiores
son agudos (menos de 90°).

2. Triangulo rectangulo: es un tridngulo en el que uno de sus angulos
es recto, los otros dos son agudos.

3. Tridngulo obtusangulo: uno de sus angulos es obtuso (may or de
90°).

La suma de los angulos internos de un triangulo suman 180°.

Dados los puntos A= (2, 3), B=(-2, 2) y C =(3,-1) clasifique el
triangulo por la medida de sus angulos.

Solucién

Para encontar la medida de los é\ngulos12 primero se debe encontrar
las pendientes de los segmentos comprendidos entre los v értices.
mag =2 _3=_1=1

_2_2_44

m
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BC

33+25
12_ 3_
-"=-"=-5
mea =12 =455

Con estas pendientes se reemplaza en la ecuacion de angulo entre
rectas:

Para ABC

31171 1), B = 45%gR =1, =54 ) = =20
3

20,4

tgB =-1= B =tg-(-5(117=

12Aunque se sabe que la suma de los angulos internos de un

triangulo suman180° se deben encontrar los 3 angulos para v erificar
que estan bien hallados.
Para ACB

4oy =115 y=tg-" (1) B = 45%gy =4, —°°

(
3

| ~~— o,

4)

17

5=

Para BAC
tga

115
44

1+(174 7 70,4(-4)
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Como es una forma indeterminada y la tangente se indetermina en

90° entonces a = 90°.

Por lo tanto, el tridngulo es rectangulo.
3a aB

B2

A

y
1cb

2.1123-¢ -’

2.3.13. Hementos notables de los triangulos

Todo tridngulo lleva asociado ciertos elementos como las alturas, las
medianas, las mediatrices y las bisectrices.
2.3.13.1. La altura
La altura es el segmento de recta que sale de cada uno de los
vértices y corta en forma perpendicular al lado opuesto o a su
prolongacion.
El punto donde se intersectan las tres alturas de un triangulo se
denomina Ortocentro.
Dependiendo del triangulo, el ortocentro es:
— Un punto interior si el tridangulo es un triangulo acutangulo.
— Es un punto exterior del triangulo si es un tridngulo obtusangulo.
— Es el vértice del angulo recto, si es un triangulo rectangulo.
2.3.13.2. La mediana
La mediana es el segmento que une un v értice con el punto medio
del lado opuesto a dicho vértice.
El punto donde se intersectan las tres (3) medianas de un
triangulo se denomina Baricentro, también llamado centro de
grav edad del triangulo.
El baricentro siempre es un punto interior del tridngulo.
2.3.13.3. La mediatriz
La mediatriz es la recta perpendicular que pasa por el punto medio de
un lado del triangulo.
El punto donde se intersectan las tres (3) mediatrices de un tridngulo
se denomina Circuncentro y equidista de los v értices del triangulo.
Dependiendo el triangulo, el ortocentro es:
— Un punto interior si el tridngulo es acutangulo.
— Un punto exterior si el tridangulo es obtusangulo
— Es el punto medio de la hipotenusa si es un triangulo rectangulo.
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Los puntos ortocentro, baricentro y circuncentro son colineales y
la recta que contiene a estos tres (3) puntos es llamada la recta de
Euler. .
2.3.13.4. La bisectriz

La bisectriz es el segmento de recta que divide a un angulo
interior o exterior en dos angulos de igual medida. El punto donde se
intersectan las tres (3) bisectrices se denomina:

— Incentro si esta al interior de un tridngulo, y es equidistante de los
lados del triangulo.

— Excentro si es el punto donde se intersectan dos (2) bisectrices
exteriores con una bisectriz interior en un triangulo, el excentro
siempre son puntos exteriores al triangulo y todo triangulo tiene tres.

Dado el triangulo, cuyos vértices son: A= (-5, 6), B=(-1,-4)y C =
(3, 2) encuentre:
a. Las medianas
b. El baricentro
c. Las mediatrices d. El circuncentro e. Las alturas
f. El ortocentro
g. La recta de Euler
Solucion
Se deben buscar los puntos medios para encontrar las mediatrices y
las medianas
P mag =(=5-1, 6= P mpg = (.3, 122
=(_1+3), (_4+2)

=(3-5) (2+6)

P mpc Pmpc = (1,-1)22=

P mca Pmca=(-1,4)22=

a. Tomando los vértices y los puntos medios del lado opuesto
usamos la ecuacién punto pendiente:

ParaC = (3, 2),y Pmag =(-3, 1)

m=l_2=1 1

- m=
3.3 66
y
1
6(x - 3)
y
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6 X — 2 ecuaciéon geométrica de la mediana CP mag y =x+9 By =x
+ 96=>
X - By +9 =0 ecuacion general de mediana CP mag
Para A= (-5, 6), y P mpgc = (1,-1)

m=_16=_Tm=_g
y-6=

7

1+5;,6 =

6(x +5)
y-6=-gx-g+6

y =

735

7

—6x +1 ecuacion geométrica de la mediana AP mpcg

7x + By - 1 =0 ecuacion general de la mediana AP mgc Para B =
(-1.-4), y Pmca=(-1, 4)

m =44 8 m =forma indeterminada entonces,

1+10=

la ecuacion de la mediana BP mga es x =_1

b. Para encontrar el baricentro, basta con igualar 2 de las medianas:
X-6y +9=0(7)x-6y +9=07x+6y - 1=0(-1)7x +6y -1

=0

48y _64=08x-8=0

Por lo tanto el baricentro tiene coordenada

P-1,

43

c. Para encontrar las mediatrices, se halla la pendiente inversa
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del segmento donde estéa el punto medio y usamos la ecuacién
punto pendiente:

m
AB

4.6-10
4

=5 entonces m—1 =_1 =
_1+52AB%5_,

m

BC

2

2+4 _6_3

3+1

entonces m_"

2.6-41

8

=_p entonces m == 23+5CA1
_2

Para

Pm

AB

y
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m

-1AB
y - 1=%x+3)
y
2
5

+ M Ecuacion geométrica de la mediatrizs 5
2x - 5y + 11 = 0 Ecuacion general de la Mediatriz
Para
Pm

BC

y
m

-1BC
y +1=3kx-1)
y =
2
21
-3x- 3 Ecuacion geométrica de la mediatriz 2x + 3y + 1 = 0 Ecuacioén
general de la Mediatriz

Para

Pm

CA

y

m
-1CA
y-4=2(x+1)

y =2x + 6 Ecuacion geométrica de la mediatriz2x -y +6 =0
Ecuacion general de la Mediatriz

d. Para encontrar el circuncentro, basta con igualar dos (2) de las
medianas:
2x+3y +1=02x+3y +1=02x-y +6=0(-1)2x-y +6=0(3)
4y- 5 = 0gx 19 = 0 Por lo tanto, el circuncentro tiene coordenada
P

19
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8
54
e. Teniendo las pendientes inversas y las coordenadas de los

v értices, hacemos uso de la ecuacion punto pendiente:
Para

C

y

m
-1AB
y-2=%x-3)s

y = 2% +% Ecuacién geométrica de la Alturas 5
2x - 5y +4 =0 ecuacion general de la Altura.

Para

B

y

m
-1CA
y+4=2(x+1)

y =2x - 2 Ecuacion geométrica de la Altura 2x - y - 2 = 0 ecuacion
general de la Altura.
Para
A
y
m
-1BC
y - 6 =_3(x +5)

NN <
Il

_3xt 8 Ecuacién geométrica de la Alturaz

2x + 3y - 8 = 0 Ecuacion general de la Altura.

f. Para encontrar el ortocentro, basta con igualar 2 de las medianas:
2x+3y -8=02x+3y-8=02x-y-2=0(-1)2x-y-2=0(3)
4y- 6 = 0gx 14 = 0 Por lo tanto, el ortocentro tiene coordenada

P

7.3
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42

g. Para la recta de Euler, basta con encontrar la pendiente entre
el baricentro, ortocentro o circuncentro y se hace uso de la ecuacion
punto pendiente.

Para el baricentro P -1, 4 y el ortocentro Py 7, Sse tiene:z 42

341

"N U= T3

2-3_6_2
744113344
y
4
~3=2(x + )33

=2, 446 I i
y =x +™° Ecuacién geométrica de la recta de Euler.3333
2x + 33y - 46 = 0 Ecuacion general de la recta de Euler.
Ag y Mediana 5 Alturas P mgC Mediatriz 4 Recta Euler
3
2C
Recta Euler
P mcA

By-
Actividad
con
Softwarey

_1123X
1P mpB
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2

1. Con la herramienta segmento

"

v

cree un triangulo que tenga cualquier longitud en sus

lados.
2. Con la herramienta bisectriz

_——“que esta en el meni desplegable

del boton recta perpendicular, encuentre la bisectriz de los
angulos A, By C; para ello debe tocar los v értices del triangulo, es
decir, si va a sacar la bisectriz al A, debe hacer clic en los v értices
B,A C.
3. Con la herramienta interseccion entre objetos

“que esta en el

menU desplegable del boton nuevo punto, seleccione 2 de las
bisectrices, €l generara el punto de interseccion entre ambas rectas,
el cual es el incentro.
4. Seleccione cada una de las bisectrices, dé clic derecho y
seleccione

la opcion “muestra objeto”, esto oculta el objeto seleccionado
pero permanece en el panel de objetos, el cual puede hacer visible
en cualquier momento. Esto deja en la zona grafica el triangulo y el
incentro.
Practica No. 4
En el Cd busque la carpeta geogebra, abra el archivo punto Pggb y
realice la actividad.

2.3.14. Area del triangulo

Para determinar el area'> de un triangulo AABC cualquiera, se puede
utilizar:

2.3.14.1. La formula de Heron

Sean A, By C los vértices de un tridngulo dado, entonces si se
conoce la longitud de los lados del triangulo, el area esta dada por:
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Apr=S(S-a)S-b)S-c)
Donde a, b y ¢ son la longitud de los lados del triangulo.

Para determinar S, que es el semiperimetro del triangulo, se utiliza:
S

atb+c 2

2.3.14.2. Determinantes

Sean A(x1, Y1), B (x2, y2) y C (x3, y3) los vértices de un triangulo
dado, entonces el area del triangulo mediante determinantes es:
AYITR 1y 0T, pR2p =1y, y o1 =T

22X y 31 -x31%3Y36y31

Ay="x1(y2- y3) - y1 (x2- X3) + (xoy3- Yy 2x3)| por determinantesy |
Ap = 1 X1y2- X1Y3- Y 1X2 + Y 1X3 + X2y 3 - Y 2X3| por distributividad.|
Entonces, el area de un tridngulo mediante el uso de determinantes
esta dado por:

13E| area es la superficie comprendida dentro de una figura plana.
Ay ="[x1y2 + Xoy3 +y X3 X1y3- ¥ 1Xa- y2xal

Dado el triangulo, cuy os v értices son: A(-2, 1), B (1,-3) y C (2,
2) encuentre el area de dicho tridangulo, mediante determinantes y la
féormula de Heron.
Solucion
¥C(2.2) pediante Determinantespax1= -2, 2= 1yx3=2A(-2, 1) y1 = 1,\2=

-3yy3=21
X
Entonces

Ap =T1(22)(=3) + (1)(2) + (1)(2) ~2-1 1 a22

c-(-2)2)- (1)(1) - (-3)(2)] -
A

Me+2+2+4_1+6],=

2ap =191

A ="9=95

3B(1,.3)2

Mediante la férmula de Herén

Primero se deben encontrar las distancias entre los v értices:

D
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&

=

NN T ™
=

+(.3_1)2Dpg =32+ (L42™ PDpg=V9 + 16 = Dag = V25 =5

lw)
5

<l

NN T ™
=

+(2_1)2Dpg = (42 + (1)2™ =Dpg = V16 + 1 Dpg = V17 = 4,12

W o
(@)

ﬁll

1)

%+(2-(-3)?Dag= (1) + (5 "Dag = V1 + 25 Dpg = V26 =
5,09

Luego, encontramos el semiperimetro S =
7M2=2=

Entonces:

Ap =711 (7,112 5) (7,11 - 4,12) (7,11 - 5,09) » Ax = V90,6 5ax = 95

5+4,12+509 g _ 1421 g

2.3.15. Hercicios propuestos de triangulos

1. Determine el area de la regién sombreada, sabiendo que los
v értices del paralelogramo son:
D3y

E2x=(_6, 1), B = (_4,_1),
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C =(-1,1), D =(-3, 3), donde AC E es el punto medio de AD y F

€Sxel punto medio de CD
_6_5_4_3_2_1

B_1
2. Hallar las coordenadas de los v értices de un triangulo cuy as
coordenadas de los puntos medios de sus lados son:
a.A=(3,2);B=(-1,-2)y C=(5,-4)b. A=(-2,1);B=(5,2)y C =
(2,-3)
3. Dos veértices de un triangulo equilatero son A(2, 3) y B(5, 1).
Hallar las coordenadas del tercer v értice.

4. Clasifique el triangulo ABC (segun sus lados y angulos) cuy os
v értices son:
a.A=(-4,1),B=(-2,3),C=(2, 1)

"> o

L

4,7,93)

d. A= (228200735 ¢ = (5 1)1,11), B=(-222

5. Calcule la longitud de las medianas del triangulo, cuy os v értices
son:

A=(-5,2),B=(-7,6),y C=(3, 2)6. Calcule la coordenada
ortocentro del triangulo, cuy os v értices son:

A=(-6,-2), B=(-4,6),y C=(3,%;
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Una fabrica de bicicletas, piensa lanzar al mercado un nuevo
modelo para carreras. Para ello le envia a usted una foto y un
modelo donde le pide determinar ciertos aspectos de la bicicleta,
para saber si coinciden con las medidas técnicas exigidas; entonces
le solicitan hacer los célculos pertinentes y enviar sugerencias (los
puntos que no tienen coordenadas se deben encontrar de forma
algebraica, no contando la cuadricula).

y
D

(-5,10)
-2x+9y=62F
C

=545 +7
=BXpF

B

Figura 2.5: Nuevo modelo de bicicleta de Carreras.

1. ¢ El soporte del asiento DC esta alineado con respecto a la base
de la bicicleta BC?

2. Clasifique el triangulo (por lados y por angulos) que conforma la
parte superior del marco BCE.

3. ¢, Qué area Cubre la parte superior del marco ABC? 4. ; Qué
distancia hay entre cada soporte de las llantas F y Aa la base del
pedal B?

5. ¢Qué distancia hay entre el soporte de la llanta delantera F y el
tubo soporte del pedal al manubrio BE?

6. El freno trasero se debe colocar bajo una relacion r =2; ¢En ques
coordenada estaria? y ¢ por qué?

2.4. Actividad general

En la ciudad X se presenté un robo. Los delincuentes huy eron en
una moto y un vehiculo, a usted le llega una imagen satelital, tal
como puede observarse en la siguiente figura, se aprecian tres (3)
autos de policia, la moto, la nifia del parque, una bicicleta y un auto
particular.
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X

carrera 9

Usted debe determinar ciertas caracteristicas.
1. La policia atiende el llamado y enviaa tres (3) patrullas. Determine

el perimetro14 y el drea que delimitan las patrullas.

2. La nifia que esta en el parque ve la moto sospechosa pasando
al frente de ella, ;A qué distancia esta la nifia de la moto? Sabiendo
que la moto va por la carrera octava, la cual sigue la tray ectoria de
4x-8y =4.

3. Encuentre la ecuacion que satisface la calle 6, tomando como
referencia la patrulla que va por esa calle.

Es la medida del contorno (borde) de una figura.

2.5. CRUCIGRAMA UNIDAD 2 69

4. La carrera octav a esta a una distancia de 900 metros de la
carrera 6. Encuentre la ecuacién que satisface la carrera sexta. 5.
Determine ¢ Qué hay en medio de las patrullas que van por la calle 6
y por la carrera 7, de las coordenadas de este edificio?.

6. Las patrullas de la carrera 7 encierran al auto sospechoso,
este vehiculo estad a una relacién de 3/5. Determine la posicién
exacta del vehiculo.

7. La calle 4 con la calle 5, a la altura de la carrera 9 se forma
una angulo. Encuentre el angulo formado por estas 2 calles (para
encontrar la recta tome como referencia el vehiculo de policia y la
bicicleta).

2.5. Crucigrama unidad 2

1. Cuando dos rectas tienen pedientes inversas se dice que
son...
2. El eje x también recibe el nombre de eje de las... 3. Cuando una
relaciéon que corta a un segmento r = 1 se dice que es

4. Cuando una recta esta de la forma Ax + By + C =0, se dice
que esta en su forma...
5. El punto donde se encuentran las alturas se llama...

6. El punto en el que se unen los dos lados de un angulo se
llama...
7. Trozo de recta limitado por dos puntos.
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11. Para encontrar un v értice dados los lados, se puede utilizar...
12. La ecuacion y - y 1 = M(X -x1) recibe el nombre de...

8. El area de un triangulo se puede hallar mediante la férmula
de...
9. La ecuacion

tga
mq -mMy
1+m1 m2

sirve para encontrar

10. Rectas que van del vértice al punto medio del lado opuesto.
13. Longitud del contorno de una figura geométrica.

14. Dados dos (2) puntos, la diferencia de las ordenadas sobre
las abcisas recibe el nombre de...

15. La ecuacién normal de una recta tiene la misma pendiente
pero un punto distinto, esta se denomina...

2.6. Cuestionario unidad 2

Las siguientes preguntas constan de un enunciado y 4 posibles
respuestas, de las cuales una es verdadera:

1. Si una recta de la forma y = mx + b, en donde la pendiente m
Y-85 5eala pendiente es una indeterminacion, sey-x1 o
puede decir que:

a) Es una recta imaginaria c) Es una recta paralela al eje y b) Es
una recta paralela al eje x d) No es posible una recta
2. La ecuacion de una linea recta es
y

25

3

X - 9. La forma implicita de dicha ecuacion es:

a)2x +6y +15=0b)4x +6y +15=0c)6x +4y _ 15=0d) 2x +
3y +5=0

3. El punto de interseccién de las rectas 3x -2y +6 =0y x +2y - 2
=0es:

a) (3,-2) b) (1, 2) ¢)

(

31
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-1,2) d) (1,-2) 2.6. CUESTIONARIO UNIDAD 2 71

4. La ecuacion de la recta cuy a interseccion con el eje x es 3y con

el eje y es 2 esta dada por:

a)2x +3y _6=0b)y =3x+2c)y =6x+2d)3x +2y =6

5. Las medianas de un triangulo concurren en un punto denominado:
a) Circuncentro c) Incentro

b) Ortocentro d) Baricentro

6. Los puntos A= (-3, 2) y B = (5,-2) son colineales con el punto:

a)C=(2,2b)C=(""Ty
c)c=@2NdC=0"uz
7. Un tridngulo isoceles es aquel que:
a) Sus angulos internos suman b) Sus tres angulos son iguales

180°

c) Dos de sus angulos son iguales d) Su hipotenusa es igual a la
suma de sus catetos

8. De la ecuacion general de la linea recta Ax + By + C =0, se dice
que el corte con el eje y es:

a)

C
b

c

A

AC

-Bd) _Bg g angulo de inclinacién de la recta formada por los
puntos A=(-8,-4)y B =(5, 9) es

a) 45 grados b) -1 grado c) 1 grado d) 90 grados

10. La ecuacion de la recta que pasa por el punto P = (2, 1) y que es
paralela a larecta 4x - 2y =3

a)y =2x-5b)y =2x+3c¢c)2x-y -3=0d)2x+y -3=0

CAPITULO3

SECCIONES CONICAS
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“Las matematicas son el lenguaje en el que Dios escribié el
univ erso”.

Galileo Galilei.

Alo largo de los afios hemos apreciado la evolucion de las
secciones conicas, las cuales han sido empleadas en
construcciones antiguas como en clpulas, arcos e iglesias y
modelos arquitectonicos modemos e innov adores, estas son
apreciables en la vida cotidiana como en una bicicleta, en una
estacion de metro, puentes, entre otros.

73

Toda seccion conica puede obtenerse de la interseccion de una
superficie conica con un plano, cuya distancia dirigida a un punto fijo
y una recta fija es una razon constante e; dependiendo de la
inclinacion del plano, la seccion conica cambia. La ecuacion de toda
seccion conica es una ecuacion de segundo grado de dos variables
de la forma:

Ax2+Bxy +Cy2+Dx+Ey +F=0
Donde al variar los parametros A, B, A C generan el lugar geométrico

Tde alguna de las secciones conicas.
3.1. Lacircunferencia
“Initil es la labor del que se fatiga’ intentando cuadrar el circulo”.

X
Stiffel
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La circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos de

un plano que son equidistantes2 de otro punto fijo llamado centro C.
Si se ubica la circunferencia en un plano, haciendo coincidir el centro
de esta con el origen del plano, la distancia entre el centro y los
puntos fijos es constante.

TEs el conjunto formado por todos los puntos que tienen cierta
propiedad y solo ellos la cumplen.

2Igual distancia.

Y Como son equidistantes se debe usar la férmula de distanciapxy)
entre los puntos PyC
el origen tiene coordenada C(0, 0)radio x

C(0,0) entonces r = (x - 0)2 +(y - 0)2

luego r = (x)2 +(y )2 eliminando la raiz % = x2 + y2

Figura 3.1: Circunferencia

Por lo tanto, la ecuacién candnica de la circunferencia con centro en

el origen, esta dada por:

X2+ y2 =

Donde, r es una distancia constante que va del centro a cualquier

punto de la circunferencia, llamada radio de la circunferencia; en

donde:

— Si r >0 Es una circunferencia real, ya que el radio es positivo.
— Si r <0 La circunferencia no esta definida o es una

circunferencia imaginaria, ya que el radio es negetivo y no tiene

solucién en los R.

— Si r =0 La circunferencia no tiene radio, lo que genera un punto.

Encuentre el punto P = (x, y) que equidiste del origen cuatro (4)
unidades.

Solucion

Para encontrar la coordenada del punto P, se debe tomar la ecuacion
de distancia entre los puntos P = (x, y)y O = (0, 0):

(x-02+(y-0°=4

x2+y2=4
K2 +y2 =42
x2+y2=16
4y
2

76



422 4%
2

4

Lo que indica que el punto P = (x, y) es cualquier punto que esta
sobre la circunferencia, con centro en el origen y radio 6.

3.1.1. Hementos de una circunferencia

La circunferencia tiene asociada a ella varios elementos que son:
Figura 3.2: Elementos de la circunferencia.

Radio: es la distancia del centro C a cualesquier punto que limita
la circunferencia, se denota porr.

Cuerda: es el segmento de cuerda limitado por dos (2) puntos
que estan sobre el limite de la circunferencia.

Diametro: es la cuerda de may or longitud, esta pasa por el centro
de la circunferencia y equivale a dos (2) radios, es decir 2r.

Recta tangente: es la recta que toca en un sélo punto a la
circunferencia, si el punto es externo a la circunferencia, ésta tiene
dos (2) rectas tangentes, si el punto es sobre la circunferencia sélo
tiene una recta tangente.

Recta secante: es la recta que atraviesa a la circunferencia y la
toca en dos (2) puntos.
entre dos (2) radios o una cuerda, se han llamado sector circular, si
esta comprendido entre los radios, o segmento circular si esta
comprendido por una cuerda.

Area del circulo: es la region limitada por una circunferencia y

esta dada por A= 2.

Arco: es la porcién de curva de la circunferencia, comprendida
La perpendicular a la tangencia cruza por el radio de la
circunferencia.

Longitud de la circunferencia: es el producto del diametro por 1,
es decir: L = 21rr.
recta tangente en el punto de
La perpendicular a una cuerda en el punto medio cruza por el radio

3.1.2. Circunferencia con centro fuera del origen

Si el centro de la circunferencia se desplaza h unidades en el eje
x y k unidades en el eje y, obtenemos:
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y
El centro tiene la coordenada C(h, k) entonces la distancia entre P y
CPxy
kCesr=(x- h)2 +(y - k)2 eliminando la raiz
queda 2= (x - h)2 +(y - k)2
donde el centro de la circunferenciaxes ¢ = (h, k).
Figura 3.3: Circunferencia con centro en C(h, k).
La ecuacion de la circunferencia esta dada por:
-2 (y k)P =12
Observe que las coordenadas del centro C = (h, k) tienen signo
opuesto a los que aparecen en la ecuacion.

a. Dada la ecuacién de la circunferencia (x - 8)2 +(y + 6)2 =49,
determine el centro y el radio.
b. Dado C = (-3, 5) el centro de la circunferencia y el radio r = 5,
encuentre la ecuacién canonica de la circunferencia.
Solucion

a. Como el centro esta dado por C = (h, k) y en la ecuacion es x
=_h, A,y =- kentonces h =8y k =_6, luego el centro de la
circunferencia es C = (8,-5) y como el r2, entonces el radioes r=7.

b. Como la ecuacion esta dada por (x - h)2+(y - k)2 = r2,
entonces reemplazo las coordenadas dadas, luego (x- (-3)) + (y -
(5))2 = 52, entonces (x + 3)2 +(y - 5)2 = 25 es la ecuacioén candnica
de la circunferencia con centro en C = (-3, 5) y radio 5.

Practica No.5
En el cd busque la carpeta Apples y abra el archivo con nombre
lugar_geometrico.htm y responda las siguientes preguntas:

— ¢ Qué pasa si mueve el punto B?

— ¢ Qué pasa si mueve el punto A?
— ¢ Qué nombre le colocaria al punto Ay C?

3.1.3. Ecuacion general de una circunferencia

Analiticamente, una circunferencia es una ecuacién de segundo
grado con 2 variables de la forma:

x2+y2+Dx+Ey +F=0
a. Se desea hallar la ecuacién general de la circunferencia con
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centroen C = (-2, 1)y radio r = 5.
b. Dada la ecuacién general de la circunferencia x2+y2 6x+4y _3 =0,
determine la ecuacion candnica, del centro y el radio.”
Solucion
a. Para solucionar este ejercicio debemos usar la ecuacion de la
circunferencia de centro en C = (h, k), como:

(x- h)2 +(y - k)2 = 2 entonces (X - (_2))2 +(y - (1))2 =52 luego
(x + 2)2 +(y - ‘l)2 = 52 resolviendo el binomio al cuadrado se obtiene
X2+ y2 + 4x-9y -20 = 0 organizando y sumando términos
semejantes
Por lo tanto, la ecuacién general de la circunferencia con centro en C
=(.2, 1)y radior=5es x2+y2+4x _ 2y _ 20 = 0.
b. Dada la ecuacién x? + y2 6x + 4y - 3 =0 se deben completar
cuadrados: ™

X2+ _6x + y2 + 4y = 3 se organizan términos semejantes. Para
completar cuadrados se toma la variable lineal y se divide entre 2y
luego se eleva al cuadrado. Este valor se debe sumar en ambos
lados de la igualdad entonces

X2+ 6x+ (3P +y2+ay +(22=3+9+4(x2+(y +2)2=16_3)
entonces, C =(3,-2) y el radio es r = 4.

3.1.4. Relaciéon entre la ecuacion general y la
canodnica

Para establecer una relacion entre ambas ecuaciones, se parte
de la ecuacion general y completan cuadrados para llegar a la
ecuacion canonica.
x2+y2+Dx+Ey +F=0
x2 + Dx + y2 + Ey +F =0 organizamos v ariables
x2+Dx +P2+ y2 + Ey +E2- p4P2.E2 gymamos a2 22 2ambos
lados de la igualdad para completar cuadrados

x +DE2 4 y-o2=-F+ D2 4+ B2 Factorizando® al lado izquierdog 4 4
y utilizando propiedades de los exponentes al lado izquierdo,

entonces el centro de la circunferencia esta dado por:
Cc
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DE

-2.-2 3Trinomio de la forma ax+ bx+ ¢
Como el radio esta al cuadrado, entonces:
r2 = _F +DP2 + B2 Eliminando el cuadrado.4 4

r=_F +D2 B2 para eliminar un cuadrado se saca raiz cuadrag 4

da en ambos lados de la igualdad4.
r

4F
-4+ suma de fracciones homogeneas.4 4
r =_4F+D2+E2

D2 , E2

por propiedades5 de las raicesy

r= \/—4F+D2+E2 por lo tanto, el radio de la circunferencia en lays

forma general esta dado por:
r

\-
4F+D?+E2 2

a. Determinar el centro y el radio de la circunferencia, cuya
ecuacion es x2 + y2 6x - 3y - 11 =0-

b. Determinar las ecuaciones de la circunferencia (canénica y
general) que pasa por los puntos A= (1,-2), B=(5, 4)y C =(10, 5)
de dos (2) formas diferentes.

Solucion
a. Como el centro de la circunferencia es

C
DE
2,2

entonces, Dx =6x > D=6y Ey =_-35 E=_3
por lo tanto el centro de la circunferencia es:
C

63

-2_2C= 33 2F radio esta dado porr = [—4F+D2+E2

reemplazando se tiene que:p
p = =4 M)+(6)2+(=3)2 | - V44+36+9 | _ 8

9@7,72.2=>2=>2=>
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4 Va?= ag
a-vVab+b

b. Determinar las ecuaciones de la circunferencia (canonica y
general) que pasa por los puntos A= (1,-2), B=(5,4)y C =(10, 5)
de dos formas diferentes.

Forma No. 1

Tomando como referencia la ecuacién general de la
circunferencia x2 + y2 +Dx +Ey + F =0y la coordenada de los
puntos P (x, y) se reemplazan dichos valores en la ecuacion general,
entonces:

para A= (1,.2) = (12 + (_2)2 + (1) D + (_2) E + F = 0 entonces 5
+D_oe+F=0o5D_2E+F=_5ec.1paraB=(54)= (572 + @32
+(5)p+(@4)E+F=0entonces 41 +5p +4E+F =0= 5D +4E +F
=_41ec.2 para C = (10, 5) = (10)2+ (52 + (10) D + (5) E+F = 0
entonces 125+ 10D + 5E +F =0 10D + 5E + F =_125 ec.3
Debemos hacer reduccion de ecuaciones dos a dos.

Tomando ec.1y ec.2
D-2E+F=_55D+4E+F =_41

D+2E_F=5_
5D +4E +F =_414D + 6E =_36
Tomando ec.2 y ec.3 multiplicamos la ec.1 por (-1) se tiene:
ec.4
multiplicamos la ec.2 por (-1) entonces:
5D_4E_F =41
10D + 5E + F =_125
5D + E =_84 ec.5 Tomando ec.4 y ec.5:

4D +6E= _36 multiplicamos la ec.5 por (-6)s5p + E= -84

4D + 6E =_-36
30

D

6

E

=504
entonces

D
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468

-26luego D =_18 _9gD =468

Seguidamente se debe reemplazar la v ariable encontrada (D) en
alguna de las ecuaciones 4 o 5.

Reemplazando D en ec.5

5(-18)+E=_845E=_84+90=E=6

Como ya se tienen dos (2) variables (D y E) se reemplaza en alguna
de las ecuaciones 1, 2 0 3.

Reemplazando D y E enlaec.1 D - 2E + F =_5 entonces:
-18-26)+F=_55F=_5+30= F =25.

Teniendo las tres (3) variables, se reemplaza en la ecuacién general,
entonces se tiene que:

X2+ y2 +-18x + 6y + 25 =0 para encontrar la ecuacion canonica
buscamos el centro y el radio, como:

Cc

= (

h, k

)

y como

h

DE

—2y k=_5, entonces: C =(9,-3)
2 = D2+E24F entonces:g4 -

2 = (_18)2+(6)24(25) 2 2260 2 _ g5, _

luego la ecuacién candnica esta dada por (x - 9)2 +(y + 3)2 =65
Forma No. 2

Se deben encontrar dos (2) de las mediatrices y el circuncentro, que
seria el centro de la circunferencia

YR
4
1. Se buscan los puntos medios:s5 q p mar3

Pm
PQ
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1+5,_2+4 2

22=1PmMpqgy

-11234567891011121314151617 P m
PQ

PmQR = 5+10, 4+5_72 2= -8
9

_10

Pm
PQ

15,9_1
22

2. Se debe buscar la pendiente y la pendiente inversa para la recta
perpendicular:
m

PQ

4+2me=3

51,2,
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10_.5=5

3. Encontrando la pendiente inversa:
(

m

PQ

)

1 2

3

"(mp) =-22>
(

m

QR

1(mpq) =-5

5=

4. Encontrando la ecuacion de la mediatriz con punto pendiente:
y

1=

222

3(X-3)>y =-x+2+15y =_x+3y =
2493y = 2. +9 2x+3y =93

y22P2(x _3) sy =_gx+2+15y =_gx+35y =

0= S+ 9 Bx +y=4235 3y =

Para encontrar el Circuncentro se igualan las mediatrices:
2x+3y =9

5x +y =42 (-3)

2x +3y =9

-15x - 3y =_-126 despejando x se tiene x =Bx=9_13x =_11717"=

reemplazando en alguna ecuacién 2(9) +3y =95 3y =_ 95y =
9y= _3_3 =

entonces, C = (9,-3)

5. Encontrando el radio (se toma un punto y el centro):
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BN

-

24 (3+22r=82+(_172

o = =65

2 =65

con el centro y el radio encontramos la ecuacioén canénica de la
circunferencia:

(x - 9)2 +(y + 3)2 = 65 para encontrar la ecuacién general se
resuelve los binomios:

x2 18x+81+y2+6y+9_65 = 0 _, x2+y2+_18x+6y+25 = 0_

Actividad
con
Software s

Un punto de coordenadas P = (x, y) se mueve en cada instante
t, bajo la propiedad x = h + rcos(t),y =k + rsen(t). Hacer una
construccion que muestre que el punto P, al mov erse, describe una
circunferencia de centro C (h, k) y radior.

3.1.5. Hercicios propuestos de la circunferencia

Para cada ejercicio del 2 al 17 es necesario graficar: 1. Complete
cada una de las oraciones

a. Una circunferencia es real cuando: , imaginaria
cuando 0 un punto si:

b. La ecuacion general de la circunferencia es: , de alli
decimos que el centro es y el radio esta dado por

c. La cuerda mayor que se puede trazar en una circunferencia se
denomina .
2. Encuentre la ecuacion general de la circunferencia para cada item
bajo la condicién dada.

a. Centroen C = (
1 y radior = 6.
c. Centroen C =
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1, 2)y radior = 4.

b. Centro en C =2,-57 yradior = 5.
d. Centro en

Cc

_8,_22

4,5 y radior=7.o

e. El segmento que une A= (-2, 6) y B=(6,-8) es el diametro. f.
Centro en C = (-5,_5) y pasa por el punto P = (4, 4). g. Centroen C
=(-3,7)y es tangente alarectadx +y - 15=0
3. En cada uno de los siguientes ejercicios, reduzca cada ecuacion
general a la forma canénica.
a. x2+y2+10y 100 =0c. x2+y216x + 8y _ 100 = 0 b.
X

X FN< +FN
= N
o S}

o

NS + X ey 1<
oS

+40x-20y 1500 = 0

4. En cada uno de los siguientes ejecicios determine ¢ Cuales de
las ecuaciones representan una circunferencia, un punto o una
circunferencia imaginaria?.

a. x2+y2+6x_6y - 18=0c. x> +y2+4x_4y +24=0b. x2 +y?
2x +6y - 16=0d. x2+y23x+y +12=0__
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5. Encuentre la ecuacioén de la recta tangenta a circunferencia C en
el punto P

axZ+y22x_4y +1=0,P=(_1,2)
b.x2+yZ 2x+2y _8=0,P=(2 2)
c. x2+y2+9x3'9,_2

N< + N Xa

12
-2y +15=0,P =25
x- 20y +36 =0, P = (-3 4)-

6. El punto medio de la cuerda de una circunferencia con
ecuacion x2 + y220x _ 125 =0 en Py, =2, 1®
-22

, encontrar la ecuacion
de la cuerda.
7. Encuentre la ecuacion de la circunferencia que pasa por los
puntos A= (6,-4) y B = (15, 6) y cuyo centro esta sobre la recta 3x

_5y+15 = 0.
8. Encuentre la ecuacion de la circunferencia que pasa por los
puntos A= (-1,-2),B=(2,3)y C =(-2, 2).

9. Hallar la ecuacion de la circunferencia, que tiene por diametro
el segmento interceptado por los ejes coordenados y la recta 5x-2y
+10=0.

10. Encontrar la ecuacién de la circunferencia que sea cocéntrica®

con x2 + y2 +6x +4y +8 =0y que pase por el punto P (-4,_1)

11. Dada la circunferencia x2+y2 12x_6y =_40, encuentre todas—
las rectas de pendiente 2 que sean tangentes a dicha circunferencia.
12. Encuentre el punto de tangencia entre larecta-2x +y +6 =0y
la circunf erencia x2 + y2 6x + 10y =-29.-

13. Encuentre la longitud de la cuerda generada entre la
circunferencia (x - 2)2 +(y - 1)2 =20y larecta3x +y +3=0.

14. Hallar la ecuacion de la circunferencia de radio 5y cuyo centro

es el punto de interseccion de las rectas 3x-2y_-24 =0y 2x+7y+9 =
0.
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15. La circunferencia C1 con ecuacion X2+ y2 2x +2y =6, es-
cocéntrica con otra circunferencia C». La circunferencia Cq es

cortada 8Circunferencia con mismo centro pero radio diferente

por una recta secante, cuya ecuacioén esta dada por

y

1

—ox + 4, esta recta secante a Cq es tangente a una cirnferencia
Co; determine la ecuacion de la circunferencia Co.

16. Hallar los puntos de interseccion de las circunferencias (x - 3)2+
(y +1)2=50y x2+y2+10x _ 6y +24 = 0,.

16. Comprobar que el circuncentro de un triangulo formado por
los puntos A= (2, 3), B=(6,4)y C =(7, 1) es el centro de la
circunferencia que pasa por los mismos puntos.

17. Dadas las circunferencias C1 : X2+ y2 8x +8y =_31, Cp: x

2

+

< & 1 X + <

-
jry

w o<

N< + DN X
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8 x + 4y =_18 encontrar el
area del triangulo formado por el centro de las circunferencias C1,

C2y C3
3.1.6. Aplicacion de la circunferencia

Los elementos de la circunferencia como el radio, las cuerdas y
las tangentes, hacen posible hacer la construccion de una curva
simple7 en una via, debido a la topografia de ciertos lugares, que no
permiten la construccion de una via en linea recta.

Los elementos que intervienen son:
Pint
RtRt
E
"!.'f

b -

Angulo de deflexionA: el que se forma con la prolongacion de uno
de los alineamientos rectos y el siguiente. Puede ser a la izquierda o
a la derecha

Recta tangente Ry distancia desde el punto de interseccion de
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las tangentes Pjnt hasta cualquiera de los puntos de tangencia de la
curva Py, los alineamientos rectos también se conocen con el
nombre de entretangencia si se trata

del tramo recto que queda entre dos curvas.

Radio R: el de la circunferencia que describe el arco de la curva.

7Las curvas circulares simples, se definen como arcos de
circunferencia de un soélo radio, que son utilizados para unir dos (2)
alineamientos rectos de una via.
3.2. EJERCICIOS DE APLICACION CIRCUNFERENCIA 87
Cuerda larga: linea recta que une los puntos de tangencia Py.
Externa E: distancia desde el punto de interseccion de las tangentes
Pint al punto medio de la curva sobre el arco.
Longitud de la curva L: distancia desde los puntos de tangencia Py,
recorriendo el arco de la curva.

El caso mas comun de la circunferencia, esta en los
mov imientos telurico, donde se aplica para mostrar el movimiendo
de una onda sismica desde el hipocentro (punto donde se inicia un
sismo al interior de la tierra) hasta alcanzar el epicentro o punto en la
superficie de la tierra donde ocurrio el sismo.

Otro caso son los engranajes en donde se desea saber la longitud
de una banda que pasa por varios engranes o una cadena para moto
o bicicleta.

Falla Epjcentro Hipocentro

3.2. Gercicios de aplicacion circunferencia

1. Una estacién de gasolina A tiene riesgo de explosion, por
seguridad se ha despejado a la poblacion en un radio de 400 mtrs a
la redonda. a 300 mtrs al sury 300 mtrs al oriente, se encuentra otra
estacion de gasolina B, se desea saber si en caso de explosién de la
estacion A afectaria la estacion B.

2. La correa de un motor de un vehiculo debe pasar por el
siguefial, el arbor de levas y el patin, las cuales siguen las

ecuaciones de las circunferencias a : (x - 7)2 +(y - 3)2 =1,b:(x-
3)2 +(y - 6)2 =4yc:(x- 2)2+(y +1) =09, sila correa debe pasar
por estos tres engranes y las rectas comunes son: ac : y = 3,46x+
2,89, ab:y =-1,12x+ 12,38, bc : y =1,52x - 9,51, determine la
longitud de la correa.
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3.3. La parabola

“Las matematicas poseen no sé
lo la verdad, sino cierta belleza
suprema. Una belleza fria yy austera, como la de una escultura.”
X
Bertrand Russell

Una parabola es el conjunto de todos los puntos en un plano, que
son equidistantes de un punto fijo F llamado foco y una recta fija
llamada directriz, la distancia entre el foco y la directriz es 2a. El
punto medio entre el foco y la directriz se llama v értice, se
representa con V .

3.3.1. Ecuacioén canénica con vértice en el origen

Si el origen del plano cartesiano coincide con el vértice de la
parabola, éste se representa con V = (0, 0). La coordenada del foco
es F =(a, 0) y la ecuacion de la directrizes x =_aox +a=0.
Cualquier punto P (x, y) que pertenezca a la parabola, dista lo mismo
del foco que la directriz, es decir:

(x - a)z +(y_ 0)2 = x + gPasapor el foco.

(x-a)?+(y - 0= (x +a)’
y
elevando al cuadrado ambos laP (x, y) dos
X
2 2ax+az+y2 = x2+2ax+a2 P2 -p3 Resolviendo los binomios F (a, 0) x
y2 = 4ax despejando la vari2a
able y.

Donde |43 representa la longitud del lado recto; el lado recto es
la cuerda paralela a la directrizy Por lo tanto, la ecuacién de la
parabola esta dada por:
y2 =4dax y x2 = say
El signo + depende de la ubicacién del foco:

— La ecuacion es y2 = 4ax si el — La ecuacion es x2 =_4ay sifoco
pertenece al eje x el foco pertenece alejey y y F xg

X

— La ecuacion es y2 = _4ax si — La ecuacién es x2 =_4ay si el foco
pertenece al eje x el foco pertenece alejey y y
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FxxF
La grafica de la parabola abre siempre hacia la variable que esté
lineal.

Encuentre la ecuacion de la parabola, cuyo vértice esta en el origen
y el foco tiene coordenada F = (-3, 0) y grafique.
Solucion
Observe que el foco pertenece al ejey y a <0, por lo tanto, se
toma la ecuacién x2 = 4ay, sabiendo que a =_3.
x?=4(3)y
x2= 12y y
30x=315
X 6.0-4.5.3.0-1.5 1.5 3.0 4.5_ 1 5-
-3.0F (-3, 0)

3.3.2. Hercicios parabola con vértice en el origen

1. Grafique cada una de las siguientes parabolas, encuentre la
coordenada del foco y la ecuacion de la directriz, al igual que la
longitud de lado recto.

a. x2=1y c. x2=5y
b.

y

249,04 23
_5x _

2. Encuentre la ecuacion de la parabola para cada item bajo la
condicién dada.
a. La coordenada del foco es

b. Vértice en el origen y directrizy =_2
c. Vértice en el origen, el foco pertenece a la parte positiva del eje y
y la longitud del lado recto es 5.
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d. Vértice en el origen, el foco pertenece a la parte positiva del eje x
y tiene un punto en P = (2, 3).

3. Determine la ecuacion de la parabola que muestra cada una de las
siguientes figuras

< oX< X X
o

[=%

Actividad
con Softwareg
1. Cree una circunferencia

©

“con centro en el origen y cualquier radio.
2. Ubique un punto P

®
Eﬁobre la circunferencia creada.

3. Trace un segmento

&
E§1 del centro de la circunferencia al punto P.

4. Trace una perpendicular

| eje x que pase por el punto P.
5. Cree un punto

\—VO, de interseccion entre la perpendicular y el eje x.

6. Trace un segmento
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a

v 4

'S> entre el punto Q y la interseccion de la circunferencia y
elejey
7. Cree un punto de interseccion

7,

“R entre el segmento Sqy Sy. 8. Active el trazo al punto R
y mueva el punto P.
9. ¢ Qué lugar geométrico describe el punto R al mover el punto P?

3.3.3. Recta tangente a la parabola

Para encontrar la ecuacion de la recta tangente a la parabola se
debe encontrar la pendiente8 de la recta tangente. La recta tangentea
la parabola y2 = 4ax en cualquier punto P (x4, X2) de la curva tiene
por ecuacion punto pendiente y — y4=m (X - X1).
8por calculo diferencial se puede encontrar la pendiente de la recta
tangente mediante la derivada.

Despejando la variable y de la ecuacion de punto pendiente, se
tiene:y =mx - mxq+Yyq.

Sustituyendo y en la ecuacion de la parabola, se tiene:

(mx - mxq +y1)? = 4ax .

Resolviendo el trinomio al cuadrado se tiene:

(mx - mxq)? + 2 (mx - mxy) (y1) + (y 1)? = 4ax

(mx)2 2 (mx) (mx1) + (mx1)% 2 (mx) (y 1)-2 (mx1) y 1) + (y 1)
4ax=0- -

mx)2 2 (mx) (mx1) + 2 (mx) (y 1)-4ax+ (mx1)22 (mx1) (y1) +

(v 1Y%= 0.(~ ~organizando términos semejantes

m%2 2x m%1 + 2mx(y 1) -4ax+ (mx1)2 2 mx1) (y 1) + (y1)2=0-
—sacando factor comin

m%%_2 m%1 + 2m(y 1)-4a x+ (mx1)22 mx1) (y 1) + y )= 0-
Observando que el polinomio resultante es de la forma ax2+bx + ¢

= 0 donde:

a=m2



b=_2 m2x1 +2m (yq) -

2 (mxq) (y 1) + (y 1)

haciendo uso del discriminante b2 4ac = 0 se tiene:_
2m%1 +2m@y1)-4a2 4 m? mx1)22 mx1) (y 1) + (y1)2=¢- - -

8
m

32 m&x1 +2my 1)22.2 m&1 + 2m(y 1) (4a)+16a2 4m*x2+

1
y
1
4
m
2
y
2_ 0——1
1
4
m
4

X
24 _8md X1Y 1 +4m2y2 + 16am>2 X1-16amy 4 + 16a 2 am“x?
11+
8
m
3
X
1
y
1
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_4my2+16am®1 _16amy 1+ 16a2=0""
24

4am2x1 +4amyq + a?=0

(4axq) m2 + (day ) m +a2=0

Factorizando o aplicando férmula general se encomtra el valor de la
pendiente.

Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la parabola (x -
3)2 =4 (y - 2), en el punto P = (2,-4)

Solucion

Utilizando la ecuacion de punto pendiente se tiene: y +4 =m (x - 2)
y =mx - 2m - 4 sustituy endo en la ecuacion de la parabola se
obtiene:

(x?=4 (mx-2m_4_2)_3)
x26x+9=4mx_8m_24_
x2 6x _ 4mx +8m + 33 = 0_
x2 (6 + 4m) x + 8m + 33 = 0_

donde

a=1,b=_(6+4m)y c =8m + 33 utilizando el discriminante:
6+ 4m)2 4 (1(8m +33)) =0-

36 +48m +16m2 32m _ 132 = 0_

16m2 + 16m - 96 = 0

m2 + m _ 6 = 0 factorizando (m+3)(m-2)=0
m+3=0ym_-2=0entoncesm=_3y m=2

con el valor de estas pendientes se reemplazan en la ecuacion de
punto pendiente

y+4=2(X-2)y =2x-8yy+4=3(Xx-2)y =_3x+2

8

60

4

2
_22468
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3.3.4. Ecuacion canénica con vértice fuera del origen

Si el vértice de la parabola se desplaza h unidades en el eje x y k
unidades en el eje y, observe que la ecuacion de la directrizes y =k
—ay la coordenada del foco es F = (h, k + a) , de este modo
obtenemos:

y

P (x,y)F (h, k +a)

k

Directriz

y=k-a

hX

Figura 3.4: Parabola con vértice en V (h, k).

(x—h2+(y - (k+a)2=(x_x)2+(y - (k- a))%por definicién de
parabola

(x- h)2 +(y - (k+ a))2 =(y - (k- a))2 elevando al cuadrado en
ambos lados
(x2 =(y-(k- a))2 resolviendo cuadrados

(
X

2+ (y - (k +a))

+y?2y (k+a)+ (k+ay=y®2y (k-a)+(k-a)*-

I~ < MDNN—T M- T

+ N X0 4+
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N Y+

=_2y (k- a) + k2 ga + az(X—h)z—k
2y (k +a)+2ak =_2y (k- g)- 2ak™ (x
(x " h)2™ 2yk _ 2ya + 2ak = _2yk + 2ya_ 2ak
(

X

N~ T

=_2gy- 2ak +2ya +2ya
(x~ h)2 = _dak + 4ya
(x " hy2=_4a(y - k)-

De modo similar se define para la parabola que abre sobre el eje
X, por lo tanto, la ecuacién de la parabola con v értice fuera del
origen esta dada por:
(x-h?=44a(y - k)
vy
2= 4a(x_h)_k)
Observe que al moverse el vértice, el foco también se desplaza, por
lo que la coordenada del foco esta dado por:

F = (h + a, k) si la directriz esta al lado izquierdo del v értice F = (h
- a, k) si la directriz esta al lado derecho del vértice F = (h, k + a) si
la directriz esta debajo del vértice F = (h, k - a) si la directriz esta
arriba del v értice.

Encuentre la coordenada del foco y la ecuacién de la parabola
que tiene vértice en el punto V = (-2, 3), la directriz es paralela al eje
y y esta al lado izquierdo de la parabola, la longitud del lado recto es
12.

Solucion
Como la longitud del lado recto es 4a=12 entonces a=3 lo que indica
que el foco esta a 3 unidades del vértice y la coordenada es
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F=(th+a k)= F=(-2+3,3)=> F =(1, 3) Como la directrizes
paralela
y

9al eje y, la parabola esta al lado
izquierdo, la parabola debe abrir 8
hacia el lado derecho del eje x, en7
tonces utilizamos la ecuacion: 6
5

4Fy _ k)2 =4a(x_-h)V3x
2
1
v - 3= 12 (x- (-2)3-2-112-1
-2
Entonces la ecuacion de la”3
parabola es: (y - 3)2 =12 (x +2.) 4_

3.3.5. Ecuacion general de una parabola

Analiticamente una parabola es una ecuacion de segundo grado, con
2 variable de la forma:

x?+Dx+Ey +F=0y2+Dx +Ey +F =0

Si la directriz es paralela al Si la directriz es paralela al eje x. eje y.

Dadas las ecuaciones generales de las parabolas, encuentre su
ecuacion canonica y grafique

a. x22x_4y +5=0b.y2_6x_4y +1=0-

Solucion

a. Para transformar la ecuacion a la forma canénica se separan las
variables en la igualdad y se completa cuadrados

x22x_4y +5=0x2_2x=4y_5
xX2T2x+1%2=4y _5+1(x 1)2=4y _4_
x-12=4(y_1)

Como en la ecuacion, la variable lineal es y, entonces la parabola
abre hacia este eje, tiene vértice en V = (1, 1), el foco esta a 1
unidad del v értice, debido a que 4a = 4 entonces el foco es F = (1,
2) y la directriz es el eje x
y
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=(1,2)

=N T w

1123%
1

b. Para transformar la ecuacién a la forma canénica se separan las
variables en la igualdad y se completa cuadrados

y26x_dy +1=0_
y24y =6x-1-
y24y +22=6x_1+4_
(y2=6x+3_2)

| < —~

n

2_ gy 4!
2

Como en la ecuacion, la variable lineal es x, entonces la parabola
abre hacia este eje, tiene v értice en
Y

2

1

, el foco esta a2 unidades del v értice, debido a que

IIQ)UIIN-J;N

N W

entonces el foco es F = (1, 2) y la directriz es x =22
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F=(1,2)

SN Wb

x-2-112

3.3.6. Bercicios parabola

1. Complete cada una de las oraciones.

a. Una parabola abre hacia el eje y cuando tiene la ecuacion
b. Una parabola es el conjunto de todos los puntos que
de un punto fijo llamado y llamada

2. Grafique cada una de las siguientes parabolas, encuentre la
coordenada del foco y la ecuacion de la directriz y la longitud de lado
recto.

a. (X - 2)2=2y c. (x + 1)2=_y +4.
b.
(
y
+1)
2= 2(x_3).d.y2=4x"
2.

3. Encuentre la ecuacion de la parabola para cada item, bajo la
condicién dada.

a. La coordenada del foco es F = (2,-1), cuya directrizy =4 b. La
longitud del lado recto es® , y la coordenada del foco es F = 2, 03
2,-1) y el lado recto es el segmento limitado por los puntos P

3 ¢. La coordenada del foco es F = (-2,2)yP2= (-2, 4)1= (-

4. Dada la ecuacion canodnica de la parabola cambiela a la forma
general

a (y-4°%=2(x-1)c. y2=x_1b.
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Z=6(y-3)dx+2%3=6y_2

5. Dada la ecuacion general de la parabola cambiela a la forma
canonica
a.x2_8x+10y =_21c. x2_12x_-4y =_16b. y2+ 16x - 8y =48 d.
y216x - 4y =-100
6. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la parabola,
en el punto dado.
a.y?+4x_6y =_13y P=(1,-1)b. x*_-8x +12y =76y P =(2 0)

3.3.7. Aplicaciones de la parabola

Galileo, tras varios experimen

tos lanzando un proyectil,9 fue el
primero que dio una descripcion a la
tray ectoria que éste seguia, demostré
que dicha tray ectoria formaba una
parabola.

Un objeto es lanzado de un cafion, el cual sigue la tray ectoria x2 50x

+y - 400 = 0. Determine: ™~

1. ¢ En qué coordenada esta ubicado el caién? y ¢En qué punto cae
el objeto?

2. La distancia horizontal recorrida por el objeto desde que sali6 del
cafion hasta que toca el piso.

3. La altura maxima que alcanza el objeto lanzado.

Solucion

1. Para determinar las coordenadas del cafién y donde cae el objeto,
se debe igualar la ecuacién con la recta y = 0 osea el eje x:

_y =0 x250x +y _ 400 =0 ,

X

2 50x - 400 = 0-
SUn proy ectil es cualquier cuerpo que se lanza por medio de alguna
fuerza y continta en movimiento por inercia propia.
Despejando la variable x, haciendo uso de la férmula general se
obtiene que: x1 =-7,015y xo = 57,015.

2. La distancia horizontal se encuentra con los valores xq1y X2
entonces: |_7,015 - 57,015| = |_64,03| = 64,03, por lo tanto el objeto
tuvo un desplazamiento horizontal de aproximadamente 64.03 mts.
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3. Para encontrar la altura maxima que alcanza el objeto lanzado, se
debe encontrar la coordenada k en el vértice:

x2 50x = -y + 400 despejando
x27 50x + 252 = _y +400 + 625
(x~ 25)2=_y +1025_
Entonces el v értice de la parabola es V = (25,-1025), por lo tanto la
altura maxima que alcanza el objeto es 1025 mts. de altura
La parabola tiene gran aplicacion en la construccién de puentes,

debido a que el cable de suspension de un puente, uniformemente

cargado, puede tomar la forma de una parabola o catenariaC.

Los cables que constituy en el arco invertido (parabola) de los
puentes colgantes, deben estar anclados a la torre en cada extremo
del puente ya que son los encargados de transmitir en gran parte la
carga que tiene que soportar la estructura.

Claro Torre-l-ensor

calle o calzada

Pilar

La longitud en la base de una parabola (longitud de lado recto) se
llama claro o luz; la altura maxima sobre la base (del v értice al foco)
se llama altura del arco si la parabola abre hacia arriba o se llama
depresion si abre hacia abajo; el tirante es la cuerda v ertical

paralela a la torre, el tablero que sostiene la calzada (calle del
puente) suele estar suspendido mediante estos tirantes que
conectan con el cable parabdlico, las fuerzas principales en un
puente colgante son de traccion en los cables principales y de
compresioén en los pilares.

El cable de suspension de un puente colgante adquiere la forma de
un arco parabolico. Los pilares que lo soportan tienen una altura de

60 "%urva que describe un cable suspendido por sus extremos.
mts. y estan separados a una distancia de 500 mts. quedando el
punto mas bajo del cable a una altura de 10 mts. sobre la calzada del
puente.

1. Encontrar la ecuacion de la parabola que describe el cable del
puente.

2. Calcular la longitud del tensor (altura) de un punto situado a 80
mts. del centro del puente.

Solucién
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1. La ecuacion del cable en forma de parabola es x2= 4a(y - k)
ya que abre hacia el eje y, del enunciado se sabe que el v értice esta
en la coordenada V = (0, 10).

La altura de la torre es de 60 mts. y la longitud de la calzada es
500 mts. entonces los extremos donde se fija el cable parabolico es
(-250, 60), se debe reemplazar uno de los extremos y el valor del
v értice en la ecuacion de la parabola, entonces:

2502 = 4a(60 - 10)

62500 = 4a(50) 62500 = 200a
62500= 5200

625 =a

Luego se ha encontrado la coordenada del foco, como es una
parabola que no estéa en el origen el foco es f : (h, a+k), entonces f :
(0, 625/2+10) generando f : (0, 645/2).

Como la longitud del lado recto es |4a) entonces
LLR = 4(645/2) = 1250
2. Teniendo estos valores, la ecuacion de la pardbola que

satisface el cable del puente es: x2= 1250y - 12500; ahora para
determinar la longitud del tensor, cuando x esta a 80 mts. del centro
del puente, se reemplaza dicho valor en la ecuacién del puente:

802 = 1250y - 12500 6400 + 12500 = 1250y

18900 =y 1250

15,12 =y

Por lo tanto, la altura del tensor es: 15.12 mts.

Otra aplicacion que tiene la parabola es en las comunicaciones,
pues al hacer girar una parabola en su propio eje genera un soélido de
revolucién llamado “paraboloide” de alli reciben el nombre de antena
parabdlica, debido a la propiedad que cualquier haz de ray os
paralelos eje focal, se reflejan todos los rayos en el foco, por ello, el
receptor debe estar ubicado en el foco.

Una antena parabdlica cuy o plato puede describirse al girar la
parabola y2_ 5x - 30y =_225 sobre su vértice, cuy o receptor de
sefial esta ubicado en el foco. Determine:

a. ¢Aqué altura esta ubicada la antena en la torre?. b. ; Dénde debe
colocarse el receptor para dicha antena?.

Solucion

a. Para encontrar la posicion de la antena se debe hallar la
coordenada del v értice, entonces:
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y 2_ 30y = 5x - 225 completando cuadrados y2_ 30y + 152 = 5x
- 225+ 225

(y - 15)2 = 5x

Por lo tanto, el vértice es (0, 15), osea que la antena esta a 15
metros de altura.

b. El foco se encuentra con 4a = 5 entonces a =5, por lo tanto el
receptor se debe ubicar en

(

5

4
, 15), es decir a 1 metro y 25 centimetrosy
del v értice.

Entre otras aplicaciones estan las linternas, farolas de los carros
o las motos, donde el filamento del bombillo se ubica en el foco y
gracias a la propiedad: “todo ray o de luz lanzado desde el foco va
dirigido hacia un punto en la parabola, de ahi rebota y sale paralelo al
eje focal’, es decir todo haz de luz, que emane del foco, se refleja
en la parabola a lo largo de una tray ectoria
paralela al eje de la parabola, sin importar cual sea el punto de
reflexion.

3.3.8. Hercicios Aplicacion de la parabola

1. Un proy ector tiene un reflector parabdlico en forma de tazdn,
que mide 12 cm de ancho de borde a borde y 8 cm de profundidad,
si el filamento del bombillo se localiza en el foco ¢ Qué tan lejos esta
el filamento del v értice del reflector?, determine la ecuacion que
describe el proy ector.

2. Un puente en forma de parabola inv ertida tiene su calle sobre
el lado recto, la altura del puente es de 20 metros, si la longitud de la
calle es 120 metros, determine la ecuacion de la parabola que
describe el puente y los puntos donde se debe anclar el puente.

3. Si las torres de un puente colgante tienen una separacion de
400 metros y los cables atados a ella estan a 200 mts arriba del piso
del puente, ¢ Qué longitud debe tener el tensor que esta a 50 metros,
suponga que el cable toca el piso en el punto medio V del puente.

4. En un concierto, la concha acustica esta deforma parabolica

que sigue la ecuacion y2 4x _ 4y + 8 =0, en que posicion debe
colocarse el mi—
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crofono del artista para aprobechar al maximo la acustica?

3.4. Laelipse

“A primera vista el circulo pre
senta, sin duda, cierta sencillez
atractiva. Pero una mirada a una
elipse habria convencido al mas
mistico de los astrénomos de queY la perfecta simplicidad del circulo
tiene mucho de la sonrisa vacia de* la idiotez.”
Eric Temple Bell

La elipse es el conjunto de todos los puntos de un plano cuya
suma de distancias entre dos (2) puntos fijos, llamados focos, a un
punto P es constante.

3.4.1. Ecuacién candnica con centro en el origen

Sean F (c, 0) y F (-c, 0) dos puntos fijos de un plano sobre el eje
x y sea P = (x, y) un punto cualquiera. Se define la elipse si la suma
de las distancias de los focos a un punto P es constante e igual a
2a, es decir: F P + F P = 2a entonces:
(x - c)2 + y2+ (x + 0)2 + y2 = 2a por distancia entre dos puntos

(x-c)+y2=2a_(x +c?+y?

(
X

NS< + N0

22, y22
=2a_ (x +c) eliminado la raiz

(

X
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T NNS< + N

N~— 0 + x —

ty

22

resolviendo el binomio

X

2oxc+c?+y?=4a%da(x +c)2 +yZ (x v +y2--

x
2oxc+c2+y2=4a24a (x +c)¥ +y2+x2+2xc + 2+ y2 - -
X

2oxc +c2+y2x22cx _c?y2=4a24a (x +c)2+y2-----

XC
=4
a
24a(x +cP+y?
XC
a
22 g +c2+y2
2 _ 2 2 il
Xc +a“ =a (x +c)° + y“ multiplicando por (-1)
2
xc+a22=a(x+c)2+y2para eliminar la raiz
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(xc)2 +2a%cx + at = a2 (x + 0)2 + y2

(xc)2 +2a%x +a*=a?x% + 2cx + c2 +y?
x2c2 + 2a%cx + a% = a2 + 2a%cx + a%c? + a?y 2
x2c2 + 2a%cx _ 2a%cx +a* = a2 + a%c? + azy2
X262+ 2% = a2 + 2262 + azyz

X202 4 522324 024 yzaz
X02+8202 = (2 4 y2 2282 _
X024 (2242, y2 a282 _ 202 ya2c2 _ 2, y2 a2
82 82 -
(R+a2)c22 y2 a2 2= Xo

R L8225 ,2, 2,2
82 62 -

2 4 g c2=x2+y2a232_

YB(0, b) P (x, y)

V (-a, 0) V (a, 0) F (-c, 0) F (c, 0)*

B (0,-b)

por el triangulo formado con los ejes y aplicando el teorema de
Pitagoras

a

2= b2 + c2 entonces ¢2 = a2 b2

2440212 =52+ y2 42

a2 _ _
a2, ,2xb2 b2=X2+y232
a2 _a2 _ _
X
2+a2)ab2b2a2x2:y2
a2
)Qb2b2=y2
a2 _
b2 2_42
+yT=b%

b%x2 , y? b2 a2b2 b2 =b2
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RV =100

Por lo tanto, la ecuacién de la parabola esta dada por: x2 y2
a2 tp2 =1

Observe que el lugar geométrico se intercepta con el eje x en dos
puntos Vy V, al igual que con el eje y en los puntos By B, los
cuales llamaremos v értices.

El segmento que une los puntos Vy V, es mayor que el
segmento que une los puntos By B, por tal motivo, al segmento V
V lo llamaremos semieje mayor y al segmento BB lo llamaremos
semieje menor.

Las coordenadas de los v értices son:

-V =(a, 0), V=(-a, 0), por lo tanto la longitud del semieje may or
que es 2a

—-B=(0, b)y B=(0,-b), y la del semieje menor es 2b.

El semieje mayor de la elipse reposa sobre la v ariable que tenga el
denominador may or

La interseccién de los semiejes se “llama centro de la elipse”
denotado por O.

Las cuerdas que pasan por el foco y son perpendiculares al semieje
may or se llaman lado recto, la longitud del lado recto esta dada por:
L

LR

2b? a

Si los focos fueran los puntos F (0, c) y F (0,-c), el semieje mayor
resposaria sobre el eje y.

Por lo tanto, la ecuacién de una elipse con centro en el origen es de
la forma:

x2y2y252 5 tpp = 1ap +pp = 1

yy

X X

En donde las coordenadas de En donde las coordenadas de los
extremos del lado recto son: los extremos del lado recto son:

2

y
c,

a
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LR

b

2,2

Elr=c, bb2' CY-a, Caa

P2b262 y-¢,-aER =b2 ,-CY-a,-CLR =-C,aa

Un elemento importante en la elipse es su excentricidad, la cual
se define como el cociente entre la distancia de un foco al centro y
la longitud del semieje may or, la cual esta dado por:
e

ca

Este valor esta entre cero (0) y uno (1), es decir: 0 e < 1; lo que
indica que tan achatada o redonda esta la elipse, observando la
grafica siguiente se ve que si la excentricidad se acerca a 0, genera
una circunferencia, mientras que si se aproxima a 1 genera una
elipse achatada:
Ye20,97e~0,91c~08

e=06ex0,2e=0

Dada la elipse cuya ecuacién esta dada por 18x2 + 98y 2 _ 882 =
0. Hallar la longitud del semieje mayor y semieje menor, ¢ Sobre qua
eje reposa de la elipse, la longitud del lado recto y las coordenadas
de los focos? Grafique.
Solucion
18x2 + 98y 2 = 882 Dividiendo ente 441

18 98y _ 862 g plificando se obtiene:ggy +gg2 882

X
2

+

y

2

= 1499
Donde a?=49 a=+V49 5 a=,7y b2=95b=+\9 b =13
— El semieje may or reposa en el eje x y el semieje menor en el eje
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y.
—los vértices sonV =(7,0), V=(-7,0)y B=(0, 3)y B=(0,-3).
— La longitud del semieje mayor es 2a = 2 (7) = 14, la longitud del
semieje menor es 2b =2 (3) = 6.

— La longitud del lado recto?2 = 29) LR = 18~ 257377

_ El valor de ¢ = +Va2 b2 entonces ¢ = +V49 _ 9 = ¢ = +\40~ 6,32.”
— Como la elipse esta en el origen, las coordenadas de los focos
son: F =(6,3,0)y F =(-6,3, 0)

— La excentricidad esta dada por e =, entonces: e = VA0 0,9 log
7que indica que la elipse es mas achatada.

y B3

2

1

VFFV8

~ |

£ B &) B B >R |

O AL WN==2 =2 | NI W
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3.4.2. Hercicios elipse con centro en el origen

1. Determine la ecuacién de la parabola que muestra cada una de las
siguientes figura

yy
B
F
B BF Fyx
FB

2. Grafique cada una de las siguientes elipses, encuentre la
coordenada del foco y la ecuacion de la directriz, al igual que la
longitud de lado recto.
al¥=qc RV 19+53+3b.y22= 1d.2+¥2 = 13+ X16 12
3.. Encuentre la ecuacion de la parabola para cada item bajo la
condicién dada.
a. Encontrar la ecuacion dl la elipse con centro en el origen y foco el
punto F = (0, 3), eje mayor 10.
b. Hallar la ecuacion de la elpise de centro en el origen, eje may or

sobre el eje x y pasa por los puntos P1 = (-5, 4)y P4 =13 s 3 292

4. Encuentre los puntos de interseccion de las elipses

a_yZ)Qz']y)Qyz +4b_)/‘2+)Q:1y)Q+)/AZ

=14+19 = 1169169

3.4.3. Ecuacion canénica con centro fuera del origen

Si el centro de la elipse se desplaza h unidades en el eje x y k
unidades en el eje y.
La ecuacion de la elipse esta dada por:

-2+ (y - k)?

NN oN

[V

y - k)2 + (x - h)?

NN TN
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a
y'F
kF C(h, kK)Fk C(h, k)
h*F
h x
Observe que si el semieje may or esta paralelo al eje x:
Observe que si el semieje may or esta paralelo al eje y:
Los focos son: Los focos son:
F=(th+c,k)yF=(-c,klF=(h,k+c)y F=(h, k-c)
Los vértices: Los vértices:
V=(+a k)yV=(_-a k)B=(h,k+b)y B=(h,k-b)V=
(h,k+a)yV=(h,k-a)B=(h+b,k)y B=(h_b, k)

Grafique cada una de las hipérbolas y encuentre sus elementos
2 2
a 1)+ (V¥2) = 1422

(

3)

2

b0 5= 146

Solucion

a. Para la ecuacién(’(_”2 +(122 2 1, se tiene que:

42

h =1y k =_2, por lo tanto, el centro esta dado por C = (1,-2) aZ=4

sa=,2yb%=2,b=1V2 luegoc2=4_2 5 c =42,

entonces:

Las coordenadas de los vértices son:
V=(1+2,2)V=0Q-2)V=(1-2_2>V=(1-2)B=(1,-2

+V2) B = (1,0,59) B =1-2 - V2 B =(1,-3,41)

Las coordenadas de los focos son:

F=(1+V2,_2)s F=(241,_2)F=1- \/2,_2= F=(-041,-2)

B2

d

VF1CFV-2
B
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4

+ (x=3)2

b. Para la ecuacién(¥~32 =1, se tiene que:jg g6

h =3y k =5, por lo tanto, el centro esta dado por C = (3, 5) a2=16

sa=44yb2>=6=b =16,

luego c2=16_86 = ¢ = +V10, entonces:

Las coordenadas de los vértices son:
V=(3,5+4)3V=(39V=(35-4=V=(31)B=(3+6

5)= B =(5,45,5)B =3 -6, 55 B=(0,5, 5)

Las coordenadas de los focos son:

F=(3,5+V10)= F =(3, 8,16) F =3, 5-V10= F = (3, 1,84)

V Fg

5BcB4d

2

FV24

3.4.4. Ecuacion general de la elipse

Analiticamente una elipse es una ecuacién de segundo grado con
dos (2) variable de la forma:

Ax%+Cy2+Dx+Ey +F =0

Donde Ay C deben tener el mismo signo.

Dadas las ecuacién general de la parabola, encuentre su ecuacion
candnica y grafique

a. 3x2+y23=0_

b. x2+8y22x + 8y +1=0_

Solucion

a. Para transformar la ecuacion a la forma candnica se debe
despejar el término independiente a un lado de la igualdad

3x2+y23=03

ITN< + N X
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32, ¥.3

333
Y2 =14 43
Y42 =15,

entonces la hipérbola tiene su eje transv ersal paralelo al eje y,
por ser esta variable la de may or denominador, el centro esta en el

origen por no tener h 'y k, entonces C = (0, 0), como aZ= 3sa=
73y b2=15 b =41
y 2v
1
BB
2_.11_
1

\
2

b. Para transformar la ecuacién a la forma candnica se deben
completar cuadrados en ambas v ariables, dejando el término
independiente a un lado de la igualdad

x2+8y22x+8y +1=0-
x22x+8y2+8y =_1-

x22x+8y2+y =-1-

x22x +12+8y2+y +12=_14+1+2_,
(x-17+8y +12=2

(
X

+< 0 + N =
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2_2

+ < DN+ N -

X~ N _=
1l N
=N
N
-

2= 1p4
4

entonces la hipérbola tiene su eje transv ersal paralelo al eje x,
por ser esta variable, la de may or denominador, el centro esta en C

=1,_2,comoa2=2:a=i1,41y b2="pb=
11
i2'4=

y
Bx
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B

2

3.4.5. Bercicios elipse

1. Grafique cada una de las siguientes elipses, encuentre la
coordenada del foco y la ecuacion de la directriz y la longitud de lado
recto:

(x-5)2+ (y+4)2=1C. 42+ 82 4%-24y-13=0a. 259 d.16x2 + 25—2 + 160X +

200y +b.

=N W
-

=1400=0 .169144
2. Encuentre la ecuacion de la elipse para cada item bajo la
condicion dada.

a. Centro en (3,2), un foco en (3,7) y un vértice en (3,-5). b.
Focos en (5,0) y (-5,0) longitud del eje menor 8.
c. Focos en (0,-8) y (0,8) longitud del eje may or 34.
d. Centro en (2,-2), un vértice en (-2,6), un foco en (-2, 2 + V12).
Actividad
con Softwarey
1. Con la herramienta circunferencia

©

* genere 2 circunferencias cocéntricas Lqy Lp.

n7



2. Con la herramienta punto nuevo

A
@
*/, cree un punto Cqsobre la circunferencia mayor L1

3. Con la herramienta segmento

Pl

"~ haga un segmento S entre el centro de la circunferencia
y el contorno de la circunferencia mayor L1, es decir el radio de L4,
observe que este radio corta a L. 4. Con el botdn interseccion entre
objetos

L~ genere un punto Cy entre Sqy Lo, es decir el radio de Ly.
5. Con la herramienta recta perpendicular

=

<l

, trace las perpendiculares (4) a los ejes coordenados que
pasen por Cy Co.
6. Con el boton interseccion entre objetos

X

., genere dos puntos l4 y I entre las perpendiculares; de tal
manera que se muestre de la siguiente manera.

y

6

cl,Cq5B

4C Coa

1

3

2

1

X
123456

7. Con la herramienta activa trazo

18



, active el trazo a Cq y con la herramienta seleccion mueva el
punto C4. ¢ Qué lugar geométrico genera?, ;Cual seria secuacion?.
8. Con la herramienta activa trazo

, desactive el trazo a C1y Activelo a C», con la herramienta
seleccion mueva el punto C4. ;Qué lugar geométrico genera?, ;Cual

seria secuacion?.

3.4.6. Aplicaciones de laelipse

Al igual que la parabola, la elipse tiene aplicaciones en nuestro
entorno como es el caso de los auditorios elipiticos, las bicicletas
elipticas, mesas de 6 puestos entre otros; en construccion uno de
los mas influy entes es el coliseo romano y la capilla eliptica en
Madrid.

En un terreno rectangular de 100x50 mtrs, se desea construir un
auditorio de forma eliptica. Para optimizar el maximo el material para
la construccion, un estudio determiné que la excentricidad de la
elipse debe ser 0.8, Determine la ecuacion que describe el auditorio
eliptico
Solucién

Se sabe que 2b =50 = b = 25y que la excentricidad es e =¢ ==,

0,8, pero ¢ = Va2 b2 entonces e —Va2b2 _ 0,8 = Va2b%=0,8a luego
a?b? = 0,64a2% ~ 0,64a2 = 252
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-2
—, como se tiene el valor de b entonces a- 0

36

a

226255 a2

=

el auditorio eliptico es

= 1736, por lo tanto la ecuacién que satisface

x2y2=1.1736 - 625

La da en cuya caracteristica es la comunicacién de dos puntos, o
estaciones de metro subterraneo, de tal manera que a cada lado de
la via del tren quede un area segura para los transeuntes.

elipse también es utilizala construccién de tuneles

Un tanel para el paso del tren tiene forma de semielipse, la altura
del tunel debe ser de 4 metros en la parte central y de 8 metros en
la base. Si una persona entra al tunel, ¢ A qué distancia de la pared
puede caminar de forma segura? ¢ Que ecuacion describe el tunel
Solucion
b =3y 2a =8 por lo tanto a = 4 entonces la ecuacion que describe

el tinel es® +¥2 = 1.169

Para determinar a qué distancia puede caminar de forma segura,
se debe hallar distancia del foco al v értice, como ¢ = VaZp2c =+
-=
7 ~ 2,65, entonces: a- ¢ =4 _ 2,65 = 1,35; por lo tanto puede andar
de forma segura hasta 1 metro con 55 centimetros a cada lado del
tanel.

Otra aplicacion importante es la
establecida por kepler que es
tablece las ley es del movimiento
planetario, donde la orbita de ca
da planeta sigue una tray ectoria
eliptica con excentricidad difer
ente, siendo el sol uno de los fo
cos de cada orbita, por tanto, para evitar la utilizaciéon de distancias
tan grandes se adopta como unidad de medida la Unidad
Astronémica (UA), es decir, la distancia media entre la Tierra 'y el
Sol, 149,600,000 km. donde la velocidad de la luz debe cubrir esta
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distancia en 8 minutos y 19 segundos.
La siguiente tabla muestra los datos de cada planeta del sistema
solar
Planeta
Mercurio Venus Tierra Marte Jupiter Saturno
Urano
Neptuno Plutén
Distancia minima al sol (UA) 0.387
0.723
1.000
1.524
5.203
9.539
19.182
30.058
39.439
Excentricidad Periodo (afios)
0.206 0.24
0.007 0.62
0.017 1.00
0.093 1.88
0.048 11.86
0.056 29.46
0.047 84.01
0.009 164.6
0.250 247.7

Encuentre la ecuacién de la orbita que sigue el planeta Mercurio.
Solucion
Como la distancia minima es 0,387, es decira- ¢ =0,387 y la

excentricidad es e =€ = 0,206 entonces:5
c=a_0_387e=203%7-0208,

a_ 0,387 = 0,206a

a- 0,206a = 0,387

0,794a = 0,387

a=0,487 a2 = 0,237 luego

¢ =0,206a = ¢ = (0,206) (0,487) = ¢ = 1,003 = c2 = 0,01
como b? = a% c2 b2 = 0,237 - 0,01 = b2 =0,137_ =

entonces la ecuacién de la orbita de Mercurio es *2 +2
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0,137 = 10,237
Para ver el comportamiento de los planetas ingrese a
http://www.solarsy stemscope.com/

3.4.7. Hercicios Aplicacion de la elipse

1. Encuentre la ecuacién de la orbita que siguen los planetas
a. Jupiter

b. Urano

c. Plutén

3.5. La hipérbola

“Un sutil pensamiento erréneo
puede dar lugar a una indagaciony fructifera que revela verdades de
gran valor”.x
Isaac Asimov.

La Hipérbola es el conjunto de todos los puntos de un plano,
cuy a diferencia de distancias entre dos puntos fijos, llamados
“focos” a un punto P es constante.

(X - c)2 + y2 (x + 0)2 + y2 = 2a Por distancia entre dos puntos™

(
X

MNS< + N — 0

2+y22=2a+(x +c)

(x-cP +yZ=da’+(x +cf +yZ+ (x +c)P +y?

X
2Zxc+cz+y2=4a2+4a(x+c)2+y2+><2+2cx+02+y2—
_2xc =4a% +4a (x+c)2+y2+2cx
_4xc_4z:12=a(x+c)2+y2

a22_

_XC - —a(x+<:)2+y22
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x%c? + 2a%c + a* = a2 (x + 0)2 + y2

x%c2 + 2a%c + a* = a2 x2 + 2xc + c2+y2
X202 4 gxc + a2 =x2+2xc +c2 +y2

a2

2024 22324 24y 2,

202,22 (252, 282 _
)QcZ)Qa2:0282+yZa—

2(c282) = (2 32 4 20—

% - c? aZ+y?

I~ N Q

C2 a2)_
2 =(62_a2>Q yc2

a2 _ (c2 a2)_a2)_
x2 y2

2R = 15— b2

Por el triangulo formado con los ejes y aplicando el teorema de
Pitagoras se tiene

a

=1a2 _ (c2 a2)_

2-p24 02, entonces c2 a2 = b2

y
B(0, b) P(x,y)
V(-a, 0)V(a, 0)x F (-c, 0) F (c, 0)
B (0,-b) 2a
Entonces, la ecuacién de la hipérbola esta dada por:
X2 y2
a2 _ b2= 1
Observe que el lugar geométrico se intercepta con el eje x en dos
puntos Vy V, los cuales llamaremos v értices.
El segmento que une los puntos Vy V, lo llamaremos eje
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transversal y al segmento BB lo llamaremos eje conjugado. Las
coordenadas de los vértices son: V = (a, 0), V =(-a, 0), B=(0, b) y
B = (0,-b), la longitud del eje transversal es 2a y la del eje conjugado
es 2b.

A diferencia de las otras conicas, la hipérbola tiene asociadas 2
rectas que son diagonales extendidas, que pasan por el centro de la
hipérbola y por los vértices del rectangulo generado por los lados
que pasan por los vértices y es perpendicular al eje transversal y el
otro par de lados pasa por los extremos del lado conjugado. Estas
dos (2) rectas son asintotas de la hipérbola y muestran qué tan
abierta o cerrada va la curva de la hipérbola, como la asintota pasa
por el centro O = (0, 0) y el punto
P
=(

a, b
)

,
las ecuaciones de las hipérbolas son:
y

by vy _b _axa

El eje transversal de la hipérbola reposa sobre la v ariable que esté
positiv a.

La interseccién de los ejes se llama centro de la hipérbola denotado
por O.

Las cuerdas que pasan por el foco y son perpendiculares al eje
transv ersal se llaman lado recto, la longitud del lado recto esta dada
por
L

LR

2b2

a-»

Si los focos fueran los puntos F (0, c)y F (0,-c), el eje transversal
resposaria sobre el eje y.

Por lo tanto la ecuacién de una hipérbola con centro en el origen es
de la forma:

X2y2y2x2a2_b2=1 aZ_b2=1

yYF By
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F ViV FgBixx

VBF

En donde las coordenadas de En donde las coordenadas de los
extremos del lado recto son: los extremos del lado recto son:

— mo

R

IO MN TN

a
—~ bb2
» CLIR =G, »CY-a

b2 b2 _b2b2 -
E y-C-aEIR= »-CLR =-C,aa,-CY-a
En general, la ecuacion de la hipérbola de centro en el origen y

cuyos focos estan sobre los ejes coordenados es: ING By2 =41

Encuentre la ecuacion canodnica de la hiperbola y grafique a. 3x2
2y2=1
b. 3x2" 2y2=_1_
Solucion
a. Pasando a la ecuacion canoénica se tiene

332 2y2
1
X 11
1

=M-Y2 -4 entonces a=13y b=123-1

= NN
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211
1
_2

b. Pasando a la ecuacién canénica se tiene _ 3x2 + 2y2 =1
2y2 3x2=1

22 -3¢
1
V11

1

=M= -1 entonces a=4py b=432-1

= N W

_2_11
1.2

3.5.1. Hercicios hipérbola con centro en el origen

1. Encuentre la ecuacion de la hiperbola que satisface las
condiciones dadas.
a. Centroen C = (0, 0), Foco en F = (3, 0) vértice B = (0, 2) b.
Asintota 3x - y =0, eje conjugado sobre el eje x
2B
1
32112

2. Grafique cada una de las siguientes hipérbolas, encuentre la
coordenada del foco y la ecuacion de la directrizy la longitud de lado
recto.
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a_)Q)ﬂ: 125-9
Y22 = 1q_ 55
¢ ¥ =1.5_ 5

2. Encuentre la ecuacion de la elipse para cada item, bajo la
condicién dada.

a. Centro en (0,0), un foco en (10,0) y extremo del lado recto
(10,4.5) b. Vértice en (2,0), un foco en (6,0)
c. Vértice en (0,2), un foco en (0,3)
d. Focos en (5,0) y (-5,0) longitud del eje menor 8.
e. Focos en (0,-8) y (0,8) longitud del eje mayor 34

3. Hallar la ecuacion de las asintotas y la hipérbola que tiene los
focos y vértices, los mismos vértices y focos de la eIipseV2 +% =
1, y 259 luego encuentre las ecuaciones de sus asintotas.

3.5.2. Ecuacidén canénica con centro fuera del origen

Si el centro de la hipérbola se desplaza h unidades en el eje x y k
unidades en el eje y.
La ecuacion de la hipérbola esta dada por:

(h)? (y-K)? = 1 (=K)? (Ch)? = 122 - b2 a2 - b2
YYE

kF C(h, k)Fk C(h, k)

F

X hX
Si la ecuacién de la hipérbola conSi 12 ecuacion de lahipérbolacon =

(h, k), tiene el eje CeNtro en (h, k), tiene el eje transversal es paralelo al

eje X_transversal es paraleloal ejey

F=(h+cHYF=(h_cHE=(h k+c)y F=(h k- )

Los \ertices | o y grtices
V=(h+akyV=(h-akV=(hk+ayV=(k-ag = k +b)y B = (h,
K- D)B=(h+b,kyB=(h-bkK

Las asintotas son:| a5 asintotas son:

y1=

y

b(x=h)+kyl=a(x-h)+kab _py |y, =ba(

Los focos son Los focos son

-k2=-a-p
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Grafique cada una de las hipérbolas y encuentre sus elementos a.
(2)? (y+3)°
12
b. (Y- 5)
=116 2 - 2
(x+1)" =19 - 20
Solucion
a. Para la ecuacion®22(%32 = 1 se tiene queiqg- 12
h =2y k =_3, por lo tanto, el centro esta dado por C = (2,-3)
a2=165 a=44y b2 =125 b =,2V3, luego
c2=16 + 12 5 ¢ = 42V7, entonces:
Las coordenadas de los v értices son:

V=(2+4,_3)= V=(6,-3)
V=(2-4-35V=(-2-3)B=(2,-3+ 2\/3) =»B=(2,046)B=-3_
2V3- B =(2,-6,46)

Las coordenadas de los focos son:

F=(@2+2\7,-3)5 F=(7,29,-3) F=2_ 2\/7,_3= F =(-329,-3)
Las ecuaciones de las asintotas son:

y =28 (x _2)+(3)sy =0,87x- 473 vy

y

243
—4(Xx-2)-(3)=y =-0,87x - 1,27

422468

F
\%

-2

b. Para la ecuacion

(v- 5) (x*1)?

9-20=1, setiene que: h =_1y k =5, por lo tanto, el centro esta
dado por C = (-1, 5)

a2=95a=,3y b2=20o b =245,
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luego c2=9+20 = ¢ = +29, entonces:
Las coordenadas de los vértices son:

V=(1,5+3)=>V=(1,38)
V=(1,5-3)sV=(12)B=(1+2V55)5 B=(347,5) B=_1_
215, 5= B = (-5,47, 5)

Las coordenadas de los focos son:

F=(1,5+429)5 F = (-1, 10,39) F =1, 5 - V29 F = (-1, 0,39)
Las ecuaciones de las asintotas son:

y

3
25 (X - (-1)) +(8) >y =0,67x +5,67y y

3

—o3(x~ (-1)- (B) > y =-0,67x _ 4,33
F

10

v

N<DhOO O®

F
4_22

3.5.3. Hipérbola equilatera

Se dice que una hipérbola es equilatera si las asintotas son
perpendiculares entre si y tiene por ecuacion
xy =k, donde: keR
Generalmente, las asintotas son los ejes coordenados.

si k > 0, el lugar geométrico se encuentra en el primer y tercer
cuadrante.y

si k <0, el lugar geométrico se encuentra en el segundo y cuarto
cuadrante.y
X X
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3.5.4. Ecuacion general de la hipérbola

Analiticamente una hipérbola es una ecuacién de segundo grado con
2 variables de la forma:

Ax?+By2 +Dx +Ey +F =0

Donde Ay B tienen signos diferentes

Dadas las ecuacion general de la hipérbola, encuentre su ecuacion
canoénica y grafique

a. 3x2y23=0
b.x27yZ 2x+8y +1=0_g_
Solucion

a. Para transformar la ecuacion a la forma candnica se debe
despejar el término independiente a un lado de la igualdad
3x2y23=0
3
X

2

27y2=3
3-33

Y2=14_5
entonces la hipérbola tiene su eje transv ersal paralelo al eje x, por
ser esta variable positiva, el centro esta en el origen por no tener h
y k, entonces C = (0, 0), como a®=1= a=41y b2=3 b =41,73,
se tienen las ecuaciones de las asintotas y = V3x y y =_3x
X

2

1
FVCVF
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b. Para transformar la ecuacién a la forma canodnica se deben
completar cuadrados en ambas v ariables, dejando el término
independiente a un lado de la igualdad

x28y22x +8y +1=0__
x22x_8y2+8y =_1_

x22x_8y2y =_1--

x22x +128y2y +12=_14+1_2.__,
(

X
1)
2812
2= 2

12 8(y- o' 2 -2 - -2 =72

2, 4y (1)

[N
N -

| < ™

12 (x2

1o =124

42
entonces la hipérbola tiene su eje transv ersal paralelo al eje y,

por ser esta variable positiva, el centro estaen C =1, 1 , como a2 =

1

124=>
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+

2y b2=2 = b =41,41, se tienen las ecuaciones de las asintotas y

20

X
+

3y y =—20x+17
2020
VF2

1V

3.5.5. Hercicios hipérbola

1. Grafique cada una de las siguientes elipses, encuentre la
coordenada del foco y la ecuacion de la directriz y la longitud de lado
recto:

a.g
b. (X-5)
(C5) (y+4) = 125 2 - (y+4)2
25
c. (x1)

(y-1)d.
=192-(322=169, - 144
6=3)2=1169_, 144

e.4x28y_x_4y_26=0
f.
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N X

+5y2+16,+20y +40=0
g.9x24y2+36x_ 16y — 16 =0
h.x2"2y2+6x+4y +5=0-

2. Encuentre la ecuacion de la elipse para cada item bajo la
condicion dada.

a. Centro en (3,2), un foco en (3,7) y un vértice en (3,-5). b.
Centro en (0.5,2), un foco en (3,2) y longitud lado recto 2. c. vétice
en (-2,2), un foco en (-2,4).

d. Centro en (2,-2), un vértice en (-2,6), un foco en (-2, 2 + V12).
3. Hallar la ecuacion de la hipérbola de las siguientes imagenes

yy

a. b.

Actividad

con Softwareg

Dado un segmento AB, la base de un triangulo, haciendo uso de la
herramienta Activa rastro

, dibuje el lugar geometrico del v értice opuesto si uno de los
angulos de la base es la mitad del otro.

3.5.6. Aplicaciones de la hipérbola

En navegacion de aviones y barcos la hipérbola tiene gran
aplicacion, muestra de ello es el sistema LORAN (long

AB gistance radio navigation), el cual envia pulsos sincronizaC
dos a los barcos o avines a traves de estaciones de transmision
muy alejadas una de otros, la diferencia de los tiempos de llegada
de estos pulso son constantes en una hipérbola.

Para encontrar un barco en alta mar, se hace una triangulacion en
a traves de tres estaciones de transmision, de tal manera que al
generar las hipérbola entre las estaciones se puede ubicar la posicion
del barco mediante la interseccion de las hipérbolas.

Dos estaciones de transmision a borde de playa alejadas una de
otra a 200 kms. envian pulsos sincronizados a un barco encayo 200
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kms de la playa mar adentro, encontrar la posicién del barco si la
dif erencia del tiempo de los pulsos es de 1 segundos.
Solucion
Como la distancia entre las estaciones es 200 kms, entoces, la
coordenada de las estaciones serian Eq = (-100, 0) y E2 = (100, 0),
y el lugar donde encay o el barco es B = (x, 1) entonces
(x-1)2+22(x + 1)2+22=1_
(x-1)2+22=1+(x +1)2 + 22
3.6. ACTIVIDAD GENERAL UNIDAD 3 131
2
(x-1)2+4=1+x+1)2+4
X2ox +5=1+2(x +1)2+4+ (x + 12 +4_
X224+ 4 4x24+2x+5_2x+5=1+2(x +1)
4x_1=2(x+12+4_,
(Ax_12=2(x+1)2+4
(=4x2+2x+5.4x_1)
16x2+8x_1=4x2+2x +5
16x2 + 8x — 1= 4x% + 8x + 20
12x2=19
x?=1,58
x = 1,258
Por lo tanto la coordenada del barco es B = (1,258, 2)

3.6. Actividad general unidad 3

En un mismo plano esboce los siguientes lugares geométricos,
de tal manera que cada grafica se dibuje entre la interseccion de los
lugares geométricos.

1. x2+y2+7x_y +24g=020
2. x2+5y220=0_
3.y2+x+B®=0,

4. 429x? _ 1171y2 = 1256
5. 61x2 - 278y2 =_50
6. 50y2 - 57x + 254 =0
7. larecta L1 =-36x + 25y =50 forma con la recta Ly un angulo
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de 30 grados, encuentre la ecuacién de L sabiendo que esta pasa
por el punto
D

1

2,2.

8. Triangulo formado por los puntos
A

=

-2,B=1"—y
C=(0,-2)72
9. encuentre los puntos de interseccién de las rectas:
—-x+2y =5y x-2y =9;
—X-2y =9y 25x + 100y = 224;
—-3x-2y -20=0y 25x + 100y = 224

3.7. Actividad general

En la ciudad X se encuentra un aeropuerto como se muestra en la
figura, la escala es de a 1:2

carrera 1

calre

Determine:

1. Un helicoptero esta ubicado: en la punta en la coordenada (6,6)
y la cola en (15,17), el centro de la hélice esta bajo una relacion de
2/3 y la medida de la hélice es de 8 metros y medio, encuentre la
ecuacion de la circunferencia que generan la hélices del helicéptero
en mov imiento.

2. La torre de control esta ubicada en la coordenada (-6,4), el
alcance del radar de esta torre tiene un radio de alcance de 130
metros; encuentre la ecuacion de la circunferencia que satisface el
alcance de dicho radar. Encuentre la ecuacion de la elipse que forma
las alas de una avioneta, 3.8. LABORATORIO 133

sabiendo que la envergadura de las alas es 15 mts, los motores
de la avioneta estan en el extremé del lado recto y miden 5 mts, el
origen de la ala esta en la coordenada (-12,10).

3.Un Avion solicita a la torre de control permiso para aterrizar, la

torre le dice al piloto que siga la tray ectoria®? + (¥=39)2 = 1,
determinesgog 100
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los posibles puntos de despeje aterrizaje (focos), la excentricidad de
la tray ectoria y la longitud de la pista

4. La carrera 2 a la altura de la calle 2 esta un ubicada una
glorieta, la cual esté iluminada por 3 tres postes de energia que
estan ubicados en las coordenadas Pq = (16,-2), Pp=(18,-4) y P3 =
(15,-7) respectivamente, encuentre la ecuacién de dicha glorieta.

5. La interseccion de la carrera 2 y la calle 3 forman 2 hipérbolas
cuyas ecuaciones de las asintotas sony =x - 20 (carrera2) y 4x +
4y _ 80 = 0 (Calle 3), determine la ecuacién de ambas hipérbolas que
determnan el cruce

3.8. Laboratorio

Materiales

Una linterna de farola o bombilla, de luz no dirigida LED Una regla
Un metro

Practica de laboratorio
1. Tome la linterna y mida el diametro de la circun
ferencia que toma el reflector parabdlico (Tazén), luego
mida la profundidad del reflector, con estas medidas, de
la ecuacion que describe el reflector al colocarlo en un
plano, encuentre ¢ A qué distancia esta el foco? Y mire
si coincide con el filamento del bombillo de la linterna
o ¢, Qué tan desenfocado esta?.

2. Sostenga la linterna alumbrando sobre un plano (el suelo, la hoja)
y determine ¢ Como crece el radio de la luz a medida que se aleja
la linterna del plano?, tome cinco o seis medidas diferentes y
explique

¢ Qué relacién hay entre la distancia al plano y el diametro de la luz
proy ectada.

Determine:

a) Tome la linterna, de tal manera que el area que alumbre sea
una circunferencia, marque tres (3) puntos en el plano y determine la
ecuacion de esta circunferencia.

b) ¢ Es posible girar la linterna de tal manera que el area que alumbra
sea una parabola? Explique su respuesta, si esta opcién es posible,
marque un plano y tome un punto sobre él y determine la ecuacion
de la parabola resultante.

c) Gire la linterna, de tal manera que el area que alumbra sea una
elipse, mire la longitud del eje mayor y del eje menor, determine la
ecuacion de la elipse y halle sus focos, su excentricidad y la
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longitud de su lado recto.
e) ¢, Como puede sostener la linterna para que la luz generada forme
una hipérbola con el plano?

Para mas informacion sobre este capitulo, se recomienda ver el
video Conicas, del baloncesto a los cometas de la serie “Mas por
menos” el que se puede ver en Youtube

3.9. Cuestionario unidad 3

Las siguientes preguntas constan de un enunciado y 4 posibles
respuestas, de las cuales una es verdadera:

1. En la ecuacién de la circunferencia x2 + y2 +Dx +Ey +F =0, el
radio esta dado por:

a)

m < un -

TR

VD2+E2 2F 4 -

c)

n -

VD2+E? 4Fy) - \D2+E2+4F 27 4

2. Si el foco de una parabola esta a la izquierda de la directriz, se
puede decir que la ecuacion de la parabola es:

a)(y - k)2 = 4ax b) y2 = _4ax

C) -2 = 4ay d) x2 = 4ay

3. La ecuacion de la hipérbola(y—3)2 (x+2)2 - 1, Tiene centro en:
a)c=(3,-2)b)c=(2,-3)c)c=(-23)d)c=(-32)

4. La ecuacion 3x2 + 3y2 4x + 2y +6 =0 representa:—

a) Una circunferencia imaginaria b) Un punto

c) Una circunferencia real d) Una elipse con centro en (h,k) 3.9.
CUESTIONARIO UNIDAD 3 135

5. La ecuacion de la hipérbola’(2y2 =1 tiene por ecuacion analitica: '
-4

4-9

137



a) 4x2 16y21 = 0 b) 4x2 16y2 16 = 0 c)

X

27 27y -4-16=0d)4x--64=0

6. Dada la ecuacion AxZ + Bxy + Cy2 +Dx + Ey + F =0, donde A, B
y C son igual a cero, representa:

a) Una circunferencia b) Una recta c) Una elipse d) Una hipérbola

7. ¢ Cual de las siguientes ecuaciones representa la grafica que
aparece a continuaciéon?

6YF

4
3
2

1F1x1234
a) 4x2 + 9y 2 36x_24y + 36 = 0 b) 4x2 + 9y 2+ 36x + 24y _36 = 0 c)
9x2 + 4y2736x_24y + 36 = 0 d) 9x2 + 4y 2+ 36x + 24y _36 = 0_
8. La ecuacion general de la circunferencia con centro en C (-2, 3) y
radio 4 es:

ayx2+y2+4x_6y _21=0b)x2+y2+4x_6y _3=0
c)x2+y2+4ax_6y _16=0d)x2+y2+4x_6y _4=0
9. Si la ecuacién x2 + y2 = 1 muestra la siguiente grafica: y
X
Se puede afirmar que:

a) La escala del eje y es un tercio de la escala del eje x. c) Los
ejes x y y tienen la misma escala.
b) La escala del eje y es el doble que la escala del eje x.
d) La escala del eje x es el doble que la escala del eje y.

10. ¢ Cual de las siguientes graficas corresponde a la ecuacion 9x2
18x - 33 = 4y2 + 24y +307_

Y¥1,4 3 -

3

2

1
11234,
21y
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3

4
6.5.4.3_2_11 _
1
572 g -3a)7yb) 4y -51x4
3
2
1
1
2
3
4
3.1
-2
-2 1%-3
4765432 1-_ _4 _
5
6 -2¢c)” d)-°
CAPITULO4

TRANSFORMACION DE COORDENADAS

“En ocasiones debemos tomar distancia y hacer giros en nuestro
rumbo para obtener una mejor vision de la realidad.”

Jhaz.

En este capitulo se hara un estudio mas profundo a las
secciones coénicas (ecuaciones de segundo grado), al ser
transformadas mediante la traslacién y la rotacion.

137

4.1. Traslacion de ejes

La transformacién es un desplazamiento horizontal y/o v ertical
que se hace a partir de los ejes del plano cartesiano, generando un
nuev o sistema de cordenadas, en donde el eje de las abscisas al
desplazarse se denota por x y el eje de las ordenadas pory .
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Sean ox y oy los ejes del yy plano cartesiano, C(h, k) las coorp
(x) denadas del nuev o origen, el cual
P
(

X
Y
)
estdadadoporoy oxy oy los nuevos ejes paralelos a los ejesy
originales; supéngase que un punO xto P (x y) en el plano cartesiano
coincide con un punto P (x , y ) x en el nuevo sistema coordenado,o
h para determinar las coordenadas

de P (x, y) en términos de x y y en funcién de x y y se debe
hacer uso de las ecuaciones de transformacion por traslacion de
ejes que esta dada por:
X =X+hx=x-h
yy
y =y tky =y-k
Si se debe trasladar la ecuacion a un punto dado.
Si se debe encontrar el punto al cual se traslado la ecuacion.

a. Transforme la ecuacién de la circunferencia: x2+y2+2x_6y+6 =
0 trasladando los ejes al punto P = (-1, 3).

b. Dada la ecuacién de la circunferencia x2 + y2 +2x -6y +6=0,
genere la ecuacion después de trasladar el origen al puntop = (-2,
2).

c. Encuentre el punto al que debe trasladarse la ecuacion de la 4x2 +
y2 + 8x- 10y + 10 = 0, para que esté en el origen.

Solucién

a. Reemplazamos en la ecuacion los valores de x e y por la
ecuacion 4.1. TRASLACION DE EJES 139

de traslacion.

(X +hY2+(y +K)?+2x +h) - 6(y +k) +6=0 (x + (-1)?+(y +
32 +2(x + (-1))- 6(y +3) +6=0 (x- 1)? +(y +3)*+2(x_ 1)~ 6(y +
3)+6=0
x22x +1+y2+6y +9+2x_2_6y _18+6=0x
2

+y24=0
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N < + N X

=4
Trasladando los ejes al punto P = (-1, 3) la ecuacion queda

transformada en la circunferencia con ecuacion es x2 + y2 =4yel
radio r = 2.

4
Ck

2
_2h

b. Reemplazamos en la ecuacion, los valores del punto al que se
traslada en la ecuacién de traslacion.

(x +h)Z+(y +Kk)2 +2(x +h)- By +k) +6=0 (x- 27+ (y +2)°
+2(x_2)_ By +2) +6=0x24x +4+y2+4y +4+2x_4_6y _ 12
+6=0x2"2x +y22y_14=0
x2T 2x +y2T 2y =14
X2 2x+12722y +12=14 +2
(

X

*ty
1)
2oy 1
_-=16
Por lo tanto, es una circunferencia con centro en C = (1, 1) y radio r
=2, después de trasladarse el origen al punto P = (-2, 2).
4
Ck
2
_2h
c. Para encontrar el punto al cual se sebe trasladar el origen se
debe pasar la ecuacién a la forma canodnica y reemplazar los v alores
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x ey por los valores de la ecuacion de rotacion.
4x2 +8x +y210y + 10 =25_

4x2+2x + y2 10y =-10-

4x2+2x +12+y2 10y +52=_10 + 1 + 25_

4 (x+12+(y-5°2=16
4(x+1)% 4 (y-5)% - 16 16 16 16

(x+1)2 4 (v-5)° = 14 16

Como h =1y k =_5, ahora reemplazamos estos valores en la
ecuacion de traslacion, entonces:

(x h+1)2 4 (y k 5)2

=1416
(1+1)2 4 (v=(-5)-5)? = 14 16
(x1)? (y)? ,
4 +16 = 14.2. EJERCICIOS TRASLACION DE EJES 141
4
Ck
2 _2h

4.2. Eercicios traslacion de ejes

1. Encuentre h y k, al igual que la ecuacion de traslacion en
términos de x y y tal que el centro de la grafica esté sobre el origen:

a. 9x% 4y2 + 36x _ 24y _ 36 = 0_

4.3. Rotacion de ejes

La rotacion es un giro que se hace para cambiar la orientacién

teniendo como base un punto fijo (Ilamado eje de rotaci()n1) y un
angulo 6 que indica el cambio de orientacion.

Considérese una trasformacion de los ejes coordenados, tal que
los nuevos ejes coincidan en el origen el cual sirve de eje de
rotacion, ademas estos nuevos ejes deben tener una orientacion
diferente a los ejes originales, al rotarse un angulo determinado.
Sean ox y oy los ejes del

plano cartesiano, o xyo ylos yxP (x, ynuevos ejes después de aplicar x1 6P (x, y)una

rotacion de 8 grados, donde Y y1g es el angulo de rotacion xox. ySupéngase
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que un punto P (x, y)
en el plano cartesiano coiny Nx cide con un punto P (x , y )

en el nuevo sistema coordena® Nx do.

1

Figura 4.1: Rotacién de ejes Este eje de rotacién puede estar en el

centro, el contorno o exterior a la figura.

entonces:

x =OM=0ON _- M N donde
MN=MN=x=ON_MN=xcos (B)-y sen(8)y =PM=MM

+MPdonde MP=NN=x=NN +

MP =x sen (8) +y cos (0)

Luego la transformacién de una coordenada por rotacion de ejes se

determina por:

X =x cos@ -y senb

y y =x senb +y cosb

4.3.1. Rotacioén de ejes para ecuaciones

Para rotar la ecuacién de un lugar geométrico, se hace uso de las
ecuaciones de rotacion, reemplazando el angulo que se da en la
funcion trigonométrica. En la siguiente tabla se muestran los v alores
de ciertos angulos:

Radianes 0™ ™ ™ 4T 5T 1 Grados 00 80403020606030 45 60 90

120 150 180 Sen () 012 133 05555 1 _cos (6) 1432

210-1022222

Tg(®) 0\/3 1V3 N.E —V3 -V3 N.E3
Cuadro 4.1: Valores del Seno y Coseno de un angulo
correspondiente

Encuentre el punto P = (x ,y ) al que debe trasladarse el punto P =
(2,-3) ; mediante una rotacion 6 = 120..

Solucion

Partiendo de las ecuaciones de rotaciéon x =x cos®_y senfy y =x
senB +y cosB, se debe reemplazar los valores dados, entonces:
2=

X

cos

(120
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2=
1, V3

-2¥2 4 4. SIMPLIFICACION POR ROTACION Y TRASLACION 143
-3 =xsen (120.) +y (120.) »-3 =\3 X + 1y para encontar losp
valores de x y y se debe solucionar un sistema de 2 x 2, entonces:
2=

13

2= 2Y mytiplicando la ec,1 por —v3 _3
para eliminar la v ariable x se tiene:

2
\/
3=
V3
3
-Bx+12y2X +
3=y y =3 2\/3x =_3,232 =
3_2V3=2y

multiplicando la ec,2 por V3 para eliminar la v ariable y se tiene:
2

1, V3
2028y =238~ 16 3y3 =3
K*2229 33 =2x

por lo tanto, el punto debe trasladarse al punto P = (-3,23,-1,6),
después de haber rotado los ejes 120..

=¥ x +ly25

4.3.2. Bercicios propuestos rotacion de ejes

144



1. Dadas las coordenadas x e y, encuentre las coordenadas de x
y y del punto que se da, si se rotan los ejes coordenados alrededor
del origen un angulo 6:

P =(2,-1);6 =30, P =(-2,-2) ;6 =90, P = (-1, 3) ;6 = 45,
P = (5, 3) ;6 =60,
2. Emplee las ecuaciones de rotacion para obtener una ecuacion
dado un angulo 6

3
X
4
y
+10=0

si
send

3y cosf =%
55
2x2+3xy +2y27=0si0 =45,

_2y -3=0si senf=_"2y cosp ="

NN< + N X X

N
o

Al oo
S

w o
-
w

o

(9

X
2 +4xy + 8y2 36 =0 si send =2y cos@ =
V5 V5 x27 = 0si 6 = 45, 2xy +y2 3x_

4.4. Simplificacion por rotacion y traslacion
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La ecuacion general de segundo grado Ax2+Bxy +Cy2+Dx+Ey +
F =0, donde al menos una de las constantes A, By C debe ser
diferente de cero, para que la variable x e y aparecen en la
ecuacion, esta formula se transforma en Ax2+Bx y+C y2 +D x
+Ey +F =0, en donde el término x y se anulara siy solo si el
coeficiente B = 0, haciendo uso de las identidades trigonométricasz,
por lo tanto 6 debe satisfacer la ecuacion
tan
2
¢]

B
A-CiA=C
o bien 8 =45,; siA=C

Encuentre a la que se transforma y el angulo de rotacion de 2x2 +

\3xy +y2=8y grafique

Solucion

De la ecuacién se sabe que A=2, B=+3y C =1 entonces:
tan 28 =*3 20 = arctan V3, 26 = 60 8 = 30,5_1 o

luego se reemplaza en la ecuacion teniendo en cuenta la tabla,
entonces

2x2+\3xy +y2=8
2 (x cos (30)-y sen (30))2+\/3 (x cos (30) - y sen (30)) (x sen (30) +
y cos(30) (x sen (30) +y cos(30))2 =8
2X43y12+\/3X43y1x1 +y43+x1 +y‘/32=2_22_222228
23,23 343X2«/3y2+1xz+43xy+3y22=4_244_4424
8
5x2+y2=16
x24y2
16=1
516
2

2senb cosB = sen26

xy +ly2+

cos20 - send= cos20
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4.5. IDENTIFICACION DE UNA CONICA 145

4.4.1. Bercicios simplificaciéon por rotacion y
traslacién

1. Encuentre a la que se transforma y el angulo de rotacion y
grafique para :
a. 2x23xy +2y2x +y-1=0
b. 2x2~ 10xy +y2 10x +2y +13=0
c. 52x27 72xy + 7372 104x + 72y = 48_
2-07d.45 +4xy _ 2y
e. 4x2+4xy +y2+5x = 1
2. Un técnico de una empresa de television por cable, determina

que la ubicacién de la antena parabdlica se debe ubicar siguiendo la
ecuacion

4x2 4xy +y2 2x-14y +7 = 0. Usted debe determinar ;A qué punto se
— — debe desplazar y en que angulo se debe instalar la antena parabdlica?.

4.5. Identificacion de una cénica
Una ecuacioén de segundo grado de la forma A2+ Bxy + Cy2 +

Dx + Ey + F =0, se puede identificar como una seccion conica
cuando el discriminante:
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—-B24AC <0 es una elipse—
-B24AC =0 es una parabola—

—B24AC >0 es una hipérbola. -

En ocasiones una seccion conica, al ser rotada puede sufrir una
transformacion, la cual recibe el nombre de cénica degenerada; para
casos particulares, la ecuacion puede presentar una degeneracion
en:

— Dos rectas
— Un punto
— Dos rectas imaginarias.

Estas transformaciones se pueden realizar haciendo uso de los
casos de factorizacion.

Identificar la naturaleza de la curva 9x2 6xy + y2+ 9x-3y +2=0y

determinar si se puede degenerar o no.”
Solucién
Para identificar la naturaleza se hace uso del discriminante

B2 4AC = (_6)2 4 (9) (1) = 0 o sea que es una parabola, para- -
determinar si se puede degenerar, se debe tratar de factorizar por
agrupacion.
9x2Bxy +y2+(9x_3y)+2=0(3x ) +3(3x_y)+2=0_y

Observe que la ecuacion queda de la forma x2+bx+c, sea x = 3x
-y dondea=1,b=2y c =2, entonces la ecuacién x2+3x+2=0
se factoriza como (x +2) (x +1)=0= (3x-y +2)(3x-y +1) =0,
por lo tanto la ecuacion que identifica una parabola se transforma en
dos rectas cuyas ecuaciones son3x -y +2=0y 3x-y +1=0

4.5.1. Ejercicios propuestos identificacion de conicas
1. Haciendo uso del discriminante identifique, ¢ Qué tipo de grafica
es? Y determine si se puede degenerar o no.

a. x214xy +9x -7y +13=0
b. 6x2” 2xy +y2+2x + 3y = 41
c. 3x2~ 12xy + 3y2 +6x_4y =_8
d. 3x2" Bxy +3y26x + 6y =_g
e
X
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2

+2xy +y27 2y = 0_ o
4.6. Reflexion

Un lugar geométrico puede reflejarse con respecto a uno de los
ejes cartesianos o a una oblicua, de tal forma que la nueva grafica
tenga la misma forma pero direccion contraria al eje o la oblicua que
se esta tomando como referencia. En general, deducir la ecuacion
de una curva reflejada puede ser complicado, ya que requiere de
trasladar y rotar la ecuacion en multiples veces. Sin embargo,
respecto a ciertas posiciones es facil hacer la reflexion.

Una ecuacién de segundo grado de la forma AXZ + Bxy + Cy2 + Dx
+ Ey +F =0 se le puede hacer la reflexion:

4.6.1. Respecto al eje y

Para hacer una reflexién de una seccioén conica con respecto al
eje y, basta con reemplazar la variable x por —x, es decir, A (_x)2+
B(-x)y + Cy2 +D(-x) + Ey + F =0, de tal manera que la ecuacion
de segundo grado se transforma en:

Ax2Bxy +Cy2Dx +Ey +F =0__

Dada la elipse rotada cuy a ecuacion es 40x*+ 30xy + 32y2_186x-gzy
= -150, realice la reflexion con respecto al eje y
Solucion
Para reflejar con respecto al eje y, sustituimos la variable x,
entonces:
40 x? + 30xy + 32y2_ 186x - 87y =_150
40 (-x)*+30 (-x) y +32y2_ 186 (-x) - 87y =_-150
40x? - 30xy + 32y2+ 186x - 87y =-150
4y
Eje de simetria

2
4.224«x

40x2 + 30xy + 322 186x _ 87y =_150_p_
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40x2 30xy +32y2 + 186x _ 87y =_150_

4.6.2. Respecto al eje x

Para hacer una reflexién de una seccioén cénica con respecto al
eje x basta con reemplazar la variable y por -y, es decir, Ax? + Bx
(-y)+C (_y)2 +Dx + E (-y) + F =0, de tal manera que la ecuacion
de segundo grado se transforma en:

Ax?Bxy +Cy2+Dx_Ey +F =0_

Dada la elipse rotada, cuya ecuacion es 6x2_6xy + 8y2+ 8x_25y =
-15, realice la reflexion con respecto al eje x.
Solucién
Para reflejar con respecto al eje x, sustituimos la variable x,
entonces:
6 x2_- 6xy +8y?+8x - 25y =_15
6x% - 6x (-y) +8(-y)2 +8x - 25 (-y) =-15
6x2 + 6xy + 8y2+ 8y + 25y =_15
y
2
1
6x2 6xy + 8y2 +8x - 25_

2
6
x

2

1,12

~ +6xy +8y +8x + 25y
1

_2_3
4.6.3. Respecto al origen
Para hacer una reflexién de una seccién conica con respecto al

origen, se debe hacer la reflexion simultanea, tanto en el eje x como
en el eje y, para ello basta con reemplazar la variable x por -x y y
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por -y, es decir, A(-x)2 + B (-x) (-y) + C (y)?+D (-x) +E (-y) + F
=0, de tal manera que la ecuacion de segundo grado se transforma
en:

Ax2+Bxy +Cy2Dx_Ey +F=0-

Dada la hipérbola rotada cuy a ecuacion es 4x2-32xy + 4y 2+ 49x +
49y =112, realice la reflexiéon con respecto al origen.
Solucion
Para reflejar con respecto al origen sustituimos las variables x e y,
entonces:
4 x2_ 32xy +4y?+49x + 49y =112
4 (-x)?- 32 (-x) (-y) +4 (-y)* + 49 (-x) + 49 (-y) = 112
4x2_ 32xy +4y?_ 49x - 49y =112

y
3
2
1
4x2 32xy +4y2 + 49x + 49y =_
4.3.2.1123%
1

4x2 32xy + 42 49x _ 49y = 112_ 5 _
_3_4

4.7. Cuestionario unidad 4

1. En una ecuacién de segundo grado de la forma:
AX? + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F =0 cuando el discriminante B2 4AC
=0, genera:—

a) Una elipse
c) Una circunferencia b) Una hipérbola d) Una parabola
2. Para determinar x e y , después de hacer una traslacion de ejes
en términos de x ey, hy k, se utiliza:
a)x=x+hpay=y+kb)x=_x+hpy=_y+tkc)x=x-hpy=y
kd)x=-x-haAy=-y_-k
3. ¢ Cual ecuacion resulta después de girar la ecuacién de segundo
grado 45x2 _ 32xy + 45y2 = 110 un angulo 8 = 45° ?
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a) 29x2 + 45y 2 = 110 b) 45x2+ 45y 2+ 16x_16y = 110 c) 45x2 + 29y 2 =
110 d)61x2 + 61y 2 = 110 4.7. CUESTIONARIO UNIDAD 4 151

4. Una curva esta representada por la ecuacion

y2 + 8x - By + 25 =0 4 Cual es su ecuacién cuando se trasladan los
ejes al nuevo origen O = (-2, 3)?.

a) (y- 278 (x +3) =0 b) (y- 3)° 8 (x +2) =0 c)

y

2

8x=0d)(y +3)2" 8 (x_2)=0__

5. Determine el angulo que deben girar los ejes para que la
transformacion de la ecuacion 7x2 6V3xy + 13y2 16 = 0 carezca de
términox y :~ ~
a) 0 =90°b)6=30°c)6=60°d)6=0°
6. Para reflejar una seccion conica con respecto al eje x se cambia:
a) x por -x b) y por-y c) x poryd)y pory

CAPIiTULO5
COORDENADAS POLARES

“No sé cual es el camino correcto, ya que estas
coordenadas me indican un rumbo que desconozco”.
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En esta unidad se introduce un nuev o sistema de coordenadas,
algunos ejemplos que ilustran su utilidad, a través de ecuaciones y
graficas de algunas curvas clasicas.
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Existen varios tipos de sistemas coordenados, los cuales sirven
de referencia; El sistemas rectangular o cartesiano es con el cual se
trabaja frecuentemente; ademas de este sistema, existen otros
sistemas de coordenadas altenativos como: el complejo, el
esferico, el cilindrico y las polares.

A diferencia del sistema rectangular donde un punto se ubica en
funcién de sus distancias del origenaxy y, osea P (x, y); las
coordenadas del mismo punto en otro sistema de coordenadas
puede cambiar, por ejemplo: si el mismo punto se ubica en funcion
de la distancia a un punto fijo y la direccion con respecto a una recta
fija, se llamara Coordenadas polares.

5.1. Plano polar

Para graficar algin elemento en coordenadas polares se toma
como referencia un punto O, el cual se llamara origen o polo y una
semirecta OA que es llamada eje polar:

O Eje Polar A

5.1.1. Punto en plano polar

La posicion de cualquier punto
P en el plano polar se determina P(r, 8) por la distancia del polo al
punto
(semirecta OP) demoninada r, la
cual es llamada radio vectory el
angulo generado entre el eje polar
y el radio vector (ZAOP) deno

tado por 61, el cual es llamado 6
angulo vectorial. O A

1 para medir un angulo, se toma como positivo si se mide en
sentido contrario a1 giro de las manecillas de un reloj, o negativo, si
lleva el mismo sentido al giro de las manecillas de un reloj.
Recuerde: si en la calculadora va a trabajar en términos de ,
utilicela en radianes (rad), si a trabajar con grados en deg.
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5.1. PLANO POLAR 155

Por lo tanto, las coordenadas de un punto P en coordenadas polares
queda determinado por :

P (r, 6)

Si r es negativo, el punto se ubica en la prolongacién del radio
vector:

Cl

OA

P (-, ©)

Ubicar los siguientes puntos en el plano polar
P
(4

n)‘ ) (4,15" _

£ B G

151T)y P (-4, 151 )4
1212

P
(4

;'r) .p (4’1511

12 )4

P (4, 415m ) p @, 1
)

15m

2)

N ©
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15m )+ P (_4‘11

412
P

(
4

1561 )P (_4’11

_4)12
Cl
15112
OAOATe=_4

Como se vio en el ejemplo anterior, un punto P (r, 8) puede estar
representado por una cantidad coordenadas polares, lo que no
sucede en coordenadas cartesianas, pues cada punto P (x, y) tiene
una unica representacion, por tal motivo en polares se debe restringir
el dominio a 0° < 8 < 360°
En general, el punto P (r, 8) puede expresarse como P (r, 8) =P (r, 6
+2mn)o P (r, 8) =P (-r, 6 + (2n + 1) ), donde n es cualquier entero.
El angulo polar puede expresarse en grados o radianes como se ve
en el siguiente plano polar2:

7 = 5
® po6®POx poc12+¢2+c12+peoeo
90

0
2

p
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Figura 5.1: Plano Polar.

5.1.2. Ejercicios propuestos

De 4 pares de coordenadas polares donde tenga que utilizarr >0y r
<0,0>0y 6 <0 para cada punto dado.

2Enel Cd, en una carpeta con el nombre pdf se encuentra un
archiv o con planos polares cuyo nombre es planopolar.pdf, el cual
puede imprimir para realizar sus respectivos ejercicios.
5.2. RELACION ENTRE COORDENADAS POLARES Y
CARTESIANAS 157 P

1
2
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™ , P3_4’5'IT
_6Ps1,TPM2AT pys 5, Ps(-3, 2 3,6

Un cafién esta defendiendo la isla de unas embarcaciones piratas,
haciendo v arios disparos:

P

1

5

"M P4, P (5 M) Pg2, 3"

1264
Py (4, 75.) Ps (5, 75.)

P33, Pg5, 2" Pg 2 122,5.432
Determine ¢ Cudl de ellos impacté en los barcos piratas?.

5.2. Relacion entre coordenadas polares y
cartesianas

Para realizar el cambio de coy P(x, y) ordenas cartesianas a
coordenadas P(r, 8) polares o viceversa, debemos con
siderar un punto P (r, 6), supongryamos que el eje polar OAcoincide
con el semieje positivo X y el poloyo con el origen del sistema de coor®

denadas rectangulares, sea P (x, y), O% Ala coordenada rectangular del mis
mo punto P.

Veamos que haciendo una prolongacién perpendicular desde el eje
x 0 el eje polar al punto P se forma un tridngulo rectangulo, entonces
para cambiar de coordenadas polares a cartesianas:

[cateto adyacente _ X ;55(g) =X despejando x se tiene:hipotenusar =» r

X =r cos(B)

Jcateto opuesto - ¥ sen(g) =Y despejando y se tiene: hipotenusar = r

y =rsen(d)

Ahora para cambiar de cordenadas cartesianas a polares
debemos determinar el radio, el cual se toma como la distancia
punto a punto (polo y punto P) o el teorema de Pitagoras siendo r la
hipotenusa obteniéndose:

r=x24y2

Para determinar el angulo
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se toma

cateto opuesto = ygg = y cateto adyacente x5 x
y al despejar el angulo 6 se obtiene:

8 = arctg’; x = 0y

Dado el punto P = (3, ™) en coordenadas polares, encuentre estes
punto en coordenadas cartesianas.

Solucion

Tenemos ar =3y B ="y se desea encontrar x e y, entonces:3

X

=3

cos

m

3x=3(0,7)=>x=2,12y

y =3sen” 7 x=3(0,7)= x=2,123

Entonces el punto en coordenadas cartesianas es P = (2,21, 2,12).

Dadoa los puntoa Q(3,-4) y R(-1,-3) en coordenadas
cartesianas, encuentre este punto en coordenadas polares.
5.3. DISTANCIAENTRE DOS PUNTOS EN COORDENADAS
POLARES 159
Solucion
a. Tenemos para el punto Qque x =3 ey =_4, y se desea encontrar
ary 6, entonces:
r=(3)2+(4%r=v9+105r=V255r=580

arctg

4

=
6 =-53,13,)3>
entonces, el punto en coordenadas polares es Q = (5,-53,13.) .

b. Tenemos para el puntoRquex =_1ey =_3,r= (2 + (_3)2 r=
V1+95r=v10=r=3,16-1)>
0= arctg_3 0 = arctg (3) = 6 = 7156.).
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Asi, el punto en coordenadas polares es R(3,16, 7156.), pero al
ubicarlo observe que no coincide en el cuadrante del plano
cartesiano, para ello se debe tener en cuenta el cuadrante donde se
encuentra el punto en coordenadas cartesianas, asi el angulo 6 se
define como:

tan_"Ysi (x, y) esta en los cuadrantes | y IV X

0 =tan_1Y+ 1 si (x, y) esta en el cuadrante I|

Y si (x, y) esta en el cuadrante III._1tanx_

5.3. Distancia entre dos puntos en coordenadas
polares

Para hallar la distancia entre dos puntos polares P1(r1, 64) y
Po(rp, 87), se hace una construccion auxiliar entre P4y P2 generando
un triangulo de v értices OP1P2, del cual se conocen dos lados, el
lado faltante corresponde a la distancia entre los dos (2) puntos

P1P2, aplicando la ley del coseno®:

3Se utiliza la ley del coseno cuando se conocen 2 lados de un
triangulo y el angulo entre ellos
P1(r1, 61)
DP1 P2
02 - Py(rz, B2) 62 64
OA
Entonces la distanciaentre dos puntos P4y P2 en coordenadas
polares esta dada por:
2

Dp1pp = 12 + 12 2ryrp cos (82— 1)1 2-

Halle la distancia entre los puntos polares
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m2
Solucion
Reemplazando los valores en la férmula, se obtiene:

NG N T = TO

+ (422 (3) (4) cos " - 2-

lell\)-u_\-UU
+
>

24

cos T 2

Ley de Cosenos

C

ca

aB

bA

c2= a2+ b2 2abcos(a)-

5.4. EJERCICIOS PUNTOS EN POLARES 161
Dp1p2 =25 - 24 (0)

Dp1p2 = V25 = 5 por lo tanto la distancia entre P yP; es 5.

5.4. Ejercicios puntos en polares

-

. Encuentre las coordenadas cartesianas del punto dado:

AT
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S*aw-u:r
o

Nl T~ 0O

~ Y0P2-2

2m

4T T p,_3,_gPg1, 3303

2. Encuentre las coordenadas polares del punto dado

P1(3, 3) P3(-2, 2) P5 (-3, 0) P2 (-1, 4) P4 (-4, 2) Pg (1, 5)

3. Escriba otros tres (3) pares de coordenadas polares para cada
punto, restrinja los angulos para que no excedan de 21r.

P1 (3, 540°) P3-4,-750° Py _2, 6200 P43 -1125°

4. Encontrar el Area del triangulo formado por los puntos:

A= (0, 0°, B = (-4, 330%y C = (5, 300°)

5. Hallar el perimetro del cuadrilitero c uy o s virtices son:
A=(0, 0%, B =(1,60%, C =(2 45% D = (3, 159

6. Determinar si los puntos A= (1, 60°, B =3, 30°y C = (-1,

180°son los vértices de un triangulo equilitero.

5.5. Transformacion de ecuaciones

Para trasformar ecuaciones de coordenadas cartesianas a
polares se deben hacer los reemplazos correspondientes y despejar
la variable r de la ecuacion resultante.

a. Dada la ecuacién cartesiana x2 + y22 = 10xy, transférmela a

coordenadas polares.
b. Transforme las ecuacion r = 6cos(8) a coordenadas cartesianas.
Solucién
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a. Haciendo los reemplazos tenemos que:

X2 + y2 2= 10xy

2= 10xy

32 = 10xy

r

2 _10xyr?

r

2 _10xyrr

r2 = 10cos (6) sen (B)

r2 = 5x2cos (6) sen (B) por identidadas®

r? = 5sen (26)

b. Reemplazando las ecuaciones de ry 6:
r=6cos(0) r = 6%

5.6. Ejercicios transformacion de ecuaciones

1. Dada la la ecuacién polar, encuentre la ecuacién cartesiana.
a.
r

]
2_cos(0)

b. 1 =2sen(p)
c.

r

=3+2
_2cos(0)
sen(0)

d. r =5cos (8) + sen (8)

2. Encuentre la ecuacion polar r = f (8) de la curva descrita por la

1
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“42sen(B)cos(8) = sen(20)

5.7. RECTAPOLAR 163

ecuacion cartesiana dada.
a.r=5y _4x =2

b. r = 3cos (B)

C. x2+y22x+3=0_

d.xy +3=0

5.7. Recta polar

Para representar la recta en cordenadas polares debemos

transformar la ecuacioén Ax + By + C = 0 en cordenadas polares:
Ax + By + C =0 haciendo cambio coordenadas

A(r cos(8)) + B (r sen(8)) =-C despejando r

r (A cos(B) + B sen(8)) =_C factorizando r y luego despejando, se

obtiene:

r

C

Acos(B) + B sen(B)
donde:

_Ces el corte con la perpendicular al eje polar.p

_Ces el corte con el eje polar.g
Las ecuaciones son de la forma:
—r=-C Silarecta es vertical toma la forma. acos(@)

—r=-C Sila recta es horizontal toma la forma.gsen(g)

Dada la ecuacién de la recta r =25en(9)_4
_4cos(0)
Solucion

La recta debe pasar por el eje polar en 4= y por la perpendicular
por

4_ o4

2
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5.8. La ecuacion de la circunferencia en coordenadas
po

lares

La ecuacion polar mas simple es r = a donde a es una constante,
esta ecuacion genera una circunferencia con centro en el origen y
radio a, veamos que:
r = a cambiando a cartesianas
x2+y2=ax2+y?=a2
Si el centro de la circunferencia esta sobre el eje x en el punto P (a,
0) y radior = a, se tiene:
(x-af+y?=a’
x22xa+a2+y2=a2

2

X + y2 =2xa
2= 2rcos(B)a
r = 2acos(0)

es decir si el centro de la circunferencia esta sobre el eje polar y
un punto de la circunferencia es el polo la ecuacién es de la forma r
= 2acos(0)
Si el centro de la circunferencia esta sobre el eje y en el punto P (0,
a)y radio r = a, se tiene:
X2+ (y - a)?=a’
X2+ y2 2ya+a
2

2.2

+
y
2
X =2ya
2= 2rsen(B)a
5.9. SIMETRIAS 165
r = 2asen(0)

es decir el centro de la circunferencia esta sobre perpendicular a
el eje polar que pasa por el polo y un punto de la circunferencia es el
polo la ecuacion es de la forma r = 2asen(B)
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5.9. Simetrias

En coordenadas polares también hay criterios para determinar la
simetria de una grafica, como en coordenas cartesianas.

— Si la ecuacién no se modifica al sustituir 6 por _8; la curva es
simétrica con respecto al eje polar, es decir, cuando la funcion esta
en términos de la funcién coseno®.

— Si la ecuacién no se modifica al sustituir 6 por T - 6; la curva
es simétrica con respecto a la perpendicular al eje polar que pasa por
el polo es decir, cuando la funcién esta en términos de la funcién
seno.

5.10. Graficas en coordenadas polares

En coordenadas polares ciertas ecuaciones de la formar =f (0)
cuy o dominio esta entre 0 y 2, generan graficas particularres como
lo son: el espiral, limacon, trébol y lemniscata.

5.10.1. Espiral

La gréfica de estas ecuaciones no dependen de ninguna funcién
trigonométrica, sélo del angulo 8 y son ecuaciones de la forma r =
neX en donde ne Ry k >0, lo qué indica que amplitud va a tener la

espiral, por no depender de ninguna funcion trigonometrica esta
ecuacioén no tiene simetria.

5.10.2. Limacoén

También llamado caracol por la forma que genera su grafica. Estas
graficas tienen por ecuacion:

5La funcién cos@ es par, entonces cos(-6) = cosb.

r=as bsen(B)y r = as bcos(6)

donde a y b son positivos, dependiendo de estos valores, la grafica
puede cambiar:

Sia>bSia=bSia<b

La grafica es llamada cardiode cuando a = b, caracol sia >b

Se debe tener cuidado con los signos de la ecuacion, puesto que
ellos influy en en el sentido de la grafica

a. Graficar la curva llamada cardiode, cuya ecuacién polar es r = -
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4 (-1 +cos (9)) .

b. Graficar la curva cuya ecuacion polar es r = 31+ sen ®) .2
c. Graficar la curva cuya ecuacion polar es r =_-2 + cos (0) .
Solucién
a. Se debe organizar la ecuacion, entonces r =4 _ 4cos (0)
asd5=p por lo tanto es un cardioidep = 4 =

Como la ecuacion esta en términos del coseno y esta es una
funcion par, entonces la grafica es simétrica respecto al eje polar,
por lo tanto, los valores para el angulo son 0 <6 < 180. y se hace la
simetria correspondiente.
r 0, 30, 60, 90. 120, 150, 180, f (6) 0 0,54 24 6 7,6 8 b. Se debe

organizar la ecuacién, entonces r = 3+ 3sen ©),2a
3
2a<b por lo tanto es un caracolp =3 =

Como la ecuacion esta en términos del seno, entonces la grafica
es simétrica respecto a la perpendicular al eje polar y que pasa por
el polo, por lo tanto, los valores para el angulo son 270, <6 <90, y
se hace la simetria correspondiente.
r 270, 300, 330, 0. 30. 60, 90, f
(

)

)

31,1 0,00008% 3 3,19
2_22

c. Se debe organizar la ecuacion, entonces r =_2 + cos (8),
a=255y por lo tanto es un limacénp = 1 =

Como la ecuacion esta en términos del coseno y este es una
funcion par, entonces la grafica es simétrica respecto al eje polar,
por lo tanto, los valores para el angulo son 0 <6 < 180. y se hace la
simetria correspondiente.
r 0. 30. 60, 90. 120. 150. 180. f

| — o —~

-
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13

325

_2_129 _32

5.10.3. Tréboles

Se llaman curvas de trébol a la grafica de las ecuaciones de la
forma:
r=asen(nb) y r =a cos(nb)

Donde n es un entero positivo mayor que 1. La grafica esta
formada por lazos cerrados igualmente espaciados, que parten del
origen. El nimero de lazos (hojas o pétalos) depende del entero n, ya
que:

— Si n es impar hay n hojas
— Si n es par, hay 2n hojas

Si se desea saber cudl es la separacion de los pétalos se deben
dividir los 360 grados en la cantidad de pétalos y para determinar en
donde empieza el primer lazo, se deben igualar a 1 las funciones
sen(nB) y cos(nB), ya que es el may or valor que alcanzan estas
funciones, luego, se debe despejar el angulo 6.

El valor a indica la longitud de la hoja.

Bosqueje la grafica de las ecuaciones r = 3sen(20) y r = 4sen(50)
Solucion

a. Sear = 3sen(20). Como vemos a =3y n = 2, por lo tanto,
esta grafica es un trébol que tiene 4 pétalos, ya que n es par, el
radio es 3 (longitud de la hoja). Como el numero de pétalos estan
igualmente espaciados, cada uno debe tener una separacion de 90°
a partir del primer pétalo.
El problema ahora es encontrar donde esta el primer pétalo, para
esto tomamos el mayor valor que puede alcanzar la funcion seno, el
cual es 1, y este valor se alcanza cuando x = 11/2, veamos que:
sen(208) =1

(20) =sen_" (1)
20 =1/2
0 =m/4
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Entonces nuestro primer pétalo esta en un angulo de /4, el
segundo a 31/4, el tercero a 5m/4 y el Ultimo a 71/4.

b. Sea r = 4cos(56). Como vemos a =4y n =5, por lo tanto,
esta grafica es un trébol que sdlo tiene 5 pétalos, ya que n es impar,
la longitud de la hoja es 4. Como el niumero de pétalos estan
igualmente espaciados, cada uno debe tener una separacion de 72°
a partir del primer pétalo.

El problema ahora es encontrar donde esta el primer pétalo, para
esto tomamos el may or valor que puede alcanzar la funcién seno, el
cual es 1, y este valor se alcanza cuando x = 11/2, veamos que:
cos(50) =1

(58) = cos_" (1)

50 =0
8=0°

Entonces nuestro primer pétalo esta en un angulo de 0°, el
segundo a 72°, el tercero a 144°, el cuarto en 216° y el Ultimo a 288°

Cuando la ecuacién de una curva de trébol esta en términos de
coseno, el primer petalo empieza en cero, excepto cuando a < 0.

5.10.4. Lemniscata

Son ecuaciones polares de la forma:
12 = a2 sen(20) y r2 = a2 cos(20)

En donde su grafica solo contiene 2 hojas; en cada una de estas
ecuaciones r varia de —a hasta a y se incluyen los valores de que
hace negativo el miembro derecho.
sus graficas son:

Los valores excluidos en la primera ecuacién son:™ <8 < 1r
y
3m . g< 21_[2
2

Los valores excluidos en la segunda ecuacion son:™ < 8 <3 y

5 Tm44

<@ <

42

La segunda ecuacion es conocida como la lemniscata de Bernoulli,

5.11. Bercicios graficas polares
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1. Grafique cada una de las siguientes rectas polares, si es
necesario, Asigne valores convenientes a 6

a.

r

15

2sen(8)¢ "= 10cos(B)

b.r =oos(e)—3 d.r =4cos(e-8
_6sen(6)- )+4sen(B)
2. Escriba la ecuacion polar de cada recta

a. Recta horizontal que pasa por el punto P = (3; ™), b. Recta
vertical que pasa por el punto P = (-2; )
3. Esboce cada una de las siguientes ecuaciones 5.11. EJERCICIOS
GRAFICAS POLARES 171

a.r=2(1+cos(0)) e. = 9c0s(28) b. r=2_4sen(8) f. r = 3(1-
sen(8)) c. r =_scos(38) g. r = 2cos(46) d. r = 4sen(6) h. 2=
25c0s(26)
Actividad
con
Softwareg
1. Cree una circunferencia C4 con la herramienta circunferencia
dado el centro y un punto

©,

2. Haga clic derecho en el centro de esta circunferenciay en la
opcion de propiedades, marque la casilla objeto fijo.

3. Haga clic derecho en el punto B de la circunferencia y seleccione
la opcion muestra objeto.

4. Con la herramienta nuev o punto

A

*/, genere 2 puntos C y D sobre la circunferencia.
5. Con la herramienta circunferencia dado el centro y un punto
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* cree una circunferencia C- entre los puntos C y D, de tal
manera que uno de los puntos sea el centro.
6. El punto de interseccion entre las circunferencias Cq1y C», déjelo
como objeto fijo.
CcD
A
7. Haga clic derecho sobre la circunferencia Cp y seleccione la
opcion activa rastro

' 4

8. Seleccione la opcion “elige y mueve”

s

“'y desplace el centro de la circunferencia Co.
9. ;¢ Que grafica genera al mover este centro?

5.12. Ecuaciones de secciones conicas en
coordenadas polares

Las ecuaciones polares de las secciones conicas se pueden
representar gracias a la propiedad foco-directriz, donde el foco esa
ubicado en el polo y la directriz esta a una distancia d del polo y, la
propiedad conocida como excentricidad, entonces para cualquier
punto P (r, 8) de la conica, se tiene que:

Por definicion, la distancia del foco al v értice equidista del
veértice a la directriz, entonces:

DpfF =eDpL
r=e (d- rcos (6))
r=ed-ercos (8)
r+ercos (6) = ed
r(1+ecos (6)) =ed
r

ed

1+e cos(6)
De modo similar, se define en términos del coseno, entonces la
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ecuacién de una seccion conica en coordenadas polares esta dada
por:

n =

ed ed 1,e sen(8)Y '~ 1,e cos(8)
Dependiendo del valor e genera una seccion cénica dif erente:
— Si e = 1 representa una parabola.
— Si 0 <e <1 representa una elipse.
— si e > 1 representa una hipérbola.

Esboce la grafica de las siguientes secciones conicas

NI

+3 sen(6)

n = T a

w o®
+
Q
o
(2

(6)

oo

SN

1+sen(B)

Solucién 5.12. ECUACIONES DE SECCIONES CONICAS EN
COORDENADAS POLARES 173

a. Observemos que e = 3, como es mayor de cero, su grafica es
una hipérbola y la ecuacion esta en términos del seno, entonces es
simétrica respecto a la perpendicular al eje polar que pasa por el
polo, por lo tanto los valores para el angulo son 270. <6 <90, y se
hace la simetria correspondiente.
r 270, 300, 330, 0. 30. 60, 90, f

(
]
)
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40,55
52

b. La ecuacion
r

6

3+cos(@) S€ debe dividir entre tres (3) para saber
6

el valor de la excentricidad, entonces r
=1+1cos(6) MO

32
=77, CO3+cos(g) =T

o]

—_

333

, entonces la grafica representa una elipse, al estar en términos3
del coseno, los valores para el angulo son 0. <6 < 180, y se hace la
simetria correspondiente:
r 0. 30. 60, 90, 120, 150, 180. f (8)° 1,55'22122,8 3,75

c. Observemos que e = 1, entonces, la grafica es una parabola y
la ecuacion esta en términos del seno, entonces es simétrica
respecto a la perpendicular al eje polar que pasa por el polo, por lo
tanto, los valores para el angulo son 270. <8 <90, y se hace la
simetria correspondiente: r 270, 300, 330, 0, 30. 60. 90,

f (0) N.E 30 8 482,14 25
5.13. Bercicios secciones conicas

1. Dibujar e identificar cada una de las siguientes secciones conicas
a.
r
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14
2+6cos(0)d "= 2+2cos(0)
b.

n -

1+2 sen
3

4
()8 "= 1+Tcos(8)1 2
[+
‘

26
2+3cos(0)" "7 2_2sen(d)

5.14. Intersecciones entre graficas polares

Las graficas de ecuaciones polares se pueden intersecar en uno
o varios puntos, teniendo en cuenta que no todos son solucion. Para
obtener las coordenadas de los puntos de interseccién de las
graficas en coordenadas polares se deben igualar las ecuaciones y
despejar el angulo 6, luego reemplazarlo en las funciones y asi
obtener los puntos, generalmente se debe guiar por las gréficas, ya
que en este sistema, un punto no tiene una unica coordenada.

1. Encuentre los puntos de interseccion de las ecuaciones siguientes
y esboce las graficas.

a.r=2+3cos B)yr=2+2cos (0)b.r=2+3cos (B)y r=2+
2sen (0) .

Solucion

a. Armando el sistema y aplicando el método de reduccion se tiene:
5.14. INTERSECCIONES ENTRE GRAFICAS POLARES 175
r=2+ 3cos (0)

r=2+2cos (0) (-1)

0 =cos (0)

Observe que la funcion coseno se hace cero en 90° y en 270°,
entonces, se reemplaza el angulo en cada una de las funciones.
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r=2+ 3008 (900) = 2 g540s angulos salen por simetria, ya quer = 2 + 2c0s

(2700) = 2
ambas ecuaciones estan en términos de la misma funcion.
Por lo tanto, el punto de interseccién es Pq = (2, 90%) y P = (2,
2709
Para graficar las funciones, vemos que ambas estan en términos de
coseno, por lo tanto 0, < 6 < 180..

r 0, 30. 60. 90. 120. 150, 180. r = 2 + 3cos (8) 5 4,6’ 21 0,6_125
r
=2+2
cos

(

W A~ O

IO =N W

1260
b. Armando el sistema y aplicando el método de reduccion se tiene r
=2+ 3cos (0)
r=2+2sen (0) (-1) 0 = 3cos (8) - 2sen (V)
Entonces:
2sen (B) = 3cos (0)
sen(B) =3 cos(0) 2
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0 = 56,3°

Luego se reemplaza el angulo en cada una de las funciones,
entonces:

r=2+3cos (56,3% = 3,66 r = 2 + 2sen (56,3°) = 3,66

por lo tanto, el punto de interseccién es P = (3,66, 56,3) .

Para graficar las funciones, vemos que r = 2 + 3cos () estan en
términos de coseno, por lo tanto, 0. < 6 < 180..

r 0. 30. 60. 90, 120, 150. 180. r = 2 + 3cos (8) 5 4,67 21 0,6-122—
Para graficar las funciones, vemos que r = 2 + 2sen () estan en
términos del seno, por lo tanto, 270, < 6 < 90..

r 270, 300, 330, 0. 30, 60. 90, r =2 + 2sen (6) 0 0,27 12 3 3,73 4

5.15. Eercicios interseccion entre graficas

1. Encuentre los puntos de interseccion de las ecuaciones siguientes
y esboce las graficas en un mismo plano polar.
a.r=23sen (B) y r = 3cos ()
b.r=2y r=4cos (8)
c.r=sen (8)y r =3cos (8)
d. rcos (8) =4y rsen (8) =4
5.16. CUESTIONARIO 177

5.16. Cuestionario

1. Las ecuaciones
r

epep
12ecos(6) Y I =1esen() representan:

a) Una parabola si e = 1, una elipse si e > 1y una hipérbola si e <
1.
c) Una parabola si e =1, una elipse si 0 <e <1y una
hipérbola si e > 1.
b) Una parabola si p = 1, una elipse si p > 1y una hipérbola si p < 1.
d) Una parabola si e < 1, una elipse si e > 1y una hipérbola sie = 1.
2. ¢ Cudl de las siguiente graficas representa la ecuacion de trébol r
=_-3cos(50)?
a) b)
c)d)
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3. La ecuacion r = 325en(26) en coordenadas polares representa:
a) Un trébol de 2 hojas ¢) Una lemniscata
b) Un trébol de 4 hojas d) Un limacén
4. ; Cudl de las siguientes ecuaciones representa esta grafica?:
a)r=_1+2sen®)b)r=1+2sen®)c)r=_-1_2sen(-6)d)r=1_
2sen(0) 5. Si la ecuacion no se modifica al sustituir 8 por _8, la
curva es simétrica respecto a
a) El eje polar b) El polo
c) La perpendicular al eje polard) ry 6
y pasa por el polo
6. La grafica de una ecuacién en coordenadas polares es el conjunto
de todos los puntos (r, 8) cuy as coordenadas satisfacen:

a)r=x2+y2b)r=aibsen(n9)yr=aibcos(ne);n>0

o

- =

- oo

ep ep 1,ecos(8)Y"~ 1,esen(8)

CAPITULO6
SOLUCIONES
6.1. Capitulo 2

Actividad No. 1

Pueblo Tapao

M=-4,

32

2. El recorrido por estos municipios es 10,2 kms.

3. El camino mas corto es La Tebaida, Pueblo Tapao, Montenegro
que mide 3,16 kms, mientras que La Tebaida, Armenia, Montenegro
mide 4,5 kms.

Actividad No. 2
1. Las coordenadas de los mu4. Estaria en el municipio de Calarca y
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la coordenada es 3™ p ="

-4, -4
nicipios son:
Génova A= -2- 2Pijao B=(1,

351
La Tebaida E =
_3)

Buenavista C =_5,-o Cordoba D =3,_22 5,1
Calarca
F

13222
Armenia G = (-1, 2) Montenegro
H

7
-2, 3 Quimbay a

12

Circasia
J

1

2.4

Salento K = (3, 5)

Filandia L = (1, 7)

2.2.5 Ejercicios entre puntos

1. Determine en qué cuadrante estan los siguientes puntos:
a. El Punto Aesta en el Il cuadrante.

b. El Punto B esta en la parte positiva del eje y.

179 c. El Punto C esta en el | cuadrante.
d. El Punto D esta en la parte negativa del eje x.

e. El Punto E esta en el IV cuadrante.
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f. El Punto F esta en el Il cuadrante.

2. Coordenadas de los puntos en el plano son:
A=(1,2)F=B=273(1,_1)

C=(2,-2)G=

D

w

(

0
2

5

N

E =(0,-3)

3. Distancia entre puntos a. La pendiente de la recta b. las
abcisas y las ordenadas
[

n 3

¥2-Y1
X2-Xq
d. La pendiente es indeterminada
e. No hay pendiente debia a que
la pendiente es cero
f. Dos puntos y se utiliza la for
mula de punto pendiente
2. los puntos que pertenecen a la recta son:
B=(-1,1)y C=(35,2)
3. los puntos que pertenecen a la recta son:
E=(1,3)y H=(-1,1)
4. Las pendientes son:
a.15umc. 6.04umb. 7.62umd. 9uma. m=1
m=2

1 300c

-2
d. m = indeterminada 4. Los puntos son Pq =(-1,93, 2) y Po =
(11,93, 2)
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5. Los puntos son B1 = (8, 9,8) y Bo = (8, 0,2)
6. La distancia P Ay P B es 5y ladistancia P C es 5,1
7. Los puntos son P1 = (2, 3) y P2 = (-4, 5)
8. Llega primero el barco que esta en la poscicién B.
2.3.10 Ejercicios Linea Recta
1. Responda en cada uno de los casos
2.3.15 Ejercicios Propuestos de Triangulos
1. El area de la region sombreada es

25
4
2. Los veértices de los triangulos son:
a. A=(1,-8), B=(9, 0)y C =(-1, 4)
b. A=(9,-2), B =(-5,-4) y C =(1, 6)
3. El vértice faltante es C =

174 18555

4. Se clasifican en:
a. El triangulo es isésceles ya que el lado ay b miden 4.7 y

es rectangulo porque el angulo ABC mide 90°

b. El tridngulo es escaleno pues

la medida de sus lados es diferente,

donde a=5,b=5,85y c =6,5y es acutangulo debido a que sus el
angulo miden menos de 90°, donde ABC = 59,49, BCA=73,11y
CAB =47,4

c. El triangulo es equilatero ya

que todos los lados son iguales a 10

y es acutangulo ya que sus angulos

son iguales a 60°
d. El tridangulo es escaleno debido a que sus lados son desiguales,
donde a=2,24,b=1,58y
c =3,54 y es obtusangulo ya que
hay un angulo mayor a 90°, donde ABC = 18,4, BCA= 135y CAB =
26,6
5. La longitud de las medianas
son: a=6,7,b=8,5y c =9 6. La coordenada del ortocentro es O =
(-3, 4)
Actividad general

1. El perimetro se encuentra hallando las distancias entre las
patrullas y sumandolas, entonces, el perimetroes ___y el area se
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encuentra a trav és del tridangulo que forman las patrullas el cual es:

2. Para determinar la distancia de la nifia a la moto, se debe
hacer distancia de un punto a una recta, pues se conoce la ubicacién
de la nifia y la ecuacioén de la carrera 8, entonces dicha distancia
es_

4. La carrera 8 y la carrera 6 son paralelas, es decir, que tienen la
misma ecuacion pero difieren en el término independiente y, ya se
tiene la distancia entre ellas, se puede utilizar la distancia entre 2
rectas paralelas para encontrar el valor ¢ entonces la carrera 6 tiene
por ecuacién

5. En este caso se puede utilizar la ecuaciéon de punto medio
entre las patrullas, el cual da la coordenada Pp(), lo que muestra que
hay un estadio

6. Para encontrar la coordenada exacta podemos utilizar la
ecuacion de relacion que divide un segmento dado, por consiguiente
la posicion del vehiculo sospechoso es _

7. La pendiente de la calle 4 se puede encontrar con el carro de
policia y la bicicleta, y la calle 5 es paralela a la calle 6, o sea que
se tiene la misma pendiente, con estos datos se puede decir que el
angulo formado por estas calle es

3. Observe que la calle 6 es perpendicular a la carrera 8 y se
tiene la coordenada de la patrulla 3, aplique la ecuacioén de punto
pendiente, entonces la ecuacion de la calle 6 es Crucigrama unidad 2
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uestionario unidad 21g
6.2. Capitulo 3

3.1.5 Ejercicios circunferf. x2 + y2+ 10x + 10y_112 =0
enciag. x2+y2+6x + 14y ~10=0
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1. Completar:
3. Reduzca la general a la fora. Una circunferencia es real ma
candnica.
cuando: El radio es mayor de
cero, imaginaria cuando El radio
es mayor de cero o un punto si
El radio es cero.
b. La ecuacién gener
al de la circunferencia es:

x2 +y2 4Dx +Ey +F =0, de
a. x2+(y +52=125b. (x + 10)2+(y +8)2=904 c. (x - 8)2+(y +
4)2 =180 d. (x + 20Y%+(y - 10)2 = 2000.
alli decimos que el centro es 4- La ecuacion representa:
D.B
-2y el radio esta dado por-2\p2+E24fr = 2 -
c. La cuerda mayor que se pue

de trazar en una circunferencia se
a. Un punto
b. Una circunferencia Real c. Una circunferencia imaginar'@denomina
Diametro.
d. Una circunferencia imagi2. Encuentre la ecuacién gennaria eral de
la circunferencia
5. Ecuacion de la recta tangena. X2+ y2 +2x-4y - 11=0ta
. x2+y2 X-04y-35,71=0
.x2+y2'a.x=1 +16x + 7y +70=0

. x2+y28x_ 5y _26,75=0b.x +3y _8=0

o

NX o a o

+y% 4x+2,_60=0c.y =3

d. 4x+3y-4=0

6. La ecuacion de la cuerda es x -y =5.

7. La ecuacion de la circunferencia es ><2+y2 10x-12y -4 = 0-

8. La ecuacion de la circunferencia es x° + y2 X-y-8=0.-
9. La ecuacion de la circunferencia es x2 + y2 +2x-5y =0

17. El area del triangulo es 21 (u.m)2
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Ejercicios aplicacion de la parabola
3.la ecuacion del puente es x2 =80 (y - 20)y, los puntos de an—chgje
son P1=(-60,-25)yP2=
(60,-25)
Ejercicios hipérbola con centro en el origen
1. a%% =1
b.
y
2
5%4
+2 = 1354
cy2xe=1+42_ 1,16 +%3. X
9

Actividad general Cuestionario

ABCD

1

= O oo ~NOOPrWN

o

6.3. Capitulo 4

4.2 Ejercicios traslacién

1 ecuacion de traslacion en términos de x y y a. x2y2 o 1, donde h =
2y k=34-9

4.5.1 Ejercicios identificacion de cénicas

d. es una y se degenera en 2 rectas cuya ecuaciones son: x -y - 4
yX-y-2

Cuestionario
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ABCD
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6.4. Capitulo 5

Actividad

5.4 Ejercicios puntos en polares 4. el area del triangulo es 10
5.12 Ejercicios secciones coénicas

a. Elipse,

e

2
.H

ipérbola,

n oo ol

2

c. Hipérbola, e =
32

e. elipse,

e

2

Parabola, e =1 f. Parabola, e = 1
.14 Interseccion entre graficas

NI T e

12,
m4
b. P4 = (2, 60°%y P, = (-2, 120°) Cuestionario

ABCD
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