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Prélogo

para el estudiante

Las exigencias y la responsabilidad inherentes a la ingenieria moderna re-
quieren un nivel elevado de actividad creadora, la cual, a su vez, precisa del
soporte de una fuerte capacidad analitica. La Mecdnica técnica, que con-
tiene la Estdtica y la Dindmica, constituye una de las piedras angulares de
la capacidad analitica y todos los técnicos deberian tener un fundamento de
este campo de estudio.

El estudiante de ingenieria de hoy se convierte en el técnico de mafiana
que deberd, a través del ejercicio de su imaginacion creadora y de su conoci-
miento profesional, combinar satisfactoriamente la teoria y la prdctica para
desarrollar nuevas estructuras, mdquinas, dispositivos y procesos que benefi-
cien a la humanidad. Este proceso del moderno diseiio creador depende de
la capacidad para visualizar configuraciones nuevas mediante materiales rea-
les, procesos y leyes fisicas que rijan a éstos. El mdximo progreso para so-
portar el desarrollo de esta capacidad de diseiio, se logrard cuando se aprenda
la teoria correspondiente a la técnica junto con el contexto de la realidad de
esta ultima, de manera que pueda percibirse la importancia de la teoria al irla
estudiando. Este libro se ha escrito teniendo presente dicho punto de vista y
se espera que el estudiante encuentre interés y estimulo en los muchos proble-
mas tomados de entre una gran variedad de casos actuales de la técnica, con
“el fin de proporcionar aplicaciones importantes y reales de la teoria.

El fin del estudio de la Mecdnica es predecir a través del cdlculo el com-
portamiento de los componentes y sistemas en los que intervienen fuerza y
movimiento. La prediccion satisfactoria en el disefio técnico exige una formu-
lacion precisa de los problemas con ayuda de un doble proceso mental de
conocimiento fisico y razonamiento matemdtico. El proceso para formular un
problema consiste en construir un modelo matemdtico que incorpore las hi-
potesis fisicas adecuadas y las aproximaciones matemdticas y analice la situa-
cion real con precision suficiente para el propdsito entre manos. Efectivamen-
te, este proceso de adaptacion del modelo simbdlico a su prototipo fisico es,
sin duda alguna, una de las’ experiencias mds valiosas del estudio de la inge-
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VI Prélogo

nieria y los problemas incluidos intentan dar una oportunidad para el desarro-
llo de esta capacidad.

El éxito en el andlisis depende muchisimo de que se haya seguido un
método de ataque bien disciplinado, desde las hipdtesis hasta la conclusion,
en el que se hayan aplicado de manera rigurosa los principios necesarios. Insta-
mos al estudiante a que desarrolle su capacidad para representar su trabajo
de manera clara, logica y limpia. El entrenamiento fundamental en Mecdnica
resulta excelente para un primer desarrollo de este método disciplinado que
tan necesario es en la mayor parte del trabajo técnico que sigue.

En este texto se ha introducido mds materia de la que suele tratarse en
un primer curso ordinario de Mecdnica técnica, por lo que el libro podrd ser-
vir también de introduccién a temas mds avanzados de Mecdnica y como ul-
terior referencia de los principios fundamentales. Con el fin de advertir al lec-
tor, los temas mds avanzados se identifican a lo largo de los mdrgenes de las
pdginas y para ayudar al estudiante en su estudio inicial de cada cuestion, en
esta segunda edicion se incluye una coleccion ampliada de problemas de intro-
duccion y de dificultad intermedia. Los problemas que presentan mayor difi-
cultad se sefialardn con un tridngulo negro y un nimero de problema rojo,
estando situados al final de cada conjunto de problemas.

Extiendo mi aliento a todos los estudiantes de Mecdnica y espero que este
libro les proporcione una ayuda sustancial para adquirir una base sélida y llena

de significado para sus estudios de ingenieria.
;. K Vferam



Prélogo

para el profesor

En los dltimos tiempos, la fuerte tendencia a incrementar la capacidad
analitica en ingenieria ha dado lugar a un mayor hincapié en las generalida-
des matemdticas de la Mecdnica. Cuando se mantiene una insistencia adecuada
en el conocimiento fisico y en la aplicacién técnica, dicha tendencia resulta
muy beneficiosa para extender la capacidad de descripcidn analitica de los pro-
blemas dificiles. En cambio, cuando se centra primordialmente la atencién en
el esquema matemdtico de la Mecdnica, dejando en segundo término la rea-
lidad fisica y el tratamiento técnico, la tendencia ya no resulta tan ventajosa.
La ensefianza de la Mecdnica técnica tiene como mision fundamental el desa-
rrollo de la capacidad para predecir los efectos de la fuerza y del movimiento
como ayuda para llevar a cabo el proceso creador del proyecto técnico, Por
tanto, habrd que atender primeramente a la importancia técnica de las can-
tidades fisicas, jugando la estructura matemdtica el papel de servidor. Tenien-
do bien en cuenta este fin fundamental, puede llevarse a cabo un equilibrio
adecuado entre la teoria y la aplicacion.

En relacién con esto mismo, el profesor de Mecdnica, que ha alcanzado
un nivel elevado de capacidad tedrica, se siente tentado a menudo de olvidar
el sistema de referencia de sus estudiantes y presenta el tema insistiendo de-
masiado en la generalizacién. Este método resulta muy peligroso para un pri-
mer curso fundamental, ya que los estudiantes carecen de la base necesaria
para enfrentarse a una generalidad prematura y tampoco pueden sentir parte
del desarrollo histérico y natural del tema.

Otra consideracion filoséfica es la fuerte necesidad de proporcionar un
ambiente de realidad técnica atractiva como medio para desarrollar los mo-
tivos del estudio de la Mecdnica. La mejor manera de establecer una base
firme de capacidad analitica es creando un verdadero interés y obligando a la
necesidad técnica del empleo eficaz de la teoria.

Este libro de Estatica es un texto técnico y se ha escrito teniendo pre-
sentes estos puntos de vista. Se ha intentado presentar la teoria de manera
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VIII Prologo

rigurosa, concisa Yy con una generalidad adaptada a los fundamentos del Cdlcu-
lo que se supone posee el lector. Para los estudiantes que no tengan una base
de Andlisis vectorial, se introducen en el texto las explicaciones y conceptos
necesarios a medida que hacen falta. A fines de consulta, se incluyen en el Apén-
dice B una introduccion mds formal y un resumen del Algebra y Cdlculo vecto-
riales en la forma en que se utilizan en Mecdnica. Tengo la firme conviccion
de que se adquiere mejor la soltura en Andlisis vectorial dentro del contexto de
su significativa aplicacion en Mecdnica, y ésta es la idea que ha guiado el tra-
tamiento de los vectores en este libro.

Para el andlisis bidimensional se emplea generalmente el método escalar-
geométrico por constituir la descripcion mds sencilla y directa. Para los pro-
blemas tridimensionales se emplea frecuentemente la notacién vectorial comc
descripcion mds directa y adecuada. Se introducen los tensores en el estudio de
los esfuerzos internos, lo que constituye una de las cuestiones optativas y md:
avanzadas del texto. EL empleo exclusivo de la notacion escalar, vectorial ¢
tensorial, se ha desechado en favor de la eleccion de la herramienta matemd.
tica que sea mds adecuada a la situacidn que se estudie. Desde el punto de
vista del autor es mucho mds importante, en el curso fundamental de Mecdnica
conservar y reforzar la dependencia de la visualizacion geométrica y del cono
cimiento fisico que hacer resaltar el empleo extensivo o exclusivo de una notacior
tensorial que reduce esencialmente la geometria al manejo de una notacidn
Las ideas creadoras que hallan mayor utilizacién en aquellas ramas de la téc
nica que se apoyan en la Mecdnica, nacen y se desarrollan mds a través de l
visualizacién de las configuraciones geométricas que a través del manejo d
la notacion en el andlisis. ‘

La presentacion y los problemas de Estatica no se han estructurado inten
cionalmente para proporcionar ejercicios de utilizacion de calculadora. Si as
fuera, el papel de la calculadora seria muy artificial. No obstante, el estudiant:
que tenga acceso al uso de calculadoras convendrd que las utilice en la re
solucion de problemas ocasionales en los que una solucién por mdquina pre
sente claras ventajas.

Estatica es un libro destinado principalmente a los estudiantes de los do
primeros cursos de carreras técnicas. Sin embargo, se han incluido introduc
ciones a temas superiores, tales como las ecuaciones diferenciales del equilibri
para tensiones internas en un medio continuo y los criterios de estabilidad par
sistemas de dos grados de libertad. Dichos temas superiores son optativos 1
pueden servir de base para ulteriores estudios y referencias futuras. En Estatic:
se incluye mds materia de la que se puede abarcar fdcilmente en un curso d
introduccion cuya duracion sea la usual. Se ha organizado de manera que s
.tenga gran flexibilidad en la eleccion de temarios, por lo que se puede adapta
el libro a diversas estructuras de cursos. El profesor debe cuidar de no abarca
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demasiada materia en un tiempo limitado a expensas de un tratamiento com-
pleto de las cuestiones que se vean y de su buena comprension.

En esta segunda edicion de Estitica he ampliado mucho las colecciones
de problemas aumentando sustancialmente el nimero de problemas de intro-
duccién y de dificultad intermedia a fin de ayudar al principiante a ganar una
confianza inicial y a comprender los métodos y principios fundamentales de la
Estdtica. También se ha incrementado el nimero de problemas tipo sencillos
de introduccion, ast como el desarrollo de las explicaciones en algunos temas.
En la segunda edicién se ha suprimido la materia referente a los momentos de
inercia de masas, la cual ha pasado al tomo de Dinamica, en donde encuentra
aplicacién directa. Sigue insistiéndose mucho en la presentacion de un gran
ntimero de problemas prdcticos e interesantes extraidos de un amplio campo
de aplicaciones técnicas. Se han tomado numerosos ejemplos de la Mecdnica
espacial y de otros desarrollos contempordneos. Los problemas se han ordenado
por orden creciente de dificultad. La valoracion de la dificultad depende, desde
luego, no sélo del reconocimiento de la teoria, sino también de los obstdculos
que surjan en la construccién del modelo idealizado y de los cdlculos mate-
mdticos inherentes, y estos factores varian considerablemente de un indivi-
duo a otro.

En la presente edicion se ha continuado haciendo hincapié, como en la
primera, en ilustraciones claras y detalladas pretendiendo establecer un sen-
tido de realidad técnica. Ello estd de acuerdo con mi firme creencia de que
la experiencia en la formulacién de problemas que llevan consigo un alto grado
de realidad, incluyendo la eleccién del método de solucion, constituye tal vez
el aspecto mds importante del estudio de la Mecdnica técnica. Con este método,
la teoria adquiere una importancia que posiblemente no podria tener si el
estudiante se hallara ante problemas idealizados desde un principio, y por tanto
preformulados. Se ha prestado una atencion especial al formato de la presente
edicion a través de la identificacion de los temas optativos y de los problemas
dificiles. Se ha introducido el color, lo que facilita grandemente el reconoci-
miento de las fuerzas exteriores y proporciona una nueva dimension a la fun-
cién y apariencia del libro.

Me complace seguir manifestando mi reconocimiento al Dr. A. L. HaLe
de Bell Telephone Laboratories por su valiosa ayuda en la revisién del ma-
nuscrito y por sus numerosas y utilisimas sugerencias. El Dr. HALE rindié un
servicio andlogo en mis libros anteriores de Mecdnica y ha sido un verdadero
placer contar con su interés y colaboracion continuados en este nuevo volumen.
También quiero agradecer las criticas y las numerosas sugerencias del Pro-
fesor PauL Jones de la Universidad de Illinois y del Prof. Axorew PyTeL de
The Pennsylvania State University durante la preparacién de esta segunda edi-
cién. También agradezco las contribuciones profesionales y la alta calidad del
equipo de John Wiley & Sons en la planificacién y produccién de este libro.
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Por dltimo, quiero agradecer el continuo aliento, paciencia y ayuda de mi
esposa Julia, durante las muchisimas horas empleadas en la preparacion de
este manuscrito.

Durham, North Carolina ; pzp ‘?%MLM
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Guia para la utilizacién de estitica

1 Las ecuaciones principales se identifican mediante un tridngulo rojo si-
tuado a la izquierda y un nimero de ecuacién rojo situado a la derecha, tales
como

< SF=0 3SM=0 (13)

2 Los temas superiores y especializados que se incluyen en el texto como
optativos estin precedidos por una fila de tridngulos

A 4 b A ¥ ¥

y se identifican mediante una banda gris a lo largo del margen exterior de
la pégina,

3 Problemas tipo

Se destacan del resto del texto identificAndolos facilmente mediante rayas rojas
horizontales y una raya roja vertical a lo largo del margen exterior de la pagina.

4 Los problemas de los conjuntos de problemas estin
numerados consecutivamente en cada capitulo,
ordenados generalmente por orden creciente de dificultad,
identificados mediante un tridngulo negro y un nimero rojo (<« 2/43
por ejemplo) cuando entrafien una dificultad o interés especiales.

5 Los vectores fuerza se representan en los diagramas por medio de flechas
rojas de trazo grueso con el fin de distinguirlos de otros vectores o rectas.

También se utiliza selectivamente el color para aclarar o resaltar otros ele-
mentos geométricos de las figuras.
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1 Principios de la estdtica

1. Mecinica. La Mecénica es la ciencia fisica que estudia el estado de re-
poso o movimiento de los cuerpos bajo la accién de las fuerzas. En los estudios
de ingenieria no existe ninguna materia que juegue un papel més importante que
la mecénica. Puede decirse que los primeros estudios de esta materia constitu-
yen los primeros trabajos de ingenieria. La investigacién y desarrollo modernos
del campo de las vibraciones, de la estabilidad, de la resistencia de estructuras
y maquinas de los cohetes y naves espaciales, control automatico, fabricacién de
motores, circulacién de fluidos, de los aparatos y maquinaria eléctrica, y del
comportamiento molecular, atémico y subatémico, dependen en gran parte de los
principios fundamentales de la Mecénica. El conocimiento completo de éstos
es requisito previo absoluto para trabajar en éstos y otros muchos campos.

La Mecénica es la més antigua de las ciencias fisicas. Los escritos mas anti-
guos que se registran acerca de esta materia son los de ArQuiMEDEs (287-212
a. J. C.) referentes al principio de la palanca y al principio del empuje. A la for-
mulacién de las leyes de la combinacién vectorial de fuerzas dada por STEVINUS
(1548-1620), aguardaba un progreso sustancial, y el mismo autor enunci6 la ma-
yoria de los principios de la Estatica. El primer estudio de un problema dindmi-
co se debe a GavLiLeo (1564-1642) y se refiere a sus experimentos sobre la caida
de los cuerpos. La formulacién exacta de las leyes del movimiento, incluyendo la
ley de la gravitacion, fue realizada por NEwTon (1642-1727), quien también con-
cibié la idea de lo infinito en anilisis matematico. También pa Vinci, VARiG-
NON, D’ALEMBERT, LAGRANGE, LAPLACE y otros, han contribuido de manera sus-
tancial al desarrollo de la Mecénica.

La Mecénica se divide légicamente en dos partes: la estdtica, que trata del
equilibrio de los cuerpos bajo la accién de fuerzas, y la dindmica, que trata
del movimiento de los cuerpos. La dindmica incluye, a su vez, la cinemdtica, que
estudia el movimiento de los cuerpos independientemente de las fuerzas que lo
originan, y la cinética, que relaciona las fuerzas con los movimientos resultantes.

2. Conceptos fundamentales. Existen ciertas definiciones y conceptos
que son fundamentales para el estudio de la Mecanica y que deben comprender-
se desde un principio.

MERIAMEE) —4



2 Principios de estatica

Espacio. El espacio es la regién geométrica en la cual tienen lugar los su-
cesos. En este libro utilizaremos la palabra espacio para hacer referencia a una
regién tridimensional. Sin embargo, no es raro hacer referencia a un movimiento
a lo largo de una recta o en un plano, diciendo que tiene lugar en un espacio de
una o dos dimensiones, respectivamente. El concepto de espacio de n di-
mensiones constituye un ingenio abstracto para describir la dependencia de
n cantidades.

Sistema de referencia. La posicién en el espacio se determina con relacién
a un cierto sistema geométrico de referencia mediante medidas lineales y angula-
res. El sistema de referencia basico para las leyes de la Mecanica de Newton es
el sistema inercial primario o sistema astrondmico de referencia, que es un siste-
ma imaginario de ejes rectangulares que se supone no tienen traslaciéon ni rota-
cién en el espacio. Las mediciones ensefian que las leyes de la Mecéanica de
Newton son validas para este sistema de referencia mientras las velocidades que
intervengan sean despreciables frente a la de la Juz.* Las mediciones realizadas
respecto a este sistema de referencia, reciben el nombre de absolutas y a este sis-
tema de referencia se le considera “fijo” en el espacio. Un sistema de referencia
solidario a la superficie terrestre tiene un movimiento relativamente complicado
en el sistema primario, y habr4 que aplicar una correccién a las ecuaciones fun-
damentales de la Mecénica para las medidas realizadas respecto al sistema de re-
ferencia de la Tierra. En el calculo de trayectorias de cohetes y astronaves, por
ejemplo, el movimiento absoluto de la Tierra constituye un pardmetro importan-
te. En la mayoria de los problemas técnicos de maquinas y estructuras que per-
manecen sobre la superficie terrestre, las correcciones son pequeiiisimas y pueden
despreciarse. Para estos problemas se pueden aplicar directamente las leyes de la
Mecénica con las medidas realizadas relativas a la Tierra y, desde un punto de
vista practico, pueden considerarse absolutas dichas medidas.

Tiempo. El tiempo es una medida de la sucesién de acontecimientos y en
la Mecénica de Newton se considera una cantidad absoluta. La unidad de tiem-
po es el segundo, que es una fraccion conveniente de las 24 horas del dia.

Fuerza. La fuerza es la accién de un cuerpo sobre otro. Una fuerza tiende
a desplazar un cuerpo en la direccién de su accién sobre dicho cuerpo. En el
capitulo 2 se discutirdn detalladamente las propiedades de las fuerzas.

Materia. La materia es la sustancia que ocupa el espacio. Un cuerpo es ma-
teria limitada por una superficie cerrada.

Inercia. La inercia es una propiedad de la materia por la cual se resiste a
alterar su movimiento.

Masa. La masa es la medida cuantitativa de la inercia. La masa es, también,
una propiedad de todo cuerpo que va siempre acompaiiada por la atraccién
mutua con los deméas cuerpos.

* Para velocidades del orden de la luz, 300 000 km/s, hay que aplicar la teoria
de la Relatividad.
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Particula. Se llama particula a un cuerpo de dimensiones despreciables.
En el aspecto matemdtico, una particula es un cuerpo cuyas dimensionoes se
aproximan a cero, por lo que puede analizarse como una masa puntual. Fre-
cuentemente se toma una particula como elemento diferencial de un cuerpo.
Y también cuando las dimensiones de un cuerpo no influyen en la descripcién
de su movimiento, puede tratarse el cuerpo como si fuera una particula. En
otros casos, una particula podrd considerarse como un elemento diferencial de
un cuerpo.

Cuerpo rigido. Se conoce por cuerpo rigido el que no tiene deformacién
relativa entre sus partes. Es esta una condicién ideal, ya que todos los cuerpos
reales cambian de forma hasta cierto punto cuando se les somete a fuerzas.
Cuando dichos cambios de forma sean despreciables frente a las dimensiones
totales del cuerpo o frente a los cambios de posicién del cuerpo en su conjunto,
serd permisible la hipétesis de rigidez. Para un cuerpo rigido, pues, se despre-
ciard la diferencia de configuracién existente entre sus estados inicial y defor-
mado. Como ejemplo de la hipétesis de rigidez daremos el de un avién en vuelo
a través de aire turbulento: La punta del ala sufre un movimiento de unos
centimetros a causa de la flexién. Dicho movimiento no afecta a la distribu-
cién media de las fuerzas aerodinimicas en sus alas ni a la especificacién del
movimiento del avién en su conjunto a lo largo de su trayectoria de vuelo.
Para estas consideraciones, pues, el tratamiento del avién como cuerpo rigido
no ofrece complicacién alguna.

Cuerpo deformable. Cuando haya que examinar los efectos de las fuerzas
aplicadas exteriormente sobre las deformaciones y estuerzos internos, habra
que considerar las caracteristicas de la deformacién. Para este fin se considera
deformable el cuerpo. Las fuerzas internas inducidas por el movimiento de
flexién de las alas del avién, por ejemplo, son de importancia critica para el
proyecto estructural del avién el cual, para este fin, no podra tratarse como

cuerpo rigido.

3. Escalares y vectores. Las cantidades de las que se ocupa la Mecanica
son de dos tipos: escalares y vectoriales, Una cantidad escalar es la que tiene
asociada solamente una magnitud. Son ejemplos de escalares el tiempo, el volu-
men, la densidad, la celeridad @nédulo de la velocidad), la energia y la masa,
Una cantidad vectorial es la que tiene asociada, ademis de una magnitud, una
direccién y un sentido, y sigue la ley del paralelogramos de la adicion. Son
ejemplos de cantidades vectoriales el desplazamiento, la velocidad, la acelera-
cién, la fuerza, el momento y la cantidad de movimiento.

Las cantidades fisicas vectoriales pueden representarse por uno de los tres
tipos siguientes de vectores: libres, deslizantes o fijos.

Un vector libre es aquel cuya accién no estd confinada a una recta tunica.
Por ejemplo, si un cuerpo se mueve sin rotacién, el movimiento o desplazamien-
to de un punto cualquiera del cuerpo puede representarse como un vector y
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éste describird igualmente bien el movimiento de todo punto del cuerpo. Por
tanto, el desplazamiento de dicho cuerpo podrd representarse con un vector
libre.

" Vector deslizante es aquel para el cual hay que conservar una sola recta en
el espacio, a lo largo de la cual actdia la cantidad vectorial. Al considerar la ac-
cién exterior de una fuerza sobre un cuerpo rigido, la fuerza puede aplicarse en
un punto cualquiera a lo largo de su linea de accién sin que se altere el efecto
que produce sobre el cuerpo * y, por lo tanto, puede considerarse como vector
deslizante.

Vector fijo es aquel para el cual se especifica un punto tnico de aplicacién
y, por lo tanto, el vector ocupa una posicion fija en el espacio. La accién de una
fuerza sobre un cuerpo no rigido debe especificarse con un vector fijo situado
en el punto de aplicacién de la fuerza. En este caso, las fuerzas y movimientos
internos del cuerpo serin una funcién del punto de aplicacién de la fuerza, asi
como de su linea de accién e intensidad.

Una cantidad vectorial V se representa por un segmento rectilineo, figura 1,
que tenga la direccién y sentido de la cantidad vectorial, sefialando este tltimo
con una punta de flecha. La longitud del segmento orientado representa, a una
escala conveniente, la magnitud |V| del vector y se escribe en letra cursiva V.
Las letras negritas se emplean para representar las cantidades vectoriales cuando
el aspecto direccional del vector sea una parte de su representacién. Al escribir
ecuaciones vectoriales es importante conservar la distincién matematica entre
vectores y escalares. Se recomienda que en todo el trabajo manuscrito se emplee
una marca distintiva para cada cantidad vectorial, por ejemplo, subrayando con
una linea ondulada la letra representativa del vector, con el fin de que en la
imprenta utilicen el tipo de letra negrita o con una flecha sobre el simoblo V'
para que haga las veces del tipo de letra negrita. La direccién del vector V
puede medirse por un 4ngulo § tomado a partir de una direcciéon conocida de
referencia. El opuesto de V es un vector — V dirigido en sentido opuesto al
de V segin se indica.

Ademés de poseer las propiedades de magnitud, direccién y sentido, los
vectores deben obedecer también a la ley de combinacién del paralelogramo.
Dicha ley exige que dos vectores V; y V,, tratados como vectores libres (fig. 2a),
pueden sustituirse por su equivalente V que es la diagonal del paralelogramo
que tiene por lados V; y V,, tal como se indica en la figura 2b. Esta combi-
nacién o suma vectorial se representa por la ecuacion vectorial

V=V, 4V,

donde el signo mas, utilizado con las cantidades vectoriales (letras negritas),
significa adicién vectorial y no escalar. La suma escalar de los modulos o mag-

* Este es el llamado principio de transmisibilidad que se estudia en el apartado
9 del capitulo 2.
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nitudes de los dos vectores se escribe de la manera usual V, 4+ V, y de la
geometria del paralelogramo resulta inmediato que V #V, + V..

Los dos vectores V; y V,, tratados de nuevo como vectores libres, pueden
sumarse también colocando el origen de uno en el extremo del otro por la ley
del tridngulo, como se indica en la figura 2c, obteniéndose la misma suma
vectorial V. En el diagrama se ve que el orden de adicién de los vectores no
altera la suma, por lo que Vi +V, =V, V,.

La diferencia V, — V, entre los dos vectores se obtiene facilmente suman-
do —V: a V; como se indica en la figura 3, pudiéndose utilizar indistinta-
mente el método del paralelogramo o el del tridngulo. La diferencia V' entre
los dos vectores se expresa mediante la ecuacion vectorial

V=V,—-V,

donde el signo menos denota sustraccién vectorial.

V.
/ 2 y
A
Vi Vi Vi
(a) (2] (c)
Figura 1 Figura 2

P

P

Dos o mas vectores cualesquiera cuya suma sea igual a un cierto vector V
se dice que son los componentes de dicho vector. Luego los vectores V; y V, de
la figura 4a son los componentes de V en las direcciones 1 y 2, respectivamente.
Corrientemente es preferible tratar con componentes que sean mutuamente per-
pendiculares, a los que se da el nombre de componentes rectangulares. Los vec-
tores V, y V, de la figura 4b son, respectivamente, los componentes x e y de V,
e igualmente, en la figura 4¢, V,, y V. son los componentes «’, y* de V.

Al emplear componentes rectangulares, la direccién del vector respecto al eje x,
por ejemplo, estd especificada claramente por
6 = tan™1 %’i .
z

En algunos problemas, especialmente en los tridimensionales, es convenien-
te expresar las componentes rectangulares de V en funcién de los vectores uni-
tarios i, J, k, segn las direcciones x, y, z, respectivamente los cuales tienen
magnitud unidad. La suma * vectorial de los componentes se escribe de la ma-
nera siguiente:

V =iV, +jv, + kV..
* Véase la figura Bl, Apéndice B.
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Vi Vi
-V,
\'4 =-V2
v

Figura 3

2 y
/ v o
/ 1
TV TR
(a) (d) (c)

Figura 4

Si son I, m, n, los cosenos directores de V respecto a los ejes x, y, z, se ve que
los componentes tienen las magnitudes

VxZIV, Vy:mV, Vz:nV

con Vi= V2 4+ V2 + Vit

Obsérvese también que I* 4 m* 4 n® = 1.

4. Leyes de Newton. Sir Isaac NEwton fue el primero en enunciar
correctamente los principios fundamentales que rigen el movimiento de una par-
ticula y en demostrar su validez.* Modificando ligeramente su enunciado origi-
nal, dichas leyes dicen:

Primera. Una particula sobre la cual no acttie ninguna fuerza que no esté
equilibrada, o permanece en reposo o sigue un movimiento rectilineo uniforme.

Segunda. La aceleracién de una particula es proporcional a la fuerza resul-
tante que actda sobre ella y tiene la direccién y sentido de dicha fuerza.**

Tercera. Cuando un cuerpo ejerce una fuerza, llamada accidn, sobre otro,
éste a su vez, ejerce sobre el primero otra fuerza llamada reaccién, de igual
moédulo y direccién, pero de sentido contrario.

La validez de estas leyes se ha comprobado experimentalmente de muchas
y muy precisas maneras. La segunda ley de Newton constituye la base de la ma-

# Los enunciados originales de NEwTton pueden verse en la traduccién de sus
Principia (1687), revisados por F. Cajori, University of California Press, 1934.

*2 Algunos prefieren interpretar la segunda ley de Newton como significando
que la fuerza resultante que acta sobre una particula es proporcional a la variacion
en unidad de tiempo de su cantidad de movimiento, y esta variacién tiene la direccién
de la fuerza. Ambos enunciados son correctos.
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yoria de los anélisis de la Dindmica. Aplicindola a una particula de masa m pue-
de escribirse en la forma

> F = ma, (1)

donde F es la fuerza resultante que actta sobre la particula y a es la aceleracién
resultante. Esta ecuacién es vectorial, ya que la direccion y sentido de F son los
mismos que los de a, ademas de ser iguales los médulos de F y ma. La primera
ley de Newton contiene el principio del equilibrio de las fuerzas, que es la cues-
tién primordial de la Estitica. En realidad, esta ley es consecuencia de la se-
gunda, ya que no habré aceleracién cuando la fuerza sea nula, y la particula de-
ber4 estar en reposo 0 moverse con velocidad constante, La primera ley no aporta
nada nuevo a la descripcién del movimiento, si bien se incluye debido a que
formaba parte de los enunciados clasicos de Newton.

La tercera ley es fundamental para nuestro conocimiento de las fuerzas. Es-
tablece que las fuerzas aparecen siempre por parejas de fuerzas iguales y opues-
tas. Asi, la fuerza ejercida hacia abajo por el lapiz sobre la mesa, esta acompaifia-
da de otra fuerza igual y hacia arriba, ejercida por la mesa sobre el lapiz. Este
principio es valido para todas las fuerzas, constantes o variables, independiente-
mente del sistema que la ejerza, y se cumple en todo instante durante el tiempo
en que estén aplicadas las fuerzas. La falta de cuidado en la aplicacién de esta
ley origina frecuentes errores al principiante. Al estudiar cuerpos sometidos a
fuerzas es absolutamente necesario ver claramente cual de las dos fuerzas de la
pareja se estd considerando. Antes que nada es necesario aislar el cuerpo en
cuestién y luego considerar solamente la fuerza de la pareja que acta sobre el
cuerpo considerado.

A través de los afios se han venido empleando distintos sistemas de unida-
des para expresar los valores de ciertas cantidades que intervienen en mecénica
y en otros campos. Desde hace poco se ha adoptado practicamente en todo el
mundo el Sistema Internacional de Unidades, abreviadamente SI, para todos
los trabajos cientificos y de ingenieria; principalmente Inglaterra y aquellos
otros paises que no seguian el sistema métrico.

En la tabla siguiente se resumen las unidades SI que forman la base para
los calculos de mecéanica.

Sistema Internacional de Unidades

Cantidad Stmbolo dimensional Moédulo SI y simbolo
Longitud L metro (m)
Tiempo T segundo (s)

Masa M kilogramo (kg)
Fuerza F newton (N)
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Se toma el kilogramo (1000 g) y no el gramo (g) como unidad de masa.
Las primeras tres cantidades son las unidades basicas del SI, y la cuarta, o sea
la fuerza, es unidad deducida de las anteriores aplicando la segund ley de
Newton. Por definicién, un newton es la fuerza que imprime a una masa de un
kilogramo una aceleracién de un metro por segundo cuadrado. Asi pues, de
F = ma, la equivalencia entre unidades es:

(I N) = (1 kg) (1 m/s?) o N = kg m/s?

(@) Prefijos de las unidades, Los valores numéricos deben conservarse

entre 0,1 y 1000. Los prefijos mas usados son:

Cantidad Muiltiplo Prefijo Simbolo
1 000 000 000 10° giga G
1000 000 10¢ mega M
1000 108 kilo k
0,001 1073 mili m
0,000 001 10-¢ micro M
0,000 000 001 10~ nano n

Por ejemplo, una longitud de 4245 m se expresa por 4,245 km; una masa
de 0,0326 kg, por 32,6 g y una fuerza de 0,0068 N por 6,8 mN.

(b) Denominacién de las unidades. Para evitar confusiones, las unidades
que se multiplican se enlazan por el punto de la multiplicacién o por un guién.
Por ejemplo, la unidad del momento de una fuerza, metro-newton, se indica
por m- N para distinguir de mN que significa milinewton, Igualmente, cuando
se forman unidades por cociente, como por ejemplo la aceleracion, se expresara
por m/s? o por m.-s” y no por la forma ambigua m/s/s.

(¢) Grupos de ntmeros. En lugar de la puntuacién para marcar las uni-
dades de millar, de millén, etc., se emplea ahora el espaciado. Por ejemplo, el
ntmero 4 607 321,048 72. Obsérvese que el espaciado se emplea lo mismo en
la parte entera como en la parte decimal. En los ntimeros de cuatro cifras sola-
mente, no hace falta el espaciado, como por ejemplo 4296.

Nota: Ademés de las unidades del SI, por lo mucho que se emplea en
Fisica, se dard en muchos de los problemas y ejercicios el kilopond como unidad
de fuerza en lugar del newton., Tomando como valor de la gravedad 9,81 m - s,
un kilopond equivale a 9,81 newton.

" 5. Ley de la gravitacion. Ademis de formular las leyes del movimiento
de una particula, también se debe a NEwron el enunciado de la ley que rige la
atraccién mutua entre cuerpos. Esta ley, conocida con el nombre de ley de la
gravitacion, viene expresada por la ecuacion,

mymsg

> | F=K20, @
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donde F es la fuerza mutua de atraccién entre las dos particulas,

K es una constante universal llamada constante de la gravitacién,

my, my son las masas de las dos particulas,

r es la distancia entre los centros de las particulas.
Las fuerzas mutuas F cumplen con la ley de la accién y la reaccién, ya que son
iguales y opuestas, y estin dirigidas a lo largo de la recta que une los centros de
las particulas. Experimentalmente se ha obtenido para K el valor K = 6,673 X
X 107 m 3/(kg - s ?). Entre todo par de cuerpos se ejercen fuerzas gravitatorias.
En la superficie terrestre la unica fuerza gravitatoria de magnitud apreciable es la
fuerza debida a la atraccién de la Tierra. Asi, por ejemplo, dos esferas de hierro
de 100 mm de didmetro son atraidos por la Tierra con una fuerza de 37,9 N
cada wna. La fuerza de atraccion mutua entre ellas cuando estén tangentes es
0,000 000 099 N. Evidentemente, esta fuerza es completamente despreciable frente
a la atraccion terrestre y, por tanto, la atraccién terrestre serd la unica fuerza
gravitatoria de cierta magnitud que habrd que considerar en los experimentos
realizados en la superficie terrestre.

El peso de un cuerpo es la fuerza con que la Tierra-atrae al cuerpo y de-

pende de la posicién de éste respecto a la Tierra. Si la Tierra se considera como
una esfera perfecta de igual volumen, un cuerpo con una masa de 1 kg exacta-
mente seria atraido por la Tierra con una fuerza de 9,824 N en la superficie,
9,821 a una altura de 1 km, 9,523 a una altura de 100 km, 7,340 a 1000 km y
de 2,456 N a una altura igual al radio medio de la Tierra, de 6371 km. Se ve,
pues, en seguida, que habrd que tener en cuenta la variacién de peso de los
cohetes y de las naves espaciales para grandes altitudes.
A la atraccién gravitatoria de la Tierra sobre un cuerpo se le llama “peso”
del cuerpo. Esta fuerza existe tanto si el cuerpo esti en reposo como si estd en
movimiento. Puesto que en sentido estricto esa atraccién es una fuerza, el peso
de un cuerpo deberia expresarse en newtons (N) segin el SI de unidades.

Todos los cuerpos que se dejen caer en el vacio desde un mismo punto situa-
do sobre la superficie terrestre, tendran la misma aceleracién g, segin puede
verse combinando las ecuaciones 1y 2 y suprimiendo el factor (comin a ambos
miembros) representativo de la masa del objeto que cae. Se tiene, asi

K‘ITIo

1-2
donde my es la masa de la Tierra y r el radio terrestre.”* La masa mq y el radio
medio r de la Tierra han sido medidos experimentalmente, resultando ser 5,98 X
X 10 g y 6,37 X 10° m, respectivamente. Estos valores, junto con el valor
de K antes citado, dan, al sustituirlos en la expresién de g,

g = 9,824 m/s?
* Puede demostrarse que, para estos efectos, se puede considerar la Tierra como
una particula situada en su centro y que tenga toda la masa terrestre concentrada
en ella.
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La determinacion precisa de la aceleracién de la gravedad media respecto a
la Tierra debe tener en cuenta el hecho de que la Tierra es un esferoide achata-
do por los polos y que gira en torno a su eje. El valor de g en la superficie terres-
tre ha resultado ser igual a 9,78 m/s? en el Ecuador, 9,81 m/s? a 45° de la-
titud y al nivel del mar, y 9,83 m/s*> en los polos. La proximidad de grandes
masas montafosas afectard también al valor local de g en una fraccién pequeiia,
pero detectable. En casi todos los célculos técnicos para experimentos en la
superficie terrestre o proximos a ella suele ser suficientemente preciso emplear
el valor de 9,81 m/s* para g.

La masa m de un cuerpo se puede calcular a partir de los resultados del
simple experimento gravitatorio. Si la fuerza gravitatoria o peso es P, entonces,
como el cuerpo cae con una aceleracién g, la ecuacién 1 da

> =mg O sea m:%. (3)

viniendo P en newtons (N), si m = kg y g = m/s®

6. Precision, limites y aproximaciones. El ntimero de cifras significa-
tivas que se consignen en un resultado no debe ser mayor que el que correspon-
da al minimo ntimero de cifras significativas de los datos. Asi, el 4rea de la sec-
cién recta de un eje cuyo didmetro de 25 mm sc¢ midié con la aproximacién de
medio milimetro, deber4 escribirse igual a 490 mm* y no 490,87 mm? como re-
sultaria al multiplicar los nimeros.

Cuando los célculos conduzcan a pequefias diferencias entre cantidades
grandes, deber4 lograrse una precisién lo mayor posible. Asi, sera necesario co-
nocer los nimeros 4,2503 y 4,2391 con una precisién de cinco cifras significativas
a fin de poder dar su diferencia 0,0112 con una precisién'de tres cifras significa-
tivas. En algunos cdlculos largos suele ser dificil saber al principio el nimero de
cifras significativas que deben tener los datos originales para asegurar una cierta
precisién en la respuesta.

 La precisién de tres cifras significativas se considera satisfactoria para la
mayorfa de los calculos técnicos. La coma decimal debe colocarse en todas las
cifras obtenidas, lo cual constituye una comprobacién del error cometido.

El orden de las cantidades infinitesimales suele ocasionar confusién a los
estudiantes que aplican por primera vez el cdlculo diferencial. Los infinitésimos
de orden superior se pueden siempre despreciar frente a los de orden inferior.
Por ejemplo, el elemento de volumen AV de un cono recto de revolucién de al-
tura h y base de radio r puede considerarse como una rebanada circular situada

“a una distancia x del vértice y de espesor Ax. Puede verificarse que la expresién
completa del volumen del elemento se puede escribir en la forma

\ .
AV = %{xz Ax + x (Ax)Z + 4 (Ax)3].
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Puede verse que, al pasar al limite yendo de AV a dV y de Ax a dx, los térmi-
nos en los que figuran (Ax)? y (Ax)* desaparecen, quedando simplemente

dv = —7;%22362 dx,

que es una expresion exacta.
Al emplear funciones trigonométricas de cantidades infinitesimales conviene
llamar la atencién acerca-de las siguientes relaciones que son ciertas en el limite:

sendf = 1g df = ds,
cosdd = 1.

El 4ngulo d@ se supone medido en radianes. Al tratar de dngulos pequefios aun-
que finitos suele ser conveniente sustituir el seno por la tangente o una de dichas
funciones por el propio dngulo. Estas aproximaciones, sen § =0 y tg § = 0, equi-
valen a conservar solamente el primer término del desarrollo en serie del seno
y de la tangente. Si se desea una aproximacién mayor habri que conservar los
dos primeros términos, con lo que se tendrd sen @ =0 —0°/6 y tg 0 = 0 4- 0%/3.
Como ejemplo de primera aproximacién para el dngulo de 1°

sen1° = 0,0174524 y 1° es 0,0174533 radianes.

El error al sustituir el seno por el 4ngulo, en el caso de 1° es solamente de
0,005 %. Para 5° el error es del 0,13 %, y para 10° el error es solamente del 0,51 %.
Anélogamente, para dngulos pequerios el coseno podréa expresarse aproximada-
mente por los dos primeros términos de su desarrollo en serie,lo que da cos 0
=1-—0%/2.

En la tabla C3 del apéndice C pueden verse algunas relaciones matemati-
cas utiles en Mecénica. :

7. Descripcion de los problemas de Estatica. El estudio de la Estati-
ca est dirigido hacia la descripcién cuantitativa de fuerzas que se ejercen sobre
estructuras de ingenierfa. Las matemAticas establecen las relaciones entre las
diversas cantidades que intervienen y permiten predecir, a partir de estas rela-
ciones, los efectos que se producen. El estudiante debe reconocer la necesidad
de un proceso dual de pensamiento. Debe pensar con arreglo a la situacién fisi-
ca y también de acuerdo con la descripcién matematica correspondiente. El estu-
dio de todo problema requerir4 la transicién repetida del pensamiento del punto
de vista fisico al punto de vista matemitico. No hay duda de que las mayores
dificultades que encuentran los estudiantes en Mecanica, es la falta de capacidad
para realizar esta transicién libremente, vinculando estos dos procesos mentales.
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El estudiante deber4 realizar un gran esfuerzo para vincular cada concepto fisi-
co con su correspondiente expresion matematica. Deberd reconocer que la for-
mulacién matematica de un preblema fisico representa un modelo o descripcion
limite ideal que se aproxima, pero nunca alcanza por completo, a la situacién
fisica real.

Al construir el modelo matematico idealizado para un problema técnico
dado, siempre se harén ciertas aproximaciones. Algunas de éstas seran de indole
matematica y otras de indole fisica. Por ejemplo, suele ser preciso despreciar dis-
tancias, 4ngulos o fuerzas que sean pequenas, frente a otras distancias, angulos
o fuerzas mucho mayores. Una fuerza que, en realidad, se halle distribuida sobre
una pequefia superficie del cuerpo sobre el que actiia puede considerarse como
fuerza concentrada si las dimensiones de la superficie en cuestion son pequefias
frente a otras dimensiones pertinentes. El peso de un cable de acero por metro
de longitud puede despreciarse si la tensién del cable es varias veces mayor que
su peso total, mientras que el peso del cable no podréa despreciarse si el problema
pide la determinacién de la tlecha del cable suspendido, debida a su peso. Asi
pues, las hipétesis que se hagan dependen de qué informacién se desee y de la
precisién exigida. El estudiante debera estar constantemente atento a las diversas
hipétesis que se hagan para la formulacién de los problemas reales, segin un
modelo matematico. La habilidad de comprender y utilizar las hipétesis apro-
piadas en la formulacién y solucién de problemas técnicos es, ciertamente, una
de las caracteristicas més importantes de un buen ingeniero. Uno de los princi-
pales fines de este libro es proporcionar un maximo de oportunidades para de-
sarrollar esta habilidad mediante la presentacién de muchos problemas practicos.

Las graficas constituyen también un medio importante de descripcién en
Mecénica y son utiles en tres aspectos. Primero, permiten la representaciéon de un
sistema fisico sobre un papel mediante un esquema o diagrama. La representa-
cién geométrica es vital para la interpretacién fisica y ayuda en gran manera a
visualizar los aspectos tridimensionales de muchos problemas. Segundo, las gra-
ficas ofrecen a menudo un medio para resolver relaciones fisicas sin recurrir a
una solucién algebraica. Las soluciones gréficas no solamente proporcionan me-
dios practicos para obtener los resultados, sino que también ayudan mucho a
realizar la transicion del pensamiento entre la situacién fisica y la expresién ma-
teméatica, pues ambas estin representadas simultineamente. Un tercer empleo
de las graficas es la representacién de resultados sobre diagramas o curvas que
constituyen una ayuda de valor incalculable para la interpretacién.

Como ocurre con todos los problemas técnicos, es esencial un método de
ataque eficaz para los problemas de Estatica. El desarrollo de la habilidad para
formular problemas y representar sus soluciones constituira un haber valiosisimo.
Cada solucién debera seguir un orden légico de pasos que llevaran de la hipéte-
sis a la conclusién y su representacién deber4 incluir una exposicién clara de
las partes siguientes, identificando cada una de ellas de manera que no deje
lugar a dudas:
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1. Datos conocidos.

2. Resultados buscados.
3. Diagramas necesarios.
4. Calculos.

5. Respuestas y conclusiones.

Ademds convendra incorporar una serie de comprobaciones de los calculos
en puntos intermedios del proceso de solucién. Debe observarse si son o no razo-
nables las magnitudes numéricas y comprobar frecuentemente la precisién y
homogeneidad dimensional de los términos. También es importante que la dis-
tribucién del trabajo sea limpia y ordenada. Las soluciones descuidadas que no
puedan ser leidas facilmente por los demis, carecen de valor o tienen muy poco.
La disciplina inherente a una buena presentacion serd en si misma una ayuda
inestimable para el desarrollo de las capacidades para formular y analizar. Mu-
chos problemas que en un principio parecen dificiles y complicados se hacen
claros y faciles una vez se han abordado con un método légico y disciplinado.

La Estatica se basa en un niimero sorprendentemente reducido de concep-
tos fundamentales e implica, principalmente, la aplicacién de estas relaciones
fundamentales a una diversidad de situaciones. En esta aplicacién, el método de
analisis es de importancia primordial. Al resolver un problema es esencial que
las leyes que se apliquen se retengan bien en la mente y que esos principios se
apliquen literal y exactamente. Al aplicar los principios que definen los requisitos
para fuerzas que actGan sobre un cuerpo, es esencial que el cuerpo en cuestion
esté aislado de los demés cuerpos, con lo que se podrd hacer una relacién com-
pleta y precisa de todas las fuerzas que actian sobre el cuerpo. Este aislamiento
existird en nuestra mente y sobre el papel. El dibujo de dicho cuerpo aislado con
la representacién de todas las fuerzas exteriores que acthan sobre él recibe el
nombre de diagrama del cuerpo libre. Desde hace tiempo se ha establecido que
el método del diagrama del cuerpo libre es la clave de la comprensién de la
Mecénica. Asi ocurre debido a que el aislamiento de un cuerpo es la herramien-
ta con la que se separa claramente la causa del efecto y con la que se fija, en
forma precisa, la atencién sobre la aplicacién literal de un principio. En el ca-
pitulo 3 se tratari de la técnica de dibujar diagramas para solidos libres.

Al aplicar leyes de la Estatica a la resolucién de un problema, se pueden
emplear directamente valores numéricos de las cantidades al ir en busca de la
solucién. Por otra parte, pueden utilizarse simbolos algebraicos para represen-
tar las cantidades que intervienen y dejar la respuesta en forma de férmula. En
el primer procedimiento, en cada etapa del cilculo queda en evidencia la mag-
nitud de todas las cantidades expresadas en sus unidades particulares. Esto suele
ser una ventaja cuando se valore el significado practico de la magnitud de los
términos. El segundo método, o solucién simbélica, tiene varias ventajas sobre la
solucién numérica. En primer lugar, la abreviatura lograda con la utilizacién de
simbolos ayuda a concentrar la atencién sobre la interconexién entre la situacién
fisica y la descripcién matematica a ella relacionada. En segundo lugar, una
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solucién simbélica permite una comprobacién dimensional que puede realizarse
a cada paso, mientras que cuando se utilizan valores numéricos no puede com-
probarse la homogeneidad dimensional. Tercero, una solucién simbélica puede
ser usada repetidamente para obtener respuestas al mismo problema cuando
diferentes juegos y tamafios de unidades son usados. Facilidad en ambas formas
de solucién es esencial, y mucha practica con cada una de ellas deberd ser
conseguida en el trabajo de problemas.

El alumno encontrara que las soluciones de los problemas de Estatica pue-
den hallarse de una de las tres maneras siguientes. Primera, puede utilizarse una
solucién matematica directa por célculo a mano en la que los resultados apare-
cerdn o como simbolos algebraicos o como resultados numéricos. La mayoria
de los problemas caen en esta categoria. Segunda, ciertos problemas se tratan
facilmente mediante soluciones graficas. Tercera, la moderna calculadora digital
es de utilidad especial cuando intervienen en forma numérica un gran nimero
de ecuaciones o de datos repetidos. El alumno que tenga acceso a una calcula-
dora digital puede intentar resolver algunos de sus problemas por este método.
No obstante, con el fin de reducir el tiempo de célculo en la elaboracion del
problema, los datos de la mayoria de los problemas se dan por nimeros sencillos. -
La eleccién del método de solucion mas expeditivo constituye un aspecto im-
portante de la experiencia a ganar con la resolucién de problemas.
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8. Introduccion. En este capitulo y en los siguientes examinaremos los
efectos y propiedades de diversos tipcs de fuerzas al ejercerse sobre estructuras
y mecanismos de ingenieria. La experiencia adquirida mediante este examen
resultara ser de utilizacién fundamental en el estudio de la Mecénica y en el
de otros temas tales como el analisis de los esfuerzos, disefio de elementos de
méquinas y movimiento de fluidos. Dentro del tema de la Estatica en si, en este
capitulo echamos los cimientos para el conocimiento basico del tema y se esti-
mula al alumno para que domine por completo dicha materia.

9. Fuerza. Antes de enfrentarncs con un grupo o sistema de fuerzas con-
vendr4d examinar las propiedades de una sola fuerza con cierto detalle. Se ha
definido la fuerza como la accién que ejerce un cuerpo sobre otro. Es evidente
que la fuerza es una cantidad vectorial, ya que su efecto depende de la direccién
y sentido de la accién tanto como de su magnitud. Ademas, es necesario saber
dénde actta. La accién de la tension P del cable sobre el soporte de la figura 5a,
se ha representado en la figura 5b mediante el vector fuerza P. El efecto de esta
acci6n sobre el soporte dependera de la magnitud de P, del 4ngulo 0 y de la si-
tuacién del punto de aplicacién A. Variando cualquiera de estos tres elementos

Figura 5

15



16 Sistemas de fuerza

se alterara el efecto sobre el soporte, cosa que podria percibirse, por ejemplo,
mediante la fuerza que se ejerce sobre uno de los roblones que fijan el soporte
a la base o mediante la deformacién del material del soporte en un punto cual-
quiera. Se ve, por tanto, que la especificacién completa de una fuerza exige el
conocimiento de su magnitud, direccion y punto de aplicacion.

La fuerza se aplica por contacto mecénico directo o por accién a distancia.
Las fuerzas eléctricas y gravitatorias son dos ejemplos de fuerzas aplicadas por
accién a distancia. Las demds fuerzas se aplican por contacto fisico directo.

La accién de una fuerza sobre un cuerpo puede descomponerse en dos efec-
tos, exterior e interior. Para el soporte de la figura 5, los efectos exteriores de P al
soporte son las reacciones o fuerzas ejercidas (no representadas) sobre el soporte
por los cimientos y los pernos a consecuencia de la accién de P. Las fuerzas
exteriores a un cuerpo son, pues, de dos clases: las fueizas aplicadas o activas
y las fuerzas reactivas. Los efectos interiores de P al soporte son los movimien-
tos internos resultantes y las fuerzas distribuidas por todo el material del so-
porte. La relacién entre las fuerzas internas y los movimientos internos exige
tener en cuenta las propiedades materiales del cuerpo y se estudia en los
tratados de resistencia de materiales, elasticidad y plasticidad.

Al estudiar la mecénica de los cuerpos rigidos, en donde solamente se tienen
en cuenta los efectos exteriores de las fuerzas, la experiencia nos indica que no
es necesario restringir a un punto dado la accién de una fuerza aplicada. As, la
fuerza P que actiia sobre el soporte rigido de la figura 6 puede considerarse apli-
cada en A 0 en B o en cualquier punto de su linea de accién, con lo que no
cambiard el efecto exterior total de P sobre el soporte. Los efectos exteriores
son la fuerza ejercida sobre el soporte por el punto de sujecién O y la fuerza
ejercida sobre el soporte por el rodillo de apoyo en C. Esta situacién viene des-
crita por el principio de la transmisibilidad, que se enuncia diciendo que una
fuerza puede considerarse aplicada a un punto cualquiera de su linea de accién
sin que se alteren los efectos exteriores al cuerpo rigido de la fuerza que sobre
él actia. Cuando se consideran solamente los efectos externos resultantes de
una fuerza, ésta se puede considerar como vector deslizante y es entonces ne-
cesario y suficiente especificar el mddulo, el sentido y la linea de accién de la
fuerza. Como en este libro se estudia esencialmente la mecénica de los cuerpos
rigidos, casi todas las fuerzas se consideraran vectores deslizantes respecto al
cuerpo rigido sobre el cual acttan.

Las fuerzas pueden estar concentradas o distribuidas. En realidad, toda fuer-
za de contacto se halla aplicada a una superficie de 4rea finita y, por tanto, esta
distribuida. Cuando las dimensiones del area sean despreciables frente a las
otras dimensiones del cuerpo, se podrd considerar la fuerza como concentrada
en un punto. La fuerza puede estar distribuida sobre una superficie, como en el
caso del contacto mecénico, o puede estar distribuida por un volumen, como
cuando acttia una fuerza gravitatoria o magnética. E1 “peso” de un cuerpo es la
fuerza de la gravedad distribuida por su volumen y se puede también considerar
como fuerza concentrada aplicada al centro de gravedad. La posicién del centro
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Figura 6

de gravedad puede determinarse, en ocasiones mediante consideraciones acerca
de la simetria del cuerpo. Si la posicion no queda clara, serd preciso realizar
un calculo, que se explicara en el capitulo 5, para localizar el centro de gravedad.

Una fuerza se puede medir por comparacién con otras fuerzas conocidas,
logrando el equilibrio mecénico, o por deformacién calibrada de un resorte
elastico. Todas estas comparaciones o calibraciones tienen como base un patrén
primario. La unidad patrén de fuerza es el newton (N), definida ya en el apar-
tado 4. Por la ecuacién 3 se ve que una masa de 1 kg suspendida de un resorte
permanece en reposo, ejerciendo en dicho resorte una tensién de 1 (g). El alar-
gamiento § del resorte es, por tanto, una medida de g newtons de fuerza. Se
desprende, pues, que un newton viene dado por una deformacién §/g. Por
ejemplo, si un muelle se alarga 123 mm al estar en reposo una masa de 3 kg
que se haya suspendido de €1, en un lugar en el que el valor de g es de 9,81 m/s?,
entonces la deformacién del resorte correspondiente a 1 N de fuerza resulta ser
123/3-9,81 = 4,18 mm por newton. Por tanto, esta medicién permitiria cali-
brar el resorte para temer un instrumento que midiera la fuerza en newtons.

Debe tenerse cuidado al observar la caracteristica de la fuerza que expresa
la tercera ley de Newton. La accién de una fuerza va siempre acompaiiada de
una reaccién igual y opuesta. Es esencial ver claramente qué fuerza de esta pa-
reja es la que se considera, La respuesta queda siempre clara si se dgisla el cuerpo
en cuestién y se representa la fuerza ejercida sobre el cuerpo (no la ejercida por
él). Es muy facil equivocarse y considerar la fuerza de la pareja que no se debe
utilizar, a menos que se establezca una distincién precisa entre toda accién y su
reaccion.

Dos fuerzas concurrentes F, y F» que actlan sobre un mismo plano se
pueden sumar mediante la regla del paralelogramo para obtener su suma o
resultante R segin se indica en la figura 7a. Si las dos fuerzas son coplanarias,
pero estén aplicadas a dos puntos diferentes, como en la figura 7b, por el prin-
cipio de transmisibilidad se pueden deslizar a lo largo de sus lineas de accién
y obtener su suma R en el punto de concurso. La resultante R podra sustituir
a F, y F; sin alterar los efectos exteriores ejercidos sobre el cuerpo. También
podra utilizarse la regla del tridngulo para obtener R, pero ello exige el des-
plazamiento de la linea de accién de una de las fuerzas en la forma indicada
en la figura 7c. En la figura 7d se han sumado las mismas fuerzas, y aun cuando
se obtienen el médulo y direccién correctos de R, se ha perdido su linea de
accién, puesto que R no pasa ya por A, Por tanto, se debe evitar este tipo de
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Figura 7

consiruccién. La suma de las dos fuerzas puede escribirse matematicamente
mediante la ecuacién vectorial

R=F, +F..

Ademés de ser necesario combinar fuerzas para obtener su resultante,
a menudo es preciso sustituir una fuerza por sus componentes que actien en
dos direcciones especificadas. Asi, la fuerza R de la figura 7a puede sustituirse
o descomponerse en dos componentes F; y F, que tengan dichas direcciones
especificadas sin més que completar el paralelogramo en la forma que se in-
dica para obtener las magnitudes de F, y Fo.

En la figura 8 se presenta el caso particular de adicién de dos fuerzas pa-
ralelas F, y F». Pueden combinarse sumando primeramente dos fuerzas opues-
tas, de igual recta soporte, F y —F de magnitud conveniente (la misma para
ambas) que tomadas juntas no ocasionarin ningun efecto exterior sobre el cuer-
po. Sumando F, y F y combinando con la suma de F; y —F, se tiene la resul-
tante R correcta en magnitud, direccién, sentido y linea de accién. Este proce-
dimiento también resulta til para obtener una combinacién grifica de dos fuer-
zas que sean casi paralelas y en consecuencia tengan un punto de concurso
muy lejano.

Segtin el apartado 3 del capitulo 1, un vector fuerza F que se ejerza sobre

un punto O, figura 9, puede descomponerse en componentes rectangulares
F,, F,, F, donde
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Kigura 9
F, = Fcosf, F=\/F2+F2+ F2
B> Fy = Fcos0, F =iF, + jF, + kF, (4)

F,=Fcosl,, F =F(icosb,+ jcosl, + kcosd,).

Los vectores unitarios i, j, k estan dirigidos segin los sentidos positivos
de los ejes x, y, z, y la eleccién de la orientacién del sistema de coordenadas es
totalmente arbitraria, siendo la consideracién principal la de mayor convenien-
cia. En la representacién bidimensional se considera ausente una de las compo-
nentes, por ejemplo, la z, y la descomposmlon da

F, = Fcos 8, F, = Fsend,, tg 0 =£’1.
Fy

Para eliminar la ambigiiedad entre la representacién de una fuerza y sus
componentes, conviene representar las componentes mediante rectas de trazos
y la resultante con. trazo continuo (o al revés). Con este convenio quedaré siem-
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pre claro que se ha representado una sola fuerza y no varias fuerzas por se-
parado.

Las componentes rectangulares de una fuerza F (o de otro vector) también
pueden escribirse con ayuda de la operacién vectorial llamada producto es-
calar (para una introduccién al Analisis Vectorial véanse los apartados Bl, B2
y B3 del Apéndice B). Por definicién, el producto escalar de dos vectores
Py Q (fig. 10a) es el producto de sus médulos multiplicado por el coseno del
dngulo a que forman. Este producto puede considerarse como el resultado
de multiplicar la proyeccién (componente) Pcose de P en la direccién de
Q por Q, o bien el producto de la proyeccién (componente) Q cosa de Q so-
bre P por P. En uno y otro caso, el producto escalar de los dos vectores es una
cantidad escalar y se escribe en la forma P - Q = PQ cos a. Asi, por ejemplo,
la componente F, = F cosf, de la fuerza F de la figura 9 podré escribirse en
la forma F,=F - i donde i es el vector unitario o versor cegun la direccién «.

n términos mas generales, si es 8 un vector unitario seglin una direccién es-
pemﬁcada la componente de F en la direccién s (fig. 10b) tiene por magnitud
F,=TF -s. Si se quiere escribir el vector componente segin la direccién s en
forma de cantidad vectorial, deberd multiplicarse su médulo F - s por el ver-
sor s teniéndose entonces F, = (F - g)s, que puede escribirse, simplemente, en
la forma F,=F - ss.

Si s tiene por cosenos directores o, B, y y F tiene por cosenos directo-
res I, m, n respecto a los ejes de referencia x-y-z, la componente de F segin
la direccién de s serd

F;=F-.s = F@il + jm 4 kn) - (ia + jB + ky)
= F(la + mB + ny)

P F \
\ -F;=F-gs “

//// — ‘\ )
<\£‘\\\ et ;7(versor) ‘L( Wil
Te—— ’,,— :
Q \_(/F =F-8
(a) (d)

Figura 10
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Problemas tipo

2/1. La fuerza F de 100 N estd aplicada al soporte en la forma que se indica.
Determinar las comporientes rectangulares de F segin (1) las direcciones x e y;.(2) las
direcciones x” e y". Ademis (3) hallar las componentes de F segin las direcciones x” e y.

Solucién. Apartado (1). En la parte b de la figura pueden verse las componen-
tes x e y de F que son

F, = Fcos 8, = 100 cos 20° = 940 N
Fy, = Fcos 8, = 100 cos 70° = 342 N Resp.

Apartado (2). Las componentes x” e y’ de F son las proyecciones sobre estos ejes
segun se indica en la parte ¢ de la figura y son

Fy = Fcos 6, = 100 cos 50° = 64,3 N
Fy = Fcos 8, = 100 cos 40° = 76,6 N Resp.

Apartado (3). Las componentes de F segin las direcciones x” e y no son rectangu-
lares y se obtienen completando el paralelogramo en la forma indicada en la parte d
de la figura. Pueden calcularse dichas componentes aplicando el teorema del seno, lo
cual da

F, F 0,940
= o= 100 = 108,5N
sen 70°  sen 60° 0,866 )
F, F 0,766
= F,=- 100 = 88,5 N Resp.
sen 50°  sen 60° 0,866 -
N
N
20K
P
y
|
|
F.

20°

)

Problema 2/1

™~
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e
2/%. En el origen O del sistema de ejes x-y-z que se indica se aplica una fuer-
za F = 100 N. La recta soporte de F pasa por un punto A cuyas coordenadas son
3m, 4 m y 5 m. Determinar (a) las componentes x, y, z de F, (b) la proyeccién de
F' sobre el plano x-y, y (¢) la componente F; de F segin la recta O-s que pasa por
el punto B que se indica.
Solucién. Apartado (a). Los cosenos directores de F son

-3 _ 4 _ _ 5 _
[ = T 0,424 m= O = 0,566 n= T = 0,707
donde la diagonal al punto A tiene por longitud /3% ¥ 42 52 = /30 = 7,071 m.
Las componentes resultan ser

F, = Fl = 100(0,424) = 42,4 N
F, = Fm = 100(0,566) = 56,6 N
F, = Fn = 100(0,707) = 70,7 N Resp.

Apartado (b). El coseno del 4ngulo 6,, que forma F con el plano x-y es

2 2 i, .
sty =Y EE 007

: Y ¢
con lo que F,, = F cos 6,, = 100(0,707) = 70,7 N . Resp.
Apartado (¢). Los cosenos directores de un versor s dirigido segin O-s son
a=f=—uO 0688 y=-—=I =029

V62 + 62 + 22 V= V62 + 62 & 22
Luego, la componente de F segin O-s resulta ser
F,=F - § = 100(0,424i + 0,566j + 0,707k) - (0,688i + 0,688j + 0,229k)
= 100 [(0,424) (0,688) + (0,566) (0,688) -+ (0,707) (0,229)]
=843 N : Resp.

-
=

e

Pl

Problema 2/2
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Problewas

2/3. Calcular las componentes x e
y de la tensién del cable T = 15kN
indicada que se ejerce sobre la viga
en A.

Resp. T, = — 12 kN, T,= 9kN

2/4. El miembro estructural A esti
sometido a una carga tensora de
15kN. Determinar las componentes
x e y de esta fuerza.

Resp. F, = 2,60 kN,
F,= —1477kN

2/5. La fuerza de contacto entre el
seguidor de leva y la leva circular
lisa es normal a la superficie de ésta
y esta limitada en magnitud a F para
8 = n/2. Escribir, para esta posicién,
la expresién de la componente F’ de
la fuerza segin el eje del seguidor.
Hay que conocer esta componente
para disefiar adecuadamente el re-
sorte.”

Problema 2,3

F=15kN x————
\

|
{
<

Problema 2/4

B
Problema 2/5
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N
2/6. El cilindro hidraulico ejerce
una fuerza de 40kN en la direc-
cién de su véstago en contra de la
carga que eleva. Determinar las com-
ponentes normal F, y tangencial F, a
AB para la posicién de 6 = 30°.
Resp. F, = 22,5kN, F, = 33,1kN

Problema 2/6

2/7. ¢Bajo qué 4ngulo 6 habr que
aplicar F, para que el efecto combi-
nado de F, y F, sea igual a 20 kN?

Resp. © = 75° 31’

F, = 10kN
F,=15kN

Problema 2/7

2/8. Para hallar las fuerzas que se
ejercen sobre los pasadores A y C, hay
que descomponer la fuerza de 4000 N
en dos componentes, una segin AB y
otra segun BC. Determinar estas com-
ponentes.

4000 N B
Problema 2/8

2/9, La fuerza P = 100 N est4 di-
rigida segin la diagonal AB del cua-
drado de 8 cm de lado. Determinar
la magnitud P’ de la componente P
segin OC con el sentido positivo to-
mado de O a C.

Resp. P/ = —31,6N

Problema 2,9
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2/10. El miembro rigido ABC esti
soportado por el pasador A y por la
barra articulada D, teniendo aplica-
da una fuerza F en C. Del principio
de transmisibilidad, ¢puede sacarse Ia
conclusién de que la reaccién en el
pasador A seria la misma si se apli-
cara Fen D o en E, en vez de en C?

2/11. El cable que va de A a B
estd sometido a una tensién de
15000 N. Descomponer esta tension
que se ejerce en el enganche A en
componentes T, y T, respectivamen-
te normal al puntal y dirigida se-
gin €L

2/12. Descomponer la tensién de
15000 N del cable AB del problema
2/11 en componentes segin las di-
recciones de AC y AD.

Resp. T,p = 25980 N,
T4 = 30000 N

2/13. Se quiere sustituir una fuer-
za de 1000 kp que forma un 4dngulo
de 45° con el eje horizontal x por dos
fuerzas, una fuerza horizontal F y
otra de 800 kp de magnitud. Deter-
minar F.

Resp. F = 333 kp 6 1081 kp

2/14. La resultante de la carga de
10 toneladas y la tensién T en el
miembro B pasa por el punto A y ori-
gina una cierta fuerza sobre el pasa-
dor que en este punto soporta a la
armadura. Si se sustituye la carga de
10 toneladas por una fuerza P aplica-
da segin la recta de trazos, determi-
nar la magnitud de P que ejerceria el
mismo efecto sobre el pasador en A
que la fuerza de 10 toneladas. Espe-
cificar el incremento correspondien-
te AT de la tensién del miembro B.
Todos los angulos internos de la ar-
madura son de 45° 6 90°,

Problema 2 10

Problema 2/11

Problema 2/14
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Problema 2/18

2/15. Si la componente y de Ia
fuerza F es 4000 N, escribir F' como
vector.

2/16. El cable AB ejerce una ten-
sion T = 1500 kp sobre el soporte
fijo en A. Escribir la expresién de esta
fuerza en forma de vector T.

2/17. La recta soporte de una
fuerza F forma un 4ngulo de 60°
con el eje x y 70° con el eje y. Si la
componente z de F es 50 kp, escri-
bir la expresién vectorial de F.
Resp. F = .

= 62,8(0,51 - 0,342j + 0,796k) kp

2/18. La tensién en el cable so-
portante AB es de 1000 kp. Expre-
sar esta tensién en forma de vector
fuerza T que se ejerce sobre BC.

1000 /g3 :
Resp. T = 8 155 + 10K)k
P T =gy B 19+ 00k

2/19. Tres puntos del plano x-y
tienen las coordenadas expresadas
en metros siguientes: A(2, 3), B4, 6),
C(6,5). En A se aplica una fuerza
F = 100 kp dirigida hacia B. Deter-
minar la expresién vectorial de Ia
componente F, de la fuerza dirigi-
da hacia C.
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2/20. Tres puntos tienen las coor-
denadas x-y-z siguientes, expresadas
en metros: A(4, 4, 5), B(—2, —4, 3),
C(3,—6,—2). En A se aplica una
fuerza F = 100 kp dirigida. hacia B.
Determinar la expresién vectorial de
la componente F,; de la fuerza en
la direccién de AC.

Resp. F; =
80,1(—0,082j —0,816j —0,571k) kp

2/21. Calcular la magnitud de Ia
proyeccién Fop de la fuerza de
100 kp sobre la diagonal CD de la

cara del cubo que se indica.

<« 2/22. Calcular la magnitud F,p
de la proyeccién de la fuerza F =
= 100 kp sobre la diagonal AB de
la cara superior del paralelepipedo
rectangulo,

Resp. F,p = 63,3kp

<4 7%/23, Determinar una expresién
de la magnitud Fg, de la compo-
nente de la fuerza F segin la
recta CD.

Resp. Fop = 0,555 F

4 2/24. La cadena AB sujeta la
trampa articulada en posicién a-
bierta. Si la tension T en la cade-
na tiene una componente z de

3000 N, determinar la componen-
te x de T. Resp. T, = 3465 N

a

Problema 2/21

Problema 2,24
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10 Momento. Una fuerza tiene, ademds de la tendencia a mover en su di-
reccién y sentido al cuerpo a que se aplica, otra tendencia a hacerlo girar alre-
dedor de todo eje que no corte a la recta soporte de la fuerza ni sea paralelo
a ella. A esta tendencia se le llama momento M de la fuerza respecto al eje dado.

Enla figura 1la puede verse un cuerpo al que se ha aplicado una fuerza R
en uno de sus puntos A. El eje O-O es una recta cualquiera en el cuerpo que
no corta a la recta soporte de R. La fuerza R puede descomponerse en dos
componentes, una P, paralela a O-O, que no tiene tendencia a hacer girar el cuer-
po alrededor de O-O, y F contenida en un plano a normal al eje 0-O y que
tendra tendencia a hacer girar el cuerpo alrededor de O-O. La magnitud de esta
tendencia es proporcional tanto a la magnitud F como al brazo de momento,d,
perpendicular. La magnitud escalar del momento es, pues,

> M = Fd. )

El sentido del momento depende del sentido en el cual tienda F a hacer girar
el cuerpo. Para identificar aquel sentido puede emplearse la regla de la mano
derecha (fig. 11b) y el momento de F respecto a O-O podra representarse por
un vector dirigido en el sentido indicado por el pulgar cuando se curvan los de-
més dedos en el sentido de la teudencia a la rotacién. El momento M cumple
todas las reglas de composicién de vectores y puede considerarse como vector
deslizante cuya recta soporte coincida con el eje de momentos. Las unidades de
momento son mkp o m-N y suelen escribirse en este orden para distinguir un
momento de una energia que pudiera darse en kp-m o en N-m (J).

Al tratar de fuerzas coplanarias, se suele hablar de momento respecto a un
punto. En realidad, queda implicito el momento respecto a un eje normal al
plano y que pasa por un punto. Asi, el momento de la fuerza F respecto al pun-
to O, en la figura 12, es Mo = Fd y estaria dirigido en el sentido de avance de
un tornillo que girase en sentido contrario a las agujas del reloj. La representa-
cién vectorial de los momentos para fuerzas coplanarias no es conveniente, ya
que los vectores saldrian del papel (sentido directo) o penetrarian en él (sentido
inverso). Como la adicién de vectores libres paralelos se puede efectuar escalar-
mente, se deberan tener en cuenta los sentidos de los momentos, asignando el
signo méas (+) a los momentos correspondientes a giros contrarios al de las agujas
del reloj, y el signo menos (—) a los de sentido opuesto, o viceversa. Tan sélo
hace falta mantener el convenio a lo largo de todo el problema que se resuelva.

Uno de los mas importantes principios de la Mecanica es el teorema de Va-
rignon, o principio de los momentos, que dice que el momento de una fuerza res-
pecto a un punto cualquiera es igual a la suma de los momentos de sus compo-
nentes respecto a dicho punto. Para demostrar este teorema consideremos una
fuerza R y dos componentes P y Q aplicadas a un punto A, figura 13. El punto O
se toma arbitrariamente como centro de momentos. Construyamos la recta AO y
proyectemos los tres vectores sobre la normal a esta recta. Constriiyanse también
los brazos p, q, r de los momentos de las tres fuerzas respecto al punto O y de-
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(a) ()

Figura 11

Figura 12

signense los 4ngulos que forman los vectores con la recta OA por a, B, v, segin
se indica en la figura. Como el paralelogramo cuyos lados son P y Q requiere
que ac = bd, es evidente que

EE:E+Z?I:EE+E,

o sea,
Rseny = Psena + Qsenp.

Multiplicando por la distancia A0 y sustituyendo los valores de p, g, r, se tiene

Rr=Pp + Qq,

lo cual demuestra que el momento de una fuerza respecto a un punto es igual a
la suma de los momentos de sus dos componentes respecto al mismo punto.
El teorema de Varignon demostrado para el caso de solamente dos componentes,
se aplica igualmente a tres 0 més, ya que siempre es posible reducir, por combi-
nacién directa, el nimero de componentes a dos. El teorema puede aplicarse
también a los momentos de otros vectores fijos o deslizantes.
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Figura 13

Vamos a desarrollar ahora una formulacién algo mas general del concepto
de momento, la cual es particularmente Gtil en el analisis de sistemas tridimen-
sionales de fuerzas. Consideremos una fuerza F con un soporte determinado
(fig. 14a) y un punto cualquiera O exterior a este soporte. El punto O y el soporte
de F determinan un plano a. El momento My de F respecto a un eje normal al
plano y que pase por O es Mo = Fd, donde d es la distancia del punto O a la
recta soporte de F. A este momento también se le llama momento de F res-
pecto al punto O. El vector M, es normal al plano y estd soportado por el eje
que pasa por O. Tanto la magnitud como la direccion y sentido de My pueden
describirse mediante la operacién vectorial llamada producto vectorial (v. § B4
del Apéndice B). Se introduce un vector r que va de O a un punto cualquiera
de la recta soporte de F. Por definicién, el producto vectorial de r por F se
escribe en la forma r X F y tiene por médulo (rsen a)F, que es lo mismo que
Fd, que es el médulo de Mo. La direccién y sentido correctos del momento los
establece la regla de la mano derecha, descrita anteriormente en este apartado.
Asi, tratando r y F como vectores libres (fig. 14b), el pulgar sefialara el sentido
de M, cuando los dedos de la mano derecha se curven indicando el sentido de
rotacién de r hacia F. Por tanto, el momento de F respecto al eje que pasa
por O puede escribirse en la forma

> M=rxF. (b)
Es obligatorio mantener el orden de los vectores en r X F, ya que F X r daria
" un vector opuesto a My, es decir, F X r=—Mo,.

La expresién del producto vectorial para M, puede ponerse en forma de
determinante (v. ecs. B 12 y B 12a en el Apéndice B), lo cual da

i ,‘
| 2 Mo=|r. 7y, Fsf- N
F, F, F.

Obsérvese atentamente la simetria y orden de los términos.
Podemos ahora escribir el momento Mi de F respecto a cualquier eje h que
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pase por O (fig. 14a). Si es n un vector unitario en la direccién A, utilizando la
expresién del producto escalar para la componente de un vector descrita en el
apartado 9, tendremos para la componente de M, segin ), simplemente, Mo - n,
que es el modulo del momento M de F respecto a \. Para obtener la expre-
sién vectorial del momento de F respecto a A habrd que multiplicar el médulo
por el versor n, lo cual da

M, = (rxF-n)n, 8

donde se ha sustituido M, por r X F. La expresion r X F - n conocida por el
nombre de producto mixto (v. B5, Ap. B), no es necesario escribirla en la for-
ma (r X F) - n, puesto que la asociacién r X (F - n) no tendria sentido, ya que
no se puede formar un producto vectorial con un vector v un escalar. Segin

(a) ®)
Figura 14

la ecuacién B14 del Apéndice B, el producto mixto puede escribirse en forma
de determinante, con lo que la ecuacién 8 podré expresarse también en la forma

ire Fy T
M, = |F, F, F,|(ia+jB+ ky) (8a)
« By

donde @, B, ¥ son los cosenos directores del vector unitario n.

Consideremos ahora dos fuerzas F; y F concurrentes en un punto A (fig. 15).
El vector de posicién de A desde otro punto cualquiera O es r. Los dos momen-
tos vectoriales respecto al punto O debidos a las dos fuerzas se pueden sumar y
dan

M1+M2=er1+l‘XF2,
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y su suma vectorial es o

M =rx (F; + Fy).

Esta expresion constituye el enunciado del teorema de Varignon para tres di-
mensiones, el cual dice que la suma M de los momentos respecto a un punto
cualquiera O de dos fuerzas que concurren en otro punto diferente es igual al
momento respecto al mismo punto O de su suma F; + F,. Aun cuando sélo se han
representado dos fuerzas, el teorema es aplicable a un nimero cualquiera de
fuerzas concurrentes.

Problemas tipo .

2/25. Se aplica una tension T = 5000 N al cable amarrado al extremo superior A
del mastil rigido y se fija a tierra en B. Determinar el momento M, de T respecto al
eje z que pasa por la base O del mastil.

Solucién (a). Se descompone la fuerza T en las componentes T, y T,,, esta ulti-
ma contenida en el plano x-y que serd, en consecuencia, normal al eje z del momento.
Entonces, el momento se deberd solamente a T,, y serd M, = T,, d, donde d es la
distancia del punto O a T,,. El coseno del angulo que forman T y T,, es

V 152 4+ 122/4/ 15% 4 122 4+ 9% = 0,906
y por tanto
T,y = 5000(0,906) = 4530 N

El brazo de momento d es igual a OA multiplicado por el seno del angulo que for-
man T,, y OA, es decir,

12
V122 + 152
Luego el momento de T respecto al eje z es
M, = 4530(9,37) = 42446 m-N Resp.

y tiene el sentido de giro de las agujas del reloj cuando se mira hacia el plano x-y.
Solucién (b). También se calcula ficilmente el momento descomponiendo T,, en
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sus componentes T, y T,. Es evidente que T, no ejerce momento alguno respecto al
eje z ya que lo corta, por lo que el momento buscado se debe solamente a T,. El co-
seno director de T respecto al eje x es 12/v 9% + 122 + 152 = 0,566 con lo que
T, = 5000(0,566) = 2830 N. Asi pues
M, = 2830(15) = 42450 m-N Resp.
Solucién (c). El momento pedido puede obtenerse por métodos vectoriales a par-
tir del momento M, de T respecto al punto O. El vector My, es normal al plano
definido por T y el punto O segin puede verse en la figura de la derecha. Utilizando
la ecuacién 6 para hallar My, el vector r serd un vector cualquiera que vaya de O a
la recta soporte de T. La eleccién mas sencilla consiste en tomar el vector que va
de O a A, el cual se escribe en la froma r = 15j m. La expresién vectorial de T

requiere sus cosenos directores, que son 12/AB = 0,566, — 15/A_B- =—0707 y
9/AB = 0,424. Por tanto
T = 5000(0,566i — 0,707j + 0,424k) N.
De la ecuacion 6,
M, = 15j x 5000(0,5661 — 0,707j + 0,424k)
}'o = 75 000(— 0,566k + 0,424i) m-N

La magnitud M, del momento buscado es la componente de My en la direccién z,
o sea M, = My - k. Por tanto
M, = 75 000(— 0,566k + 0,424i) - k = — 42450 m-N Resp.

El signo menos indica que el vector M, est4 dirigido en el sentido negativo de las z.
Expresado en forma de vector, el momento es

M, = — 42 450k m:N

Problema 2,25

Meriam(E) — 2
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Problemag

2/26. Calcular el momento M, de
la fuerza P de 100 kp respecto al
punto O de dos maneras, utilizando
el principio de transmisibilidad para
eliminar, primero, el momento de la
componente horizontal de P y segun-
do, el de la componente vertical. La
placa sobre la que se ejerce P esta di-
vidida en cuadrados de 1 m de lado.

2/27, La placa rectangular est4
constituida por cuadrados de 1 m de
lado en la forma que se indica. En
el punto A se aplica una fuerza
F = 100 kp en la direccién sefialada.
Calcular el momento M de F respec-
to al punto B.

Resp. M = 277 mkp, sentido horario

2/28. Determinar la expresién vec-
torial del momento Mj de la fuerza
de 100 kp del problema 2/27 respec-
to al punto B.

2/29. Si es nulo el momento resul-
tante respecto al punto A del siste-
ma de fuerzas compuesto por la de
50 kp y la P, determinar grafica y al-
gebraicamente la magnitud de P. La
placa sobre la que se ejercen las fuer-
zas esta dividida en cuadrados.

2/30. Para elevar el maéstil desde
la posicién indicada, la tensién T del
cable debe proporcionar un momento
respecto a O de 30000 m.N. Deter-
minar T, Resp. T = 8602 N
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2/81. Se aplica una fuerza de
200 N al extremo de una llave inglesa
para apretar el tornillo que fija la rue-
da al eje. Determinar el momento M
de esta fuerza respecto al centro O de
la rueda para la posicién representa-
da de la llave.

Resp. M =78,3m-N

2/82. En el mecanismo de biela y
manivela representado, la biela AB
de longitud ! soporta una fuerza com-
presiva variable C. Deducir una ex-
presién del momento de C respecto
al eje de la manivela O en funcién
de C, r, l y el angulo variable 8.

2/33. Al tomar una carga situada
en la posiciéon A se desarrolla una
tension T en el cable igual a 2100 kp.
Calcular el momento que origina
T respecto a cada uno de los ejes de
coordenadas que pasan por la base
de la estructura de la gria.

2/34. Utilizar ]a expresién del pro-
ducto vectorial para determianr el
momento M, de la tensibn T de
2100 kp del problema 2/33 respecto
a la base O situada en el origen de
coordenadas.

Resp. M, =
= —37 350i + 9345j —5610k m-kp

2/85. Sila gria del problema 2/33
~ toma una carga en B en vez de en A
y desarrolla en el cable una tensién
inicial T = 2100 kp, determinar el
momento M, de esta fuerza respecto
al origen O.

Resp. Mp =

=.—27 735i + 9240j —5550k m kp

Problema 2/33
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Problema 2/40
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2/36. Calcular el momento M, de
la fuerza de 1000 N respecto al eje
0-0.

2/87. El roblén resiste el momento
respecto a su eje O-O originado por
la fuerza de 50 kp que se ejerce so-
bre el soporte doblado. Determinar
este momento M.

Resp. My = 45,94 cm-kp

2/88. Una fuerza de 200 N cuyos
cosenos directores son proporcionales
a 2, 6, 9 pasa por un punto P cuyas
coordenadas x-y-z, expresadas en cen-
timetros, son 3, 2, —5. Calcular el
momento M de la fuerza respecto a
un punto cuyas coordenadas, en cen-
timetros, sean 2, 2, —3.

2/39. Una fuerza de 100 N pasa
por los puntos A y B en el sentido
de A a B. Las coordenadas x-y-z de
A y B, expresadas en metros, son
—3, —1, 4 y 3, 4, 5, respectivamen-
te. Calcular el momento M de la
fuerza respecto al punto C cuyas
coordenadas, en metros, son 2, —2, 1.
Resp.M = \}_2_%(—1« + 23§ —31k)m-N

2/40. La fuerza F estd aplicada a
un cuerpo en el punto A cuya posi-
cién estd determinada por el vector r
cuyo origen estd en el de coordena-
das O de un sistema cartesiano.
Desarrollar la expresion r X F rela-
tiva al momento de F respecto a O
e identificar cada término observando
el correspondiente momento de cada
una de las componentes de la fuerza
respecto a los ejes de coordenadas
que pasan por O.
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2/41. Determinar la magnitud M
del momento de la fuerza de 100 kp
respecto al eje O-O coincidente con
la diagonal del paralelepipedo rec-
tangulo. Resp. M = 145,6 m-kp

2/42. Escribir la expresién vecto-
rial del momento M de la fuerza de
100 N respecto al eje 0,-O, cuyo
sentido es el que va de O, a O,.

4 /43, La fuerza F ejerce cierto
momento M respecto al eje O-O. De-
terminar cual de las expresiones que
se citan describe correctamente a M.
El vector n es un vector unitario di-
rigido segin O-O y el paralelepipedo
es rectingulo.
rixF.n (rixF-n)n
(-rsxF-n)n  [Fx(r:+1r3)-nln

|rs|Fn cos B8 cos a

o

0,

—

6 cm 100 N

Oz,
]
[
z

Problema 2/42

o

Problema 2/43
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€ 2/44. Una placa rectangular de
acero de 1,32 m de longitud y 0,82 m
de anchura se apoya por su vértice C
en un plano horizontal x-y y por su
vértice D sobre el pedestal que se
indica de manera que su borde CD
forma un 4ngulo de 19,9° con el pla-
no horizontal. Se inclina hacia atrés la
placa de manera que su plano forme
un angulo de 52° con el plano verti-
cal que contiene CD. Para soportar
la placa se precisa una tensién de
5000 N en el cable AB. Si el cable
forma un 4angulo de 16,45° con el
plano de la placa en la posicién an-
Problema 2/44 gular indicada, determinar el momen-
to M de la tension T respecto al bor-
de inferior CD.

Resp. M = 1162 m-N

A©; 1,5 09) _~ <« %/4%. Se tiene una placa anéloga a
la del problema 2/44, pero ahora se
dan las coordenadas de las intersec-
ciones de CD y AB con los planos x-y
e y-z, expresadas en metros, en vez
de los diversos 4ngulos de! problema
2/44. Determinar el momento de la
tensién de 5000 N del cable respecto
a CD. Discutir las ventajas y limita-
ciones de las soluciones de uno y otro
problema.

~
~Nx

Problema 2,45

11 Par. El momento producido por dos fuerzas de igual médulo y direc-
cién, pero de sentidos opuestos, cuyas rectas soporte no coincidan, se denomi-
na par. Un par presenta ciertas propiedades tnicas y tiene importantes aplica-
ciones en Mecénica.

Consideremos la accién de dos fuerzas tales F y —F separadas una dis-
tancia d (fig. 16a). Estas dos fuerzas no se pueden combinar en una sola debido
a que su suma en cualquier direccién es nula. Su efecto es solamente el de pro-
ducir una tendencia a la rotacién, El momento combinado de las dos fuerzas
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respecto a un eje normal a su plano que pase por un punto cualquiera tal como
el O es el momento del par M y su médulo es,

M = F(a + d) — Fa,
o sea

M = Fd,
siendo su sentido el directo (contrario a las agujas del reloj). Esta expresion da el
momento del par y es completamente independiente de la distancia a que sitda a
las fuerzas respecto al centro O del momento. Se deduce que el momento de un
par es el mismo para todos los centros de momentos. El momento de un par
podra representarse por un vector libre M, como se indica en la figura 16b,
cuya direccién sea normal al plano del par y el sentido del vector queda esta-
blecido por la regla de la mano derecha.

o bien

Par antihorario

(b) (c)
Figura 16

La propiedad que presenta el par de ser un vector libre puede también
ponerse de manifiesto de otra manera algo méas general, combinando los momen-
tos de las dos fuerzas respecto a un punto de referencia cualquiera O, (fig. 16a).
Los puntos A y B, de vectores de posicidn respectivos T, y Iz son dos puntos
cualesquiera de las correspondientes rectas soporte de F y —F. Con esta nota-
cién, el momento resultante de las dos fuerzas respecto a O, utilizando la ecua-
cién 6, resulta ser

M=x4xF 4+ rgx (-F)
= (rA—rB)XF
= th.

Como d es la proyeccién de r sobre la normal a F, se observa que la magnitud
de esta expresion es M = Fd, que es el médulo del par. Se observa también
que la direccién de M es normal al plano de r y F como se describié ante-
riormente. Como r X F no contiene referencia alguna al punto O, se deduce
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que M ser4 el mismo para todos los puntos de referencia y, por tanto, puede
tratarse como vector libre. El par permanece invariable mientras la magnitud,
direccién y sentido de su vector se mantengan constantes. En consecuencia, un
par dado no se alterard al variar los valores de F y d mientras se mantenga
constante su producto. Anélogamente, el par no se verd afectado si las fuerzas
pasan a actuar en otro plano paralelo cualquiera. En la figura 17 pueden verse
cuatro configuraciones diferentes del mismo par M.En cada uno de estos cua-
tro casos el par viene descrito por el vector libre idéntico que representa las
tendencias idénticas a torcer los cuerpos en la direccién y sentido que se indican.

En el caso de pares debidos a fuerzas que actien todas en el mismo plano
o en planos paralelos, los vectores par serdn perpendiculares al plano. En tal
caso serd mdas conveniente representar dicho par por uno cualquiera de los con-
venios representados en la figura 16c, en donde el par antihorario puede tomar-
se como positivo y el horario como negativo, o al revés.

Los pares que se ejerzan en planos no paralelos se pueden sumar mediante
las reglas ordinarias de la adicién vectorial. Asi, en la figura 18a el par M, de-
bido a fuerzas F; y el par M, debido a fuerzas F, que se ejercen en los planos
distintos que se indican, se podran sustituir por su suma vectorial M represen-
tada en la figura 18b. Puede verse esta suma formando el par M a partir de las
fuerzas F, que representan la suma vectorial de F; y Fo.

El efecto de una fuerza que se ejerza sobre un cuerpo lo hemos descrito
con arreglo a la tendencia a empujar el cuerpo, o tirar de €l, en la direccién de
la fuerza y a la tendencia a hacer girar el cuerpo alrededor de un eje cualquiera -
que no corte a la recta soporte de la fuerza. La representacién de este efecto
doble se suele facilitar sustituyendo la fuerza dada por otra igual y paralela mas
un par que compense el cambio del momento de la fuerza. En la figura 19 se
ilustra esta descomposicién de una fuerza en una fuerza y un par, sustituyéndose
la fuerza F aplicada en el punto A por la misma fuerza trasladada a un cierto
punto O més un par antihorario M = Fd. La figura central muestra el paso del
sistema inicial al final, consistente en afiadir en el punto O dos fuerzas opuestas

Figura 17



,»/ -

Sistemas de fuerza ' < a1

F y —F que no introducen efectos externos sobre el cuerpo. Vemos ahora que
la fuerza inicial en A y la igual y opuesta en O constituyen el par M = Fd, que
en el ejemplo tratado es antihorario, segin se indica en la parte derecha de la
figura. Asf, la fuerza original que estaba en A se ha sustituido por la misma fuer-
za que se ejerce en un punto distinto O y un par, sin alterar los efectos exteriores
sobre el cuerpo de la fuerza original. Se deduce también que un par dado y una
fuerza que se halle en el plano del par (normal al vector momento) se pueden
combinar para dar una fuerza tinica. Con la notacién vectorial, el momento del
par puede representarse mediante la expresion M =r X F, donde r es un vec-
tor cualquiera que vaya del punto O a un punto de la recta soporte de F, segtin
se indica en la figura 14a. La descomposicion de una fuerza en otra equivalente
y un par constituye un paso que halla repetida aplicacion en Mecénica y que,
en consecuencia, debe dominarse,

(a) (b)
Figura 18

Figura 19

Y

Tos ¥y o 43
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2/46. Determinar el médulo y direccién del par M que sustituya a los dos pares
dados y siga produciendo el mismo efecto externo sobre el bloque. Especificar las dos
fuerzas F y —F, aplicadas a las dos caras del bloque paralelas al plano y-z, que
puedan sustituir a las cuatro fuerzas dadas.
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Solucién. El par debido a las fuerzas de 30 N tiene por magnitud M, = 30(6) =
= 180 cm-N. La direccién de M; es normal al plano definido por las dos fuerzas, y
el sentido, indicado en la figura central, se establece mediante el convenio de la
mano derecha. El par debido a las fuerzas de 25 N tiene por magnitud M, = 25(10) =
= 250 cm-N con la direccién y sentido que se indican en la figura. Los dos vecto-
res momento se combinan para dar las componentes

M, = 180 sen 60° = 155,9 cm N

M, = — 250 + 180 cos 60° = — 160 cm-N
Luego

M= (155,97 + (— 160¢ = 223 cmN - Resp.
con

>

6 = arctg = arc tg 0,974 = 44° 15’ Resp.

Las fuerzas F se hallan en un plano normal al par M, y su brazo de momento,
segimn se ve en la figura de la derecha es de 10 cm. Asi pues, cada fuerza tendrd
por magnitud

F—223 22,3N Re
T P

y por direccién 6 = 44° 15’
3()1 N

N
oo 3 My = 250 cm N

Problema 2/46

2/47. Se aplica una fuerza de 200 N al punto A de la empuiiadura de la pa-
lanca de mando que estd unida al eje fijo OB. Para determinar el efecto de la fuerza
sobre el eje en una seccién tal como la que pasa por O, podemos sustituir la fuerza
por una fuerza equivalente que pase por O y un par. Describir este par en forma
de un vector M.
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Solucién. Desplazar la fuerza de 200 N una distancia d = V12,52 + 202 =
= 23,6 cm llevindola a una posicién paralela que pase por O, exige la adicién de
un par M cuya magnitud sea

M = Fd = 200(23,8) = 4720 cm'N Resp.

z
! 200 N
F\‘i 200 N ,/
1! v
N7
o4 l125 em
/ T~ ]
. 20 em ]
/ ~y

Problema 2/47

El vector momento del par es perpendicular al plano sobre el que se ha desplazado
la fuerza y su sentido es el del momento de dicha fuerza respecto a O. La direc-
cibn de M en el plano y-z viene dada por

6= 1;’(;5 =arctg5/8 = 32°0/ Resp.
De otra manera, el par podria expresarse con notacién vectorial en la forma
M =r X F donde rza:Q.Oj + 12,5k em y F = — 200i N. Asf
M = (20j + 12,5k) X (— 200i)
= — 2500j + 4000k cm-N Resy.
de donde pueden sacarse la magnitud y direccién de M.

Problemas

2/48. Una columna de hormigén,
cuya seccién recta se muestra en la
figura, soporta una carga compresiva
vertical de 250 toneladas. La carga es
excéntrica respecto a la linea central
de la columna, siendo su posicién la
indicada. Sustituir la carga por una
soportada por la recta central y un
par correspondiente que tienda a flec-
tar la columna. Especificar las com-
ponentes x e y de dicho par.
Problema 2/48 ~
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200 N

Problema 2/50

Problema 2/51

2/49. La placa en L est4 sometida
a las dos fuerzas de 250 N represen-
tadas. Se quiere sustituir estas fuer-
zas por un sistema consistente en la
fuerza de 200 N aplicada en A y otra
fuerza aplicada en B. Determinar la
coordenada y de B.
Resp. y = 43,30 cm

2/50. La armadura de la figura
soporta una carga de 4 toneladas. La
pared vertical ejerce una fuerza ho-
rizontal contra el rodillo de apoyo
en A y la articulacién en B ejerce
sobre la armadura la fuerza adicional
para mantener el equilibrio. La carga
de 4 toneladas y la componente ver-
tical de la reaccién en B constituyen
un par que es igual y opuesto al par
debido a las dos fuerzas horizonta-
les. Calcular la magnitud B de la
fuerza que se ejerce sobre la articu-
lacién en B.

2/51. La rueda trasera de un auto-
mévil acelerado estid sometida a una
fuerza de rozamiento F = 300 kp y
a un par sobre su eje de momento M.
Si fuerza y par pueden sustituirse por
una fuerza equivalente que pase poi
un punto situado a 1,25 cm directa-
mente encima del centro de la rueda,
hallar M.

Resp. M = 11600 cmkp
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/ >// 2/52. La palanca de mando estd

sometida a un par de sentido horario
de momento 9 m-kp ejercido por su
eje en A y hay que proyectarla para
que funcione con una traccién de
25 kp en la forma indicada. Si la re-
sultante del par y la fuerza pasa por
A, determinar la dimensién apropia-
da x que debe tener la palanca.

2/53. \Sustituir la fuerza y el par
indicados por una fuerza tnica F
aplicada en un punto D. Localizar D
determinando la distancia b.

Resp. b = 22,2 cm

2/54. Los sentidos de rotacién del
4rbol de entrada A y del de salida B
del reductor de velocidades 10 : 1 por
tornillo sin fin estin indicados por
medio de las flechas curvadas. Al
eje A se le aplica un par de 9 m'kp
de sentido coincidente con el de la
rotacién. El eje de salida B propor-
ciona un par de 36 m-kp a la maqui-
na que acciona (no estd dibujada). El
eje de la miquina accionada ejerce
un par de reaccién igual y opuesto
sobre el eje de salida del reductor.
Determinar la resultante M de los
dos pares que se ejércen sobre la uni-
dad reductora y calcular el coseno di-
rector de M relativo al eje .

Problema 2/52

625 cm kp

Problema 2/53

Problema 2,354



10 cm

17,5 em

Problema 2/55

Yy
Problema 2/56

Y
@ Sistemas de fuerza

|=-22,5 em
2500 N
O ,

2/55. Se fija un soporte a una j4-
cena mediante dos remaches A y B.
Para que el soporte esté en equilibrio,
la resultante de las fuerzas ejercidas
por los remaches sobre el soporte
debe tener igual médulo y recta so-
porte, pero de sentido opuesto, que la
fuerza de 2500 N aplicada. Hallar la
fuerza soportada por cada remache,
sustituyendo la carga aplicada por
una fuerza cuya recta soporte coinci-
da con la mediatriz del segmento de-
terminado por los remaches y un
par, distribuyendo después adecuada-
mente este sistema resultante entre
los remaches.

N

{ 2/56. 'La figura representa dos rue-
das dentadas solidarias sometidas a
las fuerzas de contacto en los dien-
tes que se indican. Sustituir las dos
fuerzas por una fuerza tUnica equi-
valente R que pase por el eje de ro-
tacién O y un par M. Si las ruedas
parten del reposo bajo la accién de
las cargas en los dientes que se indi-
can, den qué sentido tendrd lugar la
rotacién?

Resp. R=3555N, 6 = 51°9

M = 1410 cm.N en sentido
antihorario

2/57. Se aplica la fuerza F, =
= 200(141 — 2j + 5k) kp a un cuer-
po en un punto A cuyas coordena-
das, expresadas en metros, son (2,
2, —3). Se aplica al mismo cuerpo la
fuerza Fy = 200(2i —6j —9K) kp en
un punto B cuyas coordenadas, ex-
presadas en metros, son {4, —3, —1).
Determinar la fuerza Fy que, aplica-
da en el punto B, haria que las
tres fuerzas constituyeran un par M.
Expresar M como vector.

Resp. Fy = 800(— 4i + 2j + k) kp
M = 600(7i — 6j — 22k) m-kp



Sistemas de fuerza 51

Sistemas de fuerzas coplanarias. El tipo mas comin de sistema de fuerzas
se presenta cuando todas ellas estin contenidas en un mismo plano, por ejem-
plo, el x-y, segin se ilustra con el sistema de tres fuerzas Fy, F2 y F; en la figu-
ra 2la. La fuerza resultante R se obtiene en magnitud, direccién y sentido for-
mando el poligono de fuerzas en la parte b de la figura, donde se suman las
fuerzas colocando el origen de una en el extremo de otra en un orden cualquie-
ra para obtener

R,=3F, R,=3F, R=\/CF)? ¥ (),

2F,
0= t v
0 =ty

2

1)

Puede obtenerse graficamente la recta soporte de R conservando las rectas sopor-
te de las fuerzas y suméandolas por la regla del paralelogramo como se indica
en la parte a de la figura en donde la suma R, de F; y F; se suma con F, para
obtener R. En este proceso se ha hecho uso del principio de transmisibilidad.

' }35' B, y F3
" -

| h13 T
Ry IIly é »7T R

—JF,L:-F2 g F3x>

(a) )

Figura 21

Figura 22
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Para determinar la resultante puede utilizarse también la construccién grifica
conocida con el nombre de poligono funicular cuya técnica puede hallar el alum-
no en los tratados de estructuras elementales. La fuerza resultante se puede lo-
calizar algebraicamente utilizando el principio de Varignen seleccionando como

centro de momentos un punto O conveniente (fig. 22). Asi, el brazo d desconocido
se calcula a partir de

Rd = 3Fd = Fid; — ngg -+ F3d3.

Si R es nula, la resultante del sistema serd o un par o nula. Las tres fuerzas
de la figura 23, por ejemplo, tienen una fuerza resultante nula, pero dan un par del
sentido de las agujas del reloj cuyo momento vale M = F3d. La fuerza resultante
de un sistema coplanario puede aplicarse a un punto cualquiera que no esté
sobre su recta soporte unica, afiadiendo el par correspondiente.

-.Sistema de fuerzas paralelas. La resultante de un sistema de fuerzas para-
lelas (fig. 24) tiene una magnitud que es claramente igual a la suma escalar de
las fuerzas del sistema. La posicién de la recta soporte de la resultante se halla
mediante el teorema de Varignon, puesto que el momento de la resultante
a cualquier eje tiene que ser igual a la suma de los momentos de sus compo-
nentes respecto al mismo eje. Asi pues, para el caso ilustrado,

Figura 24
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R=F+F+ F;
XR = Fix1 + Fox2 + F3xz, JR = Fiyy1 + Foye + Fays,

0 en general

o 2(F - 2B
¥ = (Rx) . = (R)’) . a2)

Sistema de fuerzas concurrentes. Cuando concurren todas las rectas soporte
de las fuerzas del sistema, la resultante R que pasa por dicho punto esta dada
por las ecuaciones (10), con M evidentemente nulo.

~Torsor. Cuando el momento resultante M es paralelo a la fuerza resultante
(fig. 25), se dice que la resultante es un torsor. El torsor se llama positivo si la
resultante y el momento tienen el mismo sentido y negativo si tienen sentidos
opuestos. Un caso practico de torsor positivo es el del destornillador, que ejerce
un empuje y una torsion en el tornillo en la direccién de su eje.

Todo sistema general de fuerzas puede representarse por un torsor aplicado

a lo largo de una recta soporte tinica. En la figura 26 se ilustra esta reduccion,

R = ZF,

Torsor positivo Torsor negativo

Figura 25

(a) (b)

(c)

Figura 26
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representando la parte a de la figura el sistema general de fuerzas mediante la
resultante R pasando por un cierto punto O y el par resultante correspondien-
te M. Aun cuando M sea un vector libre, por conveniencia se representa pasan-
do por O. En la parte b de la figura, M se descompone en dos componentes:
una M; de igual direccién que R y otra M, normal a R. En la parte ¢ de la
figura se sustituye el par M, por su equivalente de dos fuerzas R y —R sepa-
radas una distancia d = M./R con —R aplicada en O para anular la R original.
Este paso deja la resultante R, que se ejerce a lo largo de una nueva y tUnica
recta soporte, y el par paralelo M;, que es un vector libre, como se indica en la
parte d de la figura. Asi pues, las resultantes del sistema general de fuerzas del
principio se han transformado en un torsor (positivo en este ejemplo) cuyo
eje tnico estd definido por la nueva posicién de R. En la figura 26 se ve que el
eje del torsor resultante se encuentra en el plano que pasa por O, normal
al plano definido por R y M. El torsor es la forma més sencilla de expresién de
la resultante de un sistema de fuerzas general. Sin embargo, esta forma de resul-
tante tiene una aplicacién limitada, ya que suele ser més conveniente utilizar
como punto de referencia un cierto punto O tal como el centro de masa del
cuerpo u otro origen de coordenadas conveniente que no se halle sobre el eje
unico del torsor.

Problemas tipo

2/65. Determinar la resultante de las cuatro fuerzas y el par que se ejercen
sobre la placa que se indica.

Solucién. Se selecciona arbitrariamente el punto O como origen conveniente de
coordenadas y centro de momentos. Las componentes R, y R,, la resultante R y el
angulo 6 que forma R con el eje x seran

[R, = SF,] » = 40 + 80 cos 30° — 60 cos 45° = 66,9 kp

[R, = 3F,] R, = 50 + 80sen30° + 60send5° = 132,4 kp

R = VRE ¥R R = \/(6B,9) + (132,4F = 148,3 kp Resp.
R 1324 _201s

'[0 =arc tgrz] g = arctg 6o = 63°12 Resp.

Aun cuando el par no tiene influencia alguna sobre la magnitud, ni sobre la di-
reccién, de R, si influye sobre el momento resultante que vamos a determinar a
continuacién. La posicién de la recta soporte de R se halla a partir del principio de
los momentos (teorema de Varignon). Tomando O como centro de momentos y sien-
do d el brazo de momento de R, tomando arbitrariamente como positivo el sentido
de giro antihorario, dicho principio exige
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[Rd = SMo]  148,3d = 140 — 50(5) + 60 cos 45°(4) — 60 sen 45%(7)
d=—160m

El signo negativo indica que el momento resultante actia en sentido horario res-
pecto a O en vez de en sentido antihorario. Por tanto, la resultante podri aplicarse
enun punto cualquiera de una recta que forme un 4ngulo de 63°12’ con el eje x
y sea tangente a una circunferencia de radio 1,60 m centrada en O como se indica
en la figura de la derecha. El momento de sentido horario de R exige que la recta
soporte de R sea tangente en el punto A y no en el B, como seria en el caso en
que el momento actuase en sentido antihorario,

N
R = 148,3kp/y |

1,60 m/— N
AR W,
[\ O

/B

Problema 2/65

Obsérvese que la eleccion del punto O como centro de momentos elimina los
momentos debidos a las dos fuerzas que pasan por O. La seleccién adecuada de un
centro de momentos conveniente que elimine el mayor nimero de términos posible
en las ecuaciones de momentos constituye una importante simplificacién en los calcu-
los de Mecanica.

El sistema dado de fuerzas también puede combinarse graficamente utilizando
la ley del paralelogramo, el principio de transmisibilidad y el método para transfor-
mar un par y una fuerza en una fuerza unica.

2/66. Sustituir- las dos fuerzas y el torsor negativo por una fuerza \nica R apli-
cada en A y el par correspondiente M.
Solucion. La fuerza resultante tiene las componentes

[R: = ZF,] R, = 50 sen 40° + 70 sen 60° = 92,8 N

[R, = ZF,] R, = 60 + 50 cos 40° cos 45° = 87,1 N

[R, = ZF,] R, = 70 cos 60° + 50 cos 40° sen 45° = 62,1 N
Luego R =928i + 87,1 + 62,1k N

y R =(92,8)% + (87,1} + (62,1 = 141,6 N Resp.
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El par que hay que afiadir a consecuencia del traslado de la fuerza de 50 N es

M=rxF] M;o = (8i + 12j + 5k) x 50(isend0° + j cos 40° cos 45°
+ k cos 40°sen 45°)

donde r es el vector que va de A a B.
El desarrollo término a término, o por determinacién, da

Mo = 189,51 — 55,9 — 169,0k cm-N

El momento respecto de A de la fuerza de 60 N se escribe por inspeccién de sus

componentes ¢ y z, dando ,
)

Mgo = 360i + 240k cm-N -

El momento respecto de A de la fuerza de 70N se obtiene facilmente a partir de

los momentos de las componentes x y z de la fuerza. Resulta

M;, = 105i — 713,7j — 181,9k cmN

Problema 2/66

Ademis, el par del torsor puede escribirse en la forma
M = 250(—i ser; 40° — j cos 40° cos 45° — k cos 40° sen 45°)
= —160,7i — 135,4j — 1354k cm-N
Por tanto, el par resultante al sumar los términos en i, j y k es
M = 493,8i — 905,0j — 246,3k cm:N
y M = /(493,87 + (905,0)Z + (246,3)% = 1060 cm-N Resp.
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Problemas

2/67. El mastil soporta Ias dos ten-
siones de los cables horizontales que
se indican. {A qué altura sobre la
base del madstil actuard la resultante
de estas dos fuerzas?

2/68. Determinar la fuerza R que
sustituiria a las cuatro fuerzas que se
ejercen sobre la viga en voladizo sin
alterar la reaccién en el extremo de
la viga correspondiente a la soldadu-
ra en A. Localizar R hallando su
distancia b a la izquierda de A.

Resp. R = 150 kp hacia abajo,
b=33m

2/69. Las dos fuerzas estin apli-
cadas normalmente al plano de la
placa. Calcular las coordenadas del
punto de este plano en el que actie
su resultante.

2/70. La losa de hormigén sopor-
ta las seis cargas verticales represen-
tadas. Determinar la resultante de
estas fuerzas y las coordenadas x e y
de un punto por el que pase.

Resp. x=2,19m, y =4,75m

8000 N

7500 N
48 m

36m

Problema 2/67
300 kp 350 kp

A

A
H
8
i

|
1
, |
70,9 mA

i :
600 kp 500 kp |

Prob]em‘a‘i 268

Problema 2,70
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Problema 2 73

109 N »
Problema 2/74

2/71. Determinar la magnitud F
de la fuerza aplicada a la empuiia-
dura que haga que la resultante de
las tres fuerzas pase por O.

2/72. En la posicién de equilibrio
indicada, la resultante de las tres
fuerzas que se ejercen sobre la pa-
lanca acodada pasa por el apoyo O.
Determinar la fuerza vertical P.
dDepende este resultado de 6?

Resp. P = 596,5 N

2/73. El cincamo soporta las cua-
tro fuerzas que se indican. Si la com-
ponente x de su resultante es de
425 N y la magnitud de la resultante
es de 500N, determinar F'y 6. El
dngulo 6 est4 limitado a tener valores
positivos menores que 90°.

2/74. La placa fija estd sometida a
las tres fuerzas de 100 N. Sustituir
dichas fuerzas por un sistema equi-
valente compuesto de una fuerza tni-
ca F que pase por A y un par M.

Resp. F = 241N, 6 = 45°
M = 95 cm N en sentido antihorario

-
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2/75. El reductor de velocidades
representado estd sometido a los dos
pares, a su peso de 25 kp y a una
fuerza vertical aplicada a cada una
de los anclajes A y B. Si la resul-
tante de este sistema de dos pares
y tres fuerzas es cero, determinar las
fuerzas en A y B.

2/76. Determinar la resultante R
de las tres fuerzas y los dos pares que
se indican. Hallar la coordenada x
del punto del eje x por €l que pasa R.

Resp. R = — 750i — 1000j N,
x = 7,25 cm

1500 N

2/77. Representar la resultante de
las cargas aplicadas y el par median-
te una fuerza R que pase por Ay un
par de momento M.

Resp. R = 6115kp

M = 2442 m'kp en sentido horario

2/78. Demostrar que el sistema de
fuerzas més general puede repre- Problema 2/77
sentarse por dos fuerzas que no se
corten.



60 kp

7 70 kp

Problema 2/79

Problema 2/80

————ty

Problema 2/81

Tt~y
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2/79. Las cuatro fuerzas se ejer-
cen segun las aristas del cubo de 8 m
de arista en la forma indicada. Re-
presentar la resultante de estas fuer-
zas por una fuerza R que pase por
el punto A y un par M.

Resp. R = 2017 kp,

M = 80(5i — 6j + 5k) mkp

2/80, Las cuatro fuerzas con-
curren en el origen O de coordena-
das. Si la componente x de su resul-
tante R es — 50 kp y la componen-
te z es 100 kp, determinar F, ¢ y R.

Resp. F = 103,9 kp, 6 = 23°49’,
R=1118kp

2/81. Sustituir las dos fuerzas de
igual magnitud F por una fuerza tni-
ca R que pase por el punto A y un
par M.
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2/82. La accién combinada de las
dos fuerzas sobre la base en O puede
obtenerse estableciendo su resultante
que pase por O. Determinar R y el
momento M del par anexo.

Resp. R = 354i — 954k kp
M = —246i + 2732j + 354k mkp

2/83.—El motor de 20 kg estd
montado sobre el soporte y su eje re-
siste el empuje de 15 kp y el par
de 2,5 mkp aplicados a él. Deter-
minar la resultante del sistema de
fuerzas indicado, en funcién de una
fuerza R en A y un par M.
Resp. R = — 15i— 20k kp
M =-—150i + 112,5j + 300k cm-kp

«Z/84. A latuberia acodada se apli-
can dos llaves inglesas en la forma
que se indica para enroscarla al tubo
en el extremo A. Si esto tuviera que
realizarse con una sola llave, aplica-
da en A,dqué fuerza F habria que
aplicar a su mango en un punto de
brazo de momento igual a 30 cm?
Resp. F = 275,5N

«2/85. La resultante de un sistema
de fuerzas general puede expresarse
en forma de un torsor de recta so-
porte tinica. Para el sistema de fuer-
zas del problema 2/83 determinar
las coordenadas del punto P, intersec-
cién de la recta soporte del torsor con
el plano x-y. (Sugerencia: Los cose-
nos directores del par resultante del
torsor deben ser iguales u opuestos
a los de la fuerza resultante).

Resp. x = 5,625 cm, y = 12,0cm

:Problema 2/84
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13. Introduccién, La Estatica trata principalmente de la descripcién de las
condiciones de fuerza que sean a un tiempo necesarias y suficientes para man-
tener el estado de equilibrio de las estructuras de ingenieria, Por tanto, este
capitulo dedicado al equilibrio constituird la parte crucial de la Estatica
y deberd dominarse al maximo. Utiliza continuamente los conceptos y magnitu-
des desarrollados en el capitulo 2 y proporciona ademés una introeduccién al
método utilizado en la solucién de innumerables problemas de Mecénica y de
otros campos de la ingenieria. Dicho método es basico para el dominio total de
la Estatica, por lo que se aconseja al estudiante que lea los apartados que si-
guen con especial atencién y esfuerzo,

14. Aislamiento de un sistema mecénico. En el apartado 9 se descri-
bieron las caracteristicas fundamentales de las fuerzas, atendiendo principalmen-
te a las propiedades vectoriales de las fuerzas. Se puso de relieve que las fuerzas
pueden ejercerse o por contacto fisico directo o por accién a distancia y que las
fuerzas pueden ser interiores o exteriores al cuerpo que se considera. También
se hizo observar que la aplicacién de fuerzas exteriores va acompaifiada de fuer-
zas reactivas y que tanto las fuerzas aplicadas como las reactivas pueden ser
concentradas o distribuidas. Se introdujo ademas el principio de transmisibili-
dad que permite tratar las fuerzas como vectores deslizantes por lo que se refiere
a sus efectos exteriores sobre un cuerpo rigido. Utilizaremos estas caracteristicas
de las fuerzas para desarrollar el modelo analitico de un sistema mecanico-ais-
lado al cual se aplicaran las ecuaciones del equilibrio.

Se define un sistema mecénico como un cuerpo o grupo de cuerpos que
puede aislarse de los demas cuerpos. Dicho sistema puede ser un cuerpo nico
o una combinacién de cuerpos conectados. Los cuerpos pueden ser rigidos o no.
El sistema puede ser también una masa definida de fluido, liquido o gas, o una
combinacién de fluidos y sélidos. En Estatica, la atencién se dirige principal-
mente a una descripcién de las fuerzas que se ejercen sobre cuerpos rigidos en
reposo, si bien también se considera la Estatica de fluidos. Una vez decidido qué
cuerpo o combinacién de cuerpos hay que analizar, se aisla esté cuerpo o com-
binacién de cuerpos de todos los cuerpos que le rodean. Este aislamiento se
logra mediante el diagrama para sélido libre, que es una representacién esque-
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ACCION MECANICA DE LAS FUERZAS

[Tipo de contacto yorigen de las fuerzas.

Accién sobre el cuerpo que se aisla.

1. Cable flexible, correa.
cadena, o cuerda

Peso del cable
despreciable

La fuerza ejercida por un
cable flexible es siempre
una tensién dirigida hacia
_ afuera del cuerpo en la

Peso del cable [, T [ direccién del cable.
no despreciable ™
2. Superficies lisas AN, La fuerza de contacto es una

= compresién normal a la

N ~o superficie.
Las superficies rugosas
3. Superﬁcieg rugosas E.. pueden resistir una
.- / componente tangencial F
"R ~ (fuerza de rozamiento)

~
~YN . de la fuerza de contacto
resultante R.

4. Apoyo de rodillo.

Los apoyos de rodillo,
zapata, 0 bola, transmiten
una fuerza compresiva
normal a la superficie

de apoyo.

Collar o corredera que

puede moverse libremente
a lo largo de guias lisas;
puede resistir solamente
fuerza normal a la guia.

6. Conexién de pasador.

con sin

i libre gi. i Una conexién de pasador.
fgxro bre giro h'[:‘rearticulada\ Iibreme%te puede
» M resistir una fuerza de

}' cualquier direcciéon en el

plano normal al eje del
pasador. Un pasador que no
gire libremente podra
resistir también a un par,

7. Empotramiento o apoyo fijo.
A

Un empotramiento 6 apoyo
fijo puede resistir una fuerza
axial F, una fuerza
transversa V (fuerza
cortante), y un par M
(momento flector) para
impedir la rotacidén.

libre soldada

R M Una articulacién de rétula
libre resiste fuerzas de
cualquier direccién. Una
articulacién soldada puede

'R R también resistir un par.
y

R

Figura 27
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9. Atraccién de la La resultante de la atraccién
gravedad de la gravedad sobre todos
) G los elementos de un cuerpo
es el peso P y esta dirigido
‘ * { L L L P hacia el centro de la Tierra
pasando por el centro de
gravedad G.

10. Accién de un resorte Ihelictico La fuerza del resorte es una
Posicion FE"'"“‘ e tension si esta estirado

neutra F=kxF Yy una compresion si esta
% F comprimido. En un resorte
\}_>| P D» e_léséico éineallmeélte la
rigidez es la fuerza
\/\/\/\/\/\/ -—> necesaria para deformar
X X,
e = A

el resorte una distancia
unidad.

Figura 27 (continuacion)

mética del cuerpo o conjunto de cuerpos aislado en la que figuran todas las
fuerzas aplicadas a él por otros cuerpos que se consideran suprimidos. Solamente
después de haber trazado con cuidado dicho diagrama se podran llevar a cabo
los calculos de las diversas fuerzas.

Ser4 necesaria una ulterior descripcién de las caracteristicas de aplicacién
de las fuerzas antes de intentar trazar diagramas para sélido libre. En la figura
27 pueden verse los tipos corrientes de aplicacién de fuerzas a sistemas mecéni-
cos. En cada ejemplo se indica la fuerza ejercida sobre el cuerpo que se aisla
por el cuerpo que se suprime. La tercera ley de Newton, que establece la exis-
tencia de una reaccién igual y opuesta a toda accién, deberd cumplirse es-
trictamente.

En el ejemplo 1, se representa la accién de un cable, correa, cuerda o cade-
na flexibles sobre un cuerpo al cual esté unido. A causa de su flexibilidad, un
cable flexible no puede ofrecer resistencia a la flexién, cortadura o compresion,
por lo que ejerce una fuerza de tensién tangente al cable en su punto de amarre.
La fuerza ejercida por el cable sobre el cuerpo al que estd unido estd siempre
dirigida hacia fuera del cuerpo. Cuando la tensién T es grande frente al peso del
cable, éste puede suponerse que adopta forma rectilinea. Cuando el peso del ca-
ble no es despreciable frente a su tension, se hace importante la flecha del cable
y la tensién del cable cambia de direccién y magnitud a lo largo de su longitud.
En su punto de amarre ejerce una fuerza tangente a si mismo.

Cuando estin en contacto las superficies lisas de dos cuerpos, como en el
ejemplo 2, la fuerza que una ejerce sobre otra es normal al plano tangente a
ambas superficies y compresiva. Aun cuando las superficies reales no son com-
pletamente lisas, esta hipétesis esta justificada en la practica en muchos casos.

Cuando las superficies en contacto de los cuerpos son rugosas, ejemplo 3,
la fuerza de contacto no serd normal al plano tangente a las superficies, sino
que se podra descomponer en una componente tangencial o de rozamiento F y
una componente normal N.

Meriam(E) — 3
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El ejemplo 4 ilustra varias formas de apoyo mecénico que eliminan eficaz-
mente las fuerzas tangenciales de rozamiento; y en este caso la reaccién resul-
tante es normal a la superficie de apoyo.

El ejemplo 5 presenta la accién de una guia lisa sobre el cuerpo que so-
porta. No hay resistencia paralela a la guia,

El ejemplo 6 ilustra la accién de una conexioén por pasador. Dicha conexién
permite soportar una fuerza cuya direccién sea una cualquiera de las normales
al eje del pasador. Esta accién suele representarse en funcién de dos compo-
nentes rectangulares. Si la unién puede girar libremente alrededor del pasador,
s6lo se podra soportar la fuerza R. Si la unién no puede girar libremente, tam-
bién podrd soportarse un par resistente de momento M.

El ejemplo 7 muestra las resultantes de la distribucién un tanto compleja
de las fuerzas sobre la seccién de una barra o viga esbelta en un empotramiento
o soldadura.

La contrapartida tridimensional de la conexién por pasador es la unién por
rétula, ejemplo 8, que es capaz de soportar las tres componentes de una fuerza.
Si la rétula pivota libremente, s6lo podra soportar la fuerza R. Si no puede pi-
votar libremente, como ocurrirfa si estuviera soldada por la punta, también podré
resistir un par cuyo momento M tenga las tres componentes.

" Una de las fuerzas més corrientes es la debida a la atraccién de la gravedad,
ejemplo'9. Dicha fuerza afecta a todos los elementos de un cuerpo y esta distri-
buida, en consecuencia, por todo él. La resultante de las fuerzas de la gravedad
que se ejercen sobre todos los elementos es el peso P del cuerpo; pasa por el
centro de gravedad G, y est4 dirigido hacia el centro de la Tierra en el caso de
las estructuras ligadas a la Tierra. La posicién de G resulta, por lo general, evi-
dente a partir de la geometria del cuerpo, en particular cuando existen condi-
ciones de simetria. Cuando la posicién no resulta aparente de manera inmediata,
debera calcularse la situacién de G o determinarse experimentalmente. Son
aplicables consideraciones analogas en el caso de la accién a distancia de fuerzas
magnéticas y eléctricas. Estas fuerzas de accion a distancia tienen el mismo
efecto total sobre un cuerpo rigido que tendrian las fuerzas de igual magnitud,
direccién y sentido aplicadas por contacto externo directo.

En el ejemplo 10 se ilustra la accién de un resorte elastico (lineal) y de otro
inelastico (no lineal). La fuerza ejercida por un resorte elastico, sea tensién o
compresibn, estd dada por F = kx, donde k es la rigidez del resorte y x su de-
formacién medida a partir de la posicién neutral o de deformacién nula. La
linealidad de la relacién fuerza-deformacién describe igual fuerza para igual
deformacién durante el proceso de carga y de descarga del resorte. En el caso del
resorte ineldstico, la fuerza correspendiente a una deformacién dada es diferente
seglin se trate del proceso de carga o del de descarga.

Instamos al alumno a que estudie estas diez condiciones y las identifique
en: la resolucién de problemas de manera que puedan trazarse los diagramas para
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solido libre correctos, Las representaciones de la figura 27 no son diagramas
para solido libre sino, simplemente, elementos para la construccién de diagra—
mas para sélido libre,

Vamos a describir ahora el procedimiento completo para trazar un diagrama
para sélido libre que realice el aislamiento del cuerpo o sistema considerado. In-
tervienen los pasos siguientes.

Paso 1. Decidir claramente qué cuerpo o combinacién de cuerpos hay que
aislar. El cuerpo elegido contendra una o mas de las cantidades desconocidas
buscadas. :

Paso 2. Aislar el cuerpo o combinacién elegido mediante un diagrama que
represente por completo su contorno. Cuando el problema sea tridimensional,
puede dibujarse un esbozo tunico del contorno, o bien puede ser preferible una
representacién de dos de las tres vistas ortogonales del cuerpo. El esquema del
contorno deberd representar una superficie cerrada en el espacio, la cual define
el aislamiento del cuerpo de todos los demés cuerpos en contacto o que ejerzan
atracciones, los cuales se consideran suprimidos. Este paso es, quiz4, el mas
importante de todos. El alumno debera asegurarse siempre de que ha aislado
por completo el cuerpo antes de proceder al paso siguiente.

Paso 3. A continuacién se representan en sus posiciones apropiadas en el
diagrama todas las fuerzas que se ejercen sobre el cuerpo aislado por los cuerpos
suprimidos. El recorrido sistematico de todo el contorno revelard todas esas fuer-
zas. Se incluirdn los pesos donde sean apreciables. Las fuerzas conocidas se
representardn mediante flechas con su magnitud, direccién y sentido indicados.
Las fuerzas desconocidas se representaran mediante flechas con la magnitud o
direccién desconocida indicada con un simbolo. Si también se desconoce el
sentido del vector, puede suponérsele arbitrariamente. Los clculos revelaran una
magnitud positiva si el sentido supuesto era el correcto y una magnitud negativa
si el sentido supuesto era falso. Es necesario mantener las caracteristicas asignadas
a las fuerzas desconocidas a lo largo de todos los calculos.

Paso 4. Deber4n indicarse directamente sobre el diagrama los ejes coorde-
nados elegidos. También pueden representarse a voluntad las dimensiones geo-
métricas pertinentes. Sin embargo, téngase en cuenta que el diagrama para
sé6lido libre estd destinado a concentrar nuestra atencién sobre la accién de las
fuerzas exteriores y por tanto no conviene enredar el diagrama con una infor-
macién extrafia excesiva. Las flechas representativas de las fuerzas deben distin-
guirse claramente de toda otra flecha que pueda aparecer, para que no haya
confusién posible.

Una vez realizados los cuatro pasos anteriores se tendrd un diagrama para
sélido libre correcto y se habra despejado el camino a seguir para aplicar los
principios de la Mecénica, tanto en Estitica como en Dindmica.
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Muchos alumnos se sienten tentados a omitir del diagrama para sélido libre
ciertas fuerzas que a primera vista puede parecer que no son necesarias en los
célculos. Caer en esta tentacién conduce a cometer un gran error. Solamente con
un aislamiento completo y una representacién sistematica de todas las fuerzas
exteriores se pueden interpretar adecuadamente los efectos de todas las fuerzas
aplicadas y reactivas. Muy frecuentemente, una fuerza que a primera vista parece
no tener influencia sobre uno de los resultados buscados, resulta tenerla. Asi,
pues, el tnico procedimiento seguro es hacer que en el diagrama figuren todas
las fuerzas cuyas magnitudes no sean despreciables.

Hemos explicado con cierto detalle el diagrama para sélido libre a causa
de su gran importancia en Mecénica. El método del sélido libre asegura una
definicién precisa de un sistema mecénico y concentra la atencién sobre el sig-
nificado exacto y la aplicacién de las leyes de las fuerzas en Estatica y en Dina-
mica. E] método del sélido libre es tan importante que instamos al alumno a que
relea este apartado varias veces junto con su estudio de los diagramas tipo para
sélido libre presentados en la figura 28 y los problemas tipo que aparecen al final
del préximo apartado.

La figura 28 da cuatro ejemplos de mecanismos y estructuras junto con sus
diagramas para s6lido libre correctos. Para mayor sencillez se han omitido las
dimensiones y magnitudes. En cada caso se trata el sistema total como cuerpo
tnico, por lo que no aparecen las fuerzas internas, En la figura 27 se han repre-
sentado las caracteristicas de los diversos tipos de fuerzas de contacto que in-
tervienen en los cuatro ejemplos.

En el ejemplo 1 el reticulado est4 compuesto de elementos estructurales que,
tomados en conjunto, constituyen una estructura rigida. Asi pues, podriamos
sacar la estructura de sus apoyos y tratarla como cuerpo rigido. Ademés de la
carga exterior aplicada F, el diagrama para sélido libre deber4 comportar
las reacciones que se ejercen en A y B sobre el reticulado. La zapata B solo

uede soportar una fuerza vertical, la cual se transmite a la estructura en B
(ej. 4 de fig. 27). El pasador A (ej. 6 de fig. 27) es capaz de comunicar al re-
ticulado tanto una componente horizontal como una vertical de la fuerza. En este
ejemplo relativamente sencillo queda claro que la componente vertical A, debe
estar dirigida hacia abajo para evitar que el reticulado gire alrededor de B en
el sentido de las agujas del reloj. Ademas, la componente horizontal A, estard
dirigida hacia la izquierda a fin de evitar que el reticulado se mueva hacia la
derecha bajo la influencia de la componente horizontal de F. Si el peso total
de los miembros del reticulado fuese apreciable frente a F y a las fuerzas en
Ay B, se deberfan incluir los pesos de los miembros como fuerzas exteriores
en el diagrama para sélido libre.

En el ejemplo 2, la pluma AC se halla en equilibrio bajo la accién de fuer-
zas no coplanarias, por lo que serd un problema tridimensional. Se dan dos vistas
ortogonales de la pluma aislada, las cuales estin relacionadas por su dimen-
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DIAGRAMAS TIPO DE SOLIDO LIBRE

Sistema mecéanico.

Diagrama de sélido libre para el cuerpo aislado))

1. Reticulado plano.

El peso del reticulado se
supone
despreciable frente a F

A

F==

Ay

69

2. Pluma en el espacio
lx

Contacto liso en A.
Peso P

R,
El peso p de la Ry1‘ /T/B
pluma no es E
despreciable. A y T
e X\ B
e \¢ i \ Te
y -z R, j —_—____,
Rotula en A. 1 | i
P
)
X
3. Viga.

considerado como una sola unidad.

Se desprecia el peso
del mecanismo

4..Sistema rigido de cuerpos interconectados

F et

By

Figura 28
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~~%i6n z comun. La tensién T, aplicada por el cable a la pluma en su punto de
amarre B, tiene la direccion del cable (ej. 1 de fig. 27) y aparece en cada una
de las dos vistas. En la vista x-z, la flecha representa la componente o proyec-
cién de Ty en dicho plano, y lo mismo ocurre con la componente y-z en la
vista del plano y-z. La componente z de T es comin a ambas vistas. Andloga-
mente se representa la tension Tc. La r6tula en A (ej. 8 de fig. 27) es capaz de
ejercer las tres componentes de la fuerza de apoyo de la pluma tal como se
indica. El sentido adecuado de R. es evidentemente hacia la derecha para equi-
librar la accién de las componentes z de T3 y Tc. El sentido positivo de R, no
se puede determinar por simple inspeccién y lo asignaremos arbitrariamente.
También puede asignarse arbitrariamente el sentido positivo de R,, si bien en
este caso particular puede observarse que R, debe estar dirigida hacia arriba en
la vista y-z para evitar que la pluma gire alrededor de B en sentido antihorario.
Se completan los diagramas para sélido libre afiadiendo los pesos p y P. Si se
prefiere, puede dibujarse un solo diagrama para sélido libre tridimensional en
vez del par de diagramas bidimensionales.

En el ejemplo 3 se ha trazado el peso P pasando por el centro de gravedad
de la viga, el cual se supone conocido (ej. 9 de fig. 27). La fuerza ejercida por la
esquina A sobre la viga es normal a la superficie lisa de ésta (ej. 2 de fig. 27).
Si las superficies en contacto en la esquina no fuesen lisas, podria aparecer una
componente tangencial de la fuerza debida al rozamiento. Ademaés de la fuerza
aplicada F y del par M, en B existe una conexién de pasador que ejerce sobre
la viga tanto una componente x de la fuerza como una componente y. Los sen-
tidos positivos de dichas componentes se asignan de manera arbitraria.

En el ejemplo 4 el diagrama para solido libre del mecanismo total aislado
revela tres cantidades desconocidas para el equilibrio con las cargas dadas P y F.
Cualquiera de las multiples configuraciones internas para fijar el cable que lleva
a P seria posible sin afectar a la respuesta exterior del mecanismo en conjunto,
y este hecho lo pone de manifiesto el diagrama para sélido libre.

Los sentidos positivos de R, en el ejemplo 2, B, y B, en el ejemplo 3, y
B, en el ejemplo 4 han sido supuestos en los diagramas para sélido libre y la
correccién de las suposiciones se verd cuando se realicen los célculos en los
problemas reales, siendo correctas cuando los términos resulten con signo més
y erréneas en caso contrario.

El aislamiento del sistema mecénico considerado constituye un paso cru-
cial en la formulacién de su modelo matematico. Instamos de nuevo al alumno
a que preste una atencién especial a este paso. Antes de hacer uso directo del
diagrama para sélido libre en la aphcacmn de los prmmplos del equilibrio de
fuerzas en el apartado siguiente, serd 1til tener cierta practica inicial en el
dibujo de diagramas para s6lido libre. A tal fin, los problemas que siguen estan
destinados a proporcionar tal practica a través de ejemplos seleccionados senci-
llos y directos.
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3/1. En cada uno de los cinco ejemplos siguientes se presenta en el diagrama
de la izquierda el cuerpo que hay que aislar, mientras que a la derecha se indica
un diagrama para solido libre (DSL) incompleto del cuerpo aislado. Afnadir las fuer-
zas que sea necesario, en cada caso, para formar un diagrama para sélido libre com-
pleto. Los pesos de los cuerpos son despreciables a menos que se indique lo con-
trario. Por razén de sencillez se omiten las dimensiones y los valores numéricos.

Cuerpo

DSL incompleto

1. Palanca acodada que
soporta la carga P.

2. Palanca de mando
que aplica un
momento al eje O.

3. Mastil de peso P
cargado soportado
por losg dos vientos
desde el plano
horizontal y por
una rétula en A.

Tension
del cable.

L.

'
'

1

1

1

t

|

|

t
i
=

4. Cuévano uniforme
de peso P que se
apoya contra una
pared lisa vertical
¥y sobre un suelo
horizontal rugoso.

5. Soporte cargado fijol
mediante una
articulacion

de pasador en A

¥y un pasador fijo B
dentro de una
ranura lisa.

i‘\!
Carga L

Problema 3/1



3/2. En cada uno de los cinco ejemplos siguientes se presenta en el diagrama
de la izquierda el cuerpo que hay que aislar, mientras que a la derecha se muestra
un diagrama para solido libre (DSL) erréneo o incompleto. Haganse, en cada caso,
los cambios o adiciones que sea necesario para formar un diagrama para sélido
libre correcto y completo. Los pesos de los cuerpos son despreciables a menos que se
indique lo contrario. Por razén de sencillez se omiten las dimensiones y los valores

numéricos.

Equilibrio

Cuerpo

DSL erréneo o incompleto

1.
Apisonador de peso P
impulsado hacia arriba
de un plano inclinado
de angulo ¢.

2.
Palanca que levanta la
carga P de superficie ho-
rizontal lisa. La barra se
apoya sobre una
superficie horizontal
rugosa.

3.

iPoste uniforme de peso
P elevado a su posicion
por el torno. La
superficie horizontal
de apoyo tiene una
hendidura que evita el
deslizamiento del poste.

Hendidura

4,

Soporte angular de
estructura. Articulacio-
nes de pasador.

5

Varilla doblada soldada
al soporte en A y
sometida a dos fuerzas
¥y un par

\14
y//’\
F’

M

Problema 3/2
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3/3. Dibujar un diagrama para sélido libre completo y correcto de cada uno
de los cuerpos designados en los enunciados. Los pesos de los cuerpos sélo se con-
siderardn cuando se indique. Deben rotularse todas las fuerzas, conocidas o no.
(Nota: El sentido de algunas componentes de reaccién no puede determinarse siem-

pre sin calculo numérico.)

— .

——

1. Barra horizontal
uniforme de peso P
suspendida de un cable
vertical en A y apoyada
en B sobre una superficie
inclinada rugosa.

5. Carrete uniforme de peso P apoyado
sobre una superficie rugosa.

2. Rueda de peso P a punto
de rodar sobre el
obstaculo a causa de la
traccion F.

6. Barra inicialmente horizontal pero
sometida a flexién por la carga L.
Unida por pasador a soportes rigidos
por cada extremo.

3. Estructura cargada
soportada por un pasador
en A y por un cable
en B

7. Placa pesada uniforme de peso P
mantenida en un plano horizontal por
el cable C y los goznes A y B.
Todo el apoyo segin el eje de los
goznes lo proporciona el gozne A.

4. Barra uniforme de peso
P y rodillo de peso p
unidos. Sometidos al par M
: y apoyados en la forma
indicada.

8. Entramado total, poleas y cable que
han de aislarse como 5i constituyeran
una sola unidad.

Problema 3/3

¢
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15. Condiciones de equilibrio. El concepto de equilibrio se deriva de la
condicién en la cual las fuerzas que se ejercen sobre un cuerpo se contrarrestan.
Dicho de otra manera, el equilibrio es la condicién para la cual la resultante de
todas las fuerzas que se ejercen sobre un cuerpo dado es nula. En el apartado 12
se vio que el sistema de fuerzas mas general que pueda ejercerse sobre un cuerpo
puede expresarse mediante una fuerza resultante R y un par resultante M.
Luego, para que se contrarresten por completo las fuerzas y el cuerpo esté en
equilibrio, deberan satisfacerse las relaciones R = 0 y M = 0. Fisicamente, estas
ecuaciones vectoriales significan que en el caso de un cuerpo en equilibrio hay
tanta fuerza actuando sobre ¢l en un sentido como en el opuesto y que hay tanta
torsién o momento respecto a un eje actuando en un sentido como en el con-
trario. Como cada uno de los términos de estas dos relaciones representa, respec-
tivamente, una suma vectorial de todas las fuerzas exteriores ejercidas sobre el
cuerpo en cuestién y una suma vectorial de todos los momentos correspondientes,
se deduce que los requisitos para el equilibrio de un cuerpo cualquiera se pue-
den escribir en la forma

} 2F =0 SM=0. (]3

Nemrt

Estas ecuaciones vectoriales basicas expresan también el hecho de que el poli-
gono de fuerzas espacial debe ser cerrado, asi como el poligono espacial de mo-
mentos correspondiente.

Las ecuaciones 13 son condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio
completo. Son necesarias porque si no se cumplieran no podria haber compen-
sacién de las fuerzas o de los momentos. Son suficientes porque si se satisfacen
no puede haber descompensacién, con lo que queda asegurado el equilibrio.

En el tomo Dindmica se desarrollan las ecuaciones que relacionan fuerza
y aceleracién para el movimiento de un cuerpo rigido, a partir de la segunda
ley de Newton. Estas ecuaciones indican que cuando la resultante de las fuerzas
de un sistema est4 expresada por una fuerza tmica R que pase por el centro de
masa y un par de momento M, la aceleracién lineal del centro de masa del cuer-
po es proporcional a R y la velocidad de variacién del momento cinético respecto
al centro de masa es proporcional a M. Por tanto, la primera de las ecuaciones 13
no sélo seré aplicable a cuerpos en reposo, sino también a cualquier cuerpo cuyo
centro de masa se mueva con velocidad constante (aceleracién nula). Anéloga-
mente, la segunda de las ecuaciones 13 no sélo describe a un cuerpo en reposo,
sino también a uno que gire alrededor de su centro de masa con velocidad an-

gular constante. Aun cuando el tema de la Estatica se refiere, como su nombre
indica, a cuerpos que estin estaticos, es decir, que no tienen movimiento ni
variacién de su movimiento, al emplear las ecuaciones del equilibrio de la Esta-
tica habrd que admitir el caso de movimiento con velocidad lineal constante del
centro de masa y velocidad angular constante alrededor del centro de masa.
Para que un cuerpo esté en equilibrio total es necesario que se cumplan las.
dos ecuaciones 13. Sin embargo, estas ecuaciones representan dos condiciones
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independientes y cada una de ellas puede satisfacerse sin que la otra se satlsfaga
Si R=0y M=#0, el centro de masa del cuerpo o estara en reposo o se movera
con velocidad constante y el cuerpo sufre una variacién de su momento cinético.
En estas condiciones puede decirse que el cuerpo esta en equilibrio sélo en lo
que respecta a su movimiento lineal. En cambio, si R0 y M =0, el centro de
masa del cuerpo tiene aceleracién lineal, pero no hay variacién de su momento
cinético. Dicho cuerpo podria considerarse en equilibrio rotatorio. Si la acelera-
cién lineal de un cuerpo esta dirigida segiin el eje x, el cuerpo puede considerarse
en equilibrio en las direcciones y y z, ya que no hay aceleracién segin estas di-
recciones. No obstante, el término equilibrio se utiliza mas corrientemente para
describir un cuerpo que esté totalmente en reposo.

Las dos expresiones vectoriales de las ecuaciones 13 equivalen a seis ecua-
ciones escalares

EFx = O, EM.Z' 4= 0’
SF,=0, =M,=0, (14)
SF, =0, M, =0,

que expresan, simplemente, el hecho de que el equilibrio total requiere una
suma de fuerzas nula en las tres direcciones y una suma de momentos nula res-
pecto a tres ejes perpendiculares cualesquiera. Las ecuaciones 14 son inde-
pendientes. Cualquiera de ellas puede satisfacerse independientemente de las
otras. La aplicacién fidedigna de las ecuaciones del equilibrio se asegura me-
diante el diagrama para sélido libre, a partir del cual se obtienen las sumas ne-
cesarias de fuerzas y momentos.

Las aplicaciones de las ecuaciones 13 y 14 entran de manera natural en
ciertas categorfas que se reconocen facilmente. Dichas categorias de sistemas
de fuerzas que se ejercen sobre cuerpos en equilibrio son las que se resumen
en la figura 29 y se explican de la manera siguiente:

Caso 1. El equilibrio bajo la accién de fuerzas colineales sélo exige, eviden-
temente, la ecuacién de fuerzas en la direccién de éstas (direccién x), ya que
las demés ecuaciones se cumplen automiticamente.

Caso 2. El equilibrio de fuerzas coplanarias (que estan en un plano que to-
maremos como x-y) y son concurrentes en un punto O, exige solamente las dos
ecuaciones de fuerzas, ya que la suma de momentos respecto a O, es decir, res-
pecto a un eje z que pase por O, es necesariamente nula,

Caso 3. El equilibrio de fuerzas no coplanarias que concurran en un pun-
to O, exige las tres ecuaciones de fuerzas, pero ninguna de momentos ya que su
momento respecto a un eje cualquiera que pase por O y respecto a cualquier
otro eje, es nulo.

Caso 4. Elequilibrio de fuerzas en el espacio que corten a una recta, exige
todas las ecuaciones salvo la del momento respecto a dicha recta, la cual se cum-
ple automiticamente.
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CATEGORIAS DE SISTEMAS DE FUERZAS EN EQUILIBRIO

Dimen-

Categoria siones Figura [Ecuaciones independientes
. Colineales
1. Coline: 1D SF, =0
2, Concurrentes 2D
en un punto SF, =0
SF, =0
3. Concurrentes 3D / y
en un punto ~ I
- ZF,=0
k/
~ IF, =
~Ne Y
ZF,=0
4, Que cortan 3D
a una recta
2F, =0 ZMy=0
LF, =0 EM,=0
IF, =0
5. Paralelas 2D
!y IF, =0 EM,=0
L s
6. Paralelas 3D 1Y
L//" EFy =0 EMy=0
’ SN, M. =0
7. General 2D
EF =0 EM;=0
IF, =

Figura 29
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8. General 3D ‘
4
SFy=0 EM,=0
||<//x x x
\\2 IFy=0 IMy=0
TF, =0 IM,=0

Figura 29 (continuacion)

Caso 5. Elequilibrio de fuerzas coplanarias paralelas, exige la ecuacién de
las fuerzas en su direccién (direccién x) y una ecuacion de momentos respecto
a un eje (eje z) normal al plano de las fuerzas.

Caso 6. El equilibrio de fuerzas paralelas no coplanarias sélo exige la ecua-
cién de las fuerzas segin su direccién (direccién x) y dos ecuaciones de momen-
tos respecto a ejes (y y z) normales a la direccién de las fuerzas.

Caso 7. Elequilibrio de un sistema general de fuerzas coplanarias (en el
plano x-y), exige las dos ecuaciones de las fuerzas en el plano y una ecuacién
de momentos respecto a un eje (eje z) normal al plano.

Caso 8. El equilibrio de un sistema general de fuerzas en el espacio, exige
las tres ecuaciones de las fuerzas y las tres ecuaciones de los momentos,

En cada uno de los casos citados, salvo en el caso mas general 8, aquellas
de las seis ecuaciones de equilibrio que falten se satisfacen automaticamente en
virtud de la naturaleza del sistema de fuerzas particular. No es necesario apren-
derse de memoria los resultados consignados en la figura 29, ya que se deducen
ficilmente de la comprensién de las seis ecuaciones escalares del equilibrio y
de su aplicabilidad ilustrada en la figura 29,

Se presentan frecuentemente dos situaciones de equilibrio ante las cuales
ha de estar alerta el alumno. El primer caso es el equilibrio de un cuerpo bajo
la accién de dos fuerzas solamente. En la figura 30a pueden verse dos ejemplos
y es claro que para tal miembro de dos fuerzas las fuerzas deben ser de igual
magnitud, recta soporte y sentidos contrarios. La forma del miembro no debe
enmascarar este sencillo requisito. En los ejemplos citados se consideran des-
preciables los pesos de los miembros frente a las fuerzas aphcadas

El segundo caso es el equilibrio de un cuerpo bajo la accién de tres fuerzas
(fig. 30b).Como el tridngulo de fuerzas cerrado es plano, el problema es, necesa-
riamente, bidimensional. Ademas, las rectas soporte de las tres fuerzas deben
ser concurrentes. Si no lo fueran, una de las fuerzas ejerceria un momento resul-
tante respecto al punto de concurso de las otras dos, con lo que se violaria el re-
quisito de momento nulo respecto a un punto cualquiera. La tinica excepcién se
presenta cuando las tres fuerzas son paralelas. En este caso, el punto de concurso
estd en el infinito. El principio de la concurrencia de tres fuerzas en equilibrio
se utiliza mucho al resolver graficamente las ecuaciones de las fuerzas. En rela-
cién con esto, un cuerpo en equilibrio bajo la accién de mas de tres fuerzas puede
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Figura 30

reducirse a menudo a un miembro de tres fuerzas por combinacién de dos o mis
fuerzas conocidas.

Dada la frecuencia con que se presentan analisis de equilibrios de fuerzas
coplanarias, serd util ampliar el estudio de esta categoria mas all4 de lo visto en
el caso 7 de la figura 29. En el caso de equilibrio de un sistema de fuerzas co-
planarias, por ejemplo, en el plano x-y, los requisitos de equilibrio se reducen a

2F, =0, 2F, =0, EMo =0, (15)

donde M, representa la suma algebraica de los momentos de todas las fuerzas
que acttan sobre el cuerpo respecto a un eje paralelo a la direccién z y que pasa
por un punto cualquiera O del cuerpo o exterior al mismo, pero contenido en el
plano x-y. A esta suma se le llama, més frecuentemente, suma de los momentos
respecto al punto O.

Existen otros dos caminos para expresar las condiciones necesarias para el
equilibrio de fuerzas en dos dimensiones. Para el cuerpo de la figura 3la, si
IM, = 0 la resultante R, si existe, deber4 ser forzosameiite una fuerza que pase
por A. Si se cumple ahora la ecuacién XF, =0 donde la direccién x es total-
mente arbitraria, se deduce de la figura 31b que la resultante R, si existe, no s6lo
deberé pasar por A, sino que ademas debera ser perpendicular a la direccién x
seglin se indica. Si consideramos £M; = 0 siendo B un punto cualquiera tal que
la recta AB no sea perpendicular a la direccién x, es evidente que R debera ser
nula y por tanto el cuerpo estar4 en equilibrio. Entonces, otro sistema de ecuacio-
nes que expresa el equilibrio serd

3F, =0, SMy =0, SMg =0,

donde los dos puntos A y B no determinan una recta perpendicular a la direc-
cién x.

Una tercera formulacién de las condiciones de equilibrio ser la siguiente:
si 2M, = O para un cuerpo cualquiera, tal como el indicado en la figura 3lc, la
resultante, si existe, debera ser una fuerza R que pase por A. Ademas, si EMz =0,
la resultante, si existe, deberd pasar por B segin se indica en la figura 31d. Sin
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SM,=0

M, = 0 satisfechas SFi=0

}satisfechas

(a) )

SMy=0)__..
3 M, = 0 satisfechas ZMZ - 0} satisfechas

@ ®)
Figura 31

embargo, esta fuerza no podria existir si *M¢ = 0, si C no se halla alineado con

Ay B. Luego, las ecuaciones de equilibrio se podran escribir en la forma:
IMy=0, ZMp =0, ZM¢ =0,

donde A, B y C son tres puntos que no estan en linea recta.

Al final de este apartado, en la parte sefialada como de mayor dificultad,
se presenta un breve estudio de otros sistemas de ecuaciones de equilibrio corres-
pondientes a otras clases de sistemas de fuerzas.

Aun cuando las ecuaciones del equilibrio desarrolladas en este apartado son
condiciones necesarias y suficientes para establecer el equilibrio de un cuerpo,
no proporcionan necesariamente suficiente informacién para calcular todas las
fuerzas desconocidas que puedan ejercerse sobre un cuerpo en equilibrio, La su-
ficiencia reside en las caracteristicas de las restricciones al movimiento posible
del cuerpo debidas a sus apoyos. A dichas restricciones les llamaremos ligaduras
o vinculos, entendiéndose que impiden el movimiento. En el ejemplo 4 de la
figura 27, el rodillo, la bola y la zapata proporcionan una ligadura normal a la
superficie de contacto, pero no proporcionan ninguna que sea tangente a dicha
superficie. Por tanto no podran resistir a una fuerza tangencial, En el caso del
collar y de la corredera del ejemplo 5 la ligadura sélo es posible normal a la
guia, En el ejemplo 6 la conexién por pasador fijo proporciona ligadura en
ambas direcciones pero no ofrece resistencia a la rotaciéon alrededor del pasa- -
dor a menos que éste no pueda girar libremente. En cambio, el apoyo fijo del
ejemplo 7 ofrece ligadura contra la rotacion asi como contra el movimiento
lateral. En la rétula libre del ejemplo 8 se tiene ligadura contra el movimiento
en las tres direcciones, si bien no existe resistencia a la rotacién alrededor del
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centro de la bola. En cambio, en el caso de la conexion soldada también hay li-
gadura contra la rotacion.

Si se sustituyera la zapata que soporta el reticulado del ejemplo 1 de la
figura 28 por un pasador, como el existente en A, habrfa una ligadura mas de
las que se requieren para soportar una configuracién de equilibrio sin que se
derrumbe. Las tres ecuaciones de equilibrio (ec. 15) no serfan suficientes para
determinar las cuatro fuerzas desconocidas, pues no podria separarse A, de B,.
Estas dos componentes de las fuerzas dependerian de la deformacién de los
miembros del reticulado a causa de la accién de sus correspondientes propieda-
des elasticas. Las reacciones horizontales dependerian también de cualquier de-
formacién inicial que hubiera sido necesaria para ajustar las dimensiones de la
estructura a las de la base entre A y B. Refiriéndonos de nuevo 2 la figura 28,
si se soldara la conexién en A del ejemplo 2,se generarian otros dos momentos
desconocidos en A respecto a los ejes x e y, los cuales no podrian determinarse
mediante las ecuaciones del equilibrio de que se dispone sin conocer las caracte-
risticas de rigidez interna del material de la pluma. Ejemplos andlogos de méas
ligaduras que las necesarias para asegurar una configuracién estable de equili-
brio*los tendriamos con un pasador soldado en B en el ejemplo 3 y con una
conexién de pasador fijo en lugar del rodillo A del ejemplo 4.

Un cuerpo, o una combinacién rigida de elementos considerada como cuer-
po unico, que posea mas apoyos externos o ligaduras de las necesarias para man-
tener una posicidon de equilibrio se dice que es hiperestdtico o que esta estdti-
camente indeterminado. Los apoyos que puedan suprimirse sin destruir la po-
sicién de equilibrio del cuerpo se dice que son superabundantes. El nimero de
elementos soportantes superabundantes presente corresponde al grado de hiper-
estaticidad o indeterminacién estatica y es igual al nimero total de fuerzas ex-
teriores desconocidas menos el numero de ecuaciones de equilibrio independientes
de que se dispone. En cambio, los cuerpos soportados por el nimero minimo de
ligaduras necesario para asegurar una configuracién de equilibrio se denominan
isostdticos o estdticamente determinados y para dichos cuerpos las ecuaciones del
equilibrio son suficientes para determinar las fuerzas exteriores desconocidas.

Los problemas de equilibrio incluidos en este apartado y en todos los del
texto se reducen, generalmente, a cuerpos isostaticos en los que las ligaduras son
justamente las suficientes para asegurar una posicién estable y donde las fuer-
zas soportantes desconocidas pueden determinarse mediante las ecuaciones in-
dependientes del equilibrio de que se dispone. No obstante, con este breve es-
tudio queremos advertir al estudiante de que antes de intentar resolver un pro-
blema de equilibrio se asegure de la naturaleza de las ligaduras. Sabremos que
un cuerpo es hiperestatico cuando hayan mas reacciones exteriores incognitas
que ecuaciones independientes de equilibrio. disponibles para el sistema de
fuerzas que se tenga. Siempre conviene contar el nimero de fuerzas incégnitas
que se ejercen sobre un cuerpo dado y asegurarse de que puede escribirse un
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numero igual de ecuaciones independientes; de otro modo podriamos desperdi-
ciar tiempo y esfuerzo en intentar una solucién imposible con auxilio de las ecua-
ciones del equilibrio solamente.

En el apartado 16 se desarrolla con mayor detalle la cuestién de la adecua-
cién de las ligaduras. Sin embargo, el desarrollo completo del andlisis de cuer-
pos o estructuras hiperestaticas se sale de los fines de este libro de Estatica, por
lo que sélo se hara referencia ocasionalmente a dichos problemas.

Una de las observaciones més ttiles en la aplicacién de las ecuaciones del
equilibrio lo constituye una eleccién expeditiva de los ejes de referencia, espe-
cialmente del eje de momentos. En general, la mejor eleccién de eje de momen-
tos serd la que tome como tal aquél por el que pase mayor nimero de fuerzas
desconocidas. Frecuentemente es necesario resolver sistemas de ecuaciones de
equilibrio, pero puede reducirse mucho la labor inherente si se elige con cui-
dado el sistema de ejes.

Los problemas tipo del final del apartado ilustran la aplicacién de los dia-
gramas para solido libre y de las ecuaciones de equilibrio a problemas tipicos
de la Estdtica. Se insta al estudiante a que elabore en detalle dichos ejemplos
antes de proseguir con la resolucién de problemas. Se le recomienda insistente-
mente que cada aplicacién importante de un principio de la Mecanica vaya prece-
dida de un enunciado simbélico del principio o ecuacién rectora que intervenga.
En los problemas tipo, dichos enunciados se escriben entre corchetes a la iz-
quierda de los célculos y sirven como recordatorio de la justificacién de cada
paso importante, Ademas, las recomendaciones dadas en el apartado 7 serén
muy valiosas para el estudiante, especialmente en este momento en que empieza
a formar su habito de abordar la solucién de problemas técnicos.

v v v Y v

Para el sistema general bidimensional de fuerzas del caso 7 de la figura 29
se desarrollaron otras ecuaciones del equilibrio. También pueden escribirse otras
para los demas sistemas de fuerzas consignados en la figura 29 y vamos a citar
algunos ejemplos sin efectuar un estudio completo de ellos. El lector podra for-
mular por si mismo los métodos y la demostracién con mayor detalle.

Para las fuerzas colineales del caso 1, debe quedar claro que en vez de la
ecuacién unica de las fuerzas puede utilizarse una ecuacion de momentos res-
pecto a un punto A cualquiera que no esté sobre la recta soporte de las fuerzas.

Para las fuerzas coplanarias concurrentes del caso 2, en vez de las dos ecua-
ciones de las fuerzas pueden utilizarse ecuaciones de momentos respecto a dos
puntos diferentes que no estén en linea recta con el punto de concurso O.

Para el equilibrio de fuerzas concurrentes no coplanarias, caso 3, se pueden
escribir ecuaciones de momentos respecto a tres ejes no paralelos elegidos de tal
manera que una recta que pase por el punto de concurso O no pueda cortar
a los tres ejes.
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Para el equilibrio de fuerzas en el espacio que corten a una recta, caso 4,
se podran sustituir las ecuaciones 3F, = 0 y 3F, = 0, del sistema de cinco ecua-
ciones citado, por dos ecuaciones de momentos respecto a ejes paralelos al eje x,
IM4; =0y ZMp; = 0 y que pasen por dos puntos A y B situados sobre una
recta que no corte al eje x.

Para el equilibrio de fuerzas paralelas coplanarias, caso 5, las ecuaciones
de las fuerzas y de los momentos se pueden sustituir por ecuaciones de mo-
mentos respecto a dos puntos que no determinen una recta paralela a la di-
reccién de las fuerzas.

En el caso 6 del equilibrio de fuerzas paralelas no coplanarias, otro siste-
ma de ecuaciones independientes consistirda en dos ecuaciones de momentos
respecto a ejes paralelos al eje y que pasen por dos puntos A y B que no estén
en un plano paralelo al x-y, mis una ecuacién de momentos respecto al eje z,
0 sea, EM,, =0, ZMp, =0y ZM,.=0.

En el caso 8 del sistema general de fuerzas en el espacio, los sistemas de
ecuaciones, que no sean los citados, suelen ser algo mas complicados que los de
las categorias anteriores. Podemos describir uno de dichos sistemas con ayuda
de la figura 32 en la que se ven tres puntos no alineados A, B y C situados en
el interior, en el exterior, o sobre la superficie del cuerpo al cual estd aplicado
el sistema de fuerzas, Para mayor sencillez, tomemos A como origen de coor-
denadas y el eje x dirigido segin AB, tomando el plano x-y de manera que
contenga C. Si existiera resultante, podria representarse mediante una fuerza
resultante R que pase por A y el par correspondiente M. Si se cumplen las
ecuaciones My, = 0, My, =0 y ZM,y =0, eliminarian la posible existen-
cia de My pero no restringirian R a este punto. Afnadiendo los requisitos
My, =0 yZMp,= 0si se eliminarian todas las posibilidades de existencia
de R salvo para la posicién a lo largo de AB. La ecuacion SMc,. = 0 elimina-
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Figura 32

ria esta posibilidad y aseguraria que R =0. Asi pues, el nuevo sistema de
ecuaciones seria

SM,, =0  SMy, =0  SMy =0
SMg; =0 SMs, =0 ZMc,=0.
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También debemos mencionar que las ecuaciones de equilibrio son validas
para un sistema de ejes coordenados no ortogonales. Para las sumas de fuerzas
y de momentos pueden utilizarse tres ejes de coordenadas cualesquiera que no
sean paralelos. Sin embargo, para mayor simplicidad geométrica, suele ser mas
conveniente la utilizacién de sistemas de ejes coordenados cartesianos rectan-
gulares.

Problemas tipo

3/4. Determinar la tensién T en el cable de soporte y la fuerza que se ejerce
sobre el pasador situado en A, de la gréa de la figura. La viga AB es una viga en
I de 45 cm que pesa 90 kg/m de longitud.

Solucién algebraica. Evidentemente, el sistema es simétrico respecto al plano
vertical O-O visto desde un extremo, por lo que podra analizarse el problema como
de equilibrio de un sistema de fuerzas coplanarias. El diagrama para sélido libre de
la viga es el indicado en la parte ¢ de la figura con la reaccién del pasador en A
descompuesta en sus dos componentes rectangulares. El peso de la viga es de
90 X 5 = 450 kp y esta aplicado a su centro. Al aplicar la ecuacién del momento
respecto A es mds sencillo considerar los momentos de las componentes x e y de T
que calcular la distancia de A a T. Asi

=M, = 0] (T cos 25°) 0,225 + (T sen 25°) (5 — 0,10)
— 1000(5 — 1,35 — 0,10) — 450(2,5 — 0,10) = 0,

de donde T =2039 kp Resp.

Igualando a cero la suma de las fuerzas segtn las direcciones x e y se tiene

[ZF, = 0] A, — 2039 cos 25° = A, = 1847 kp
[ZF, = 0] A, +2039 sen 25°—450— 1000 =0 A, =8625 kp
[A=VAZ+ A0 A =+1847% + 862,52 A =2038 kp Resp.

Solucién grdfica. Para la solucién grafica se utiliza el principio de que tres fuerzas
en equilibrio deben ser concurrentes, componiendo las dos fuerzas verticales conocidas
de 450 kp y 1000 kp que dan asi una fuerza de 1450 kp colocada en la forma
que se indica sobre el diagrama del s6lido libre modificado de la viga en la parte b de
la figura. La posicién de esta carga resultante se puede determinar grafica o algebraica-
mente. La interseccién de la fuerza de 1450 kp con la linea de accién de la tensién T
desconocida define el punto de concurso O por el que debe pasar la reaccion A del
pasador. Las magnitudes desconocidas de T y A pueden determinarse ahora constru-
yendo el poligono cerrado de fuerzas en equilibrio. Una vez.trazada a escala la carga
vertical conocida, como se indica en la parte inferior de la figura, por el extremo del
vector representativo de la fuerza de 1450 kp se traza una recta cuya direccién sea
la de T. Analogamente, por el origen de la fuerza de 1450 kp se traza una recta cuya
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direccién sea la de la reaccién A del pasador determinada por el concurso establecido
por el diagrama del sélido libre. La interseccion de las rectas representativas de los

o
i
I
]
(o]
T
25°
X ——— _.ﬁli._%.
1 1
A
v 450 kp l
: 1000 kp
;’ (a) Diagrama de sélido libre
0
>k
- ~
4 =" | 2
S g '
M/ ' L ]
—_ ___la, J{ !
450 kp { 1000 kp
145V0 kp
1450 kp

(b) Solucién grafica
Problema 3/4
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vectores T y A determina las magnitudes de T y A que son necesarias para hacer
nula la suma vectorial de las fuerzas. Estas magnitudes pueden medirse directamente
del diagrama que esta trazado a escala. Las componentes x e y de A se pueden cons-
truir, si se quiere, sobre el poligono de fuerzas.

El estudiante debe reconocer que el poligono se inicia con las fuerzas conocidas .
primeramente y que el orden de adicién de los dos vectores restantes es indiferente.

3/5. Se aplica una fuerza de 50 kp a la manivela del torno en la forma que se
indica. El cojinete A soporta el empuje (fuerza en la direccién del eje del arbol) mien-
tras que el cojinete B soporta solamente la carga radial (carga normal al eje del arbol).
Determinar el peso P que puede soportarse y la fuerza radial total ejercida por cada
cojinete sobre el arbol.

Solucién. El sistema es claramente tridimensional sin ejes ni planos de simetria,
por lo que habrd que analizar el problema como el de un sistema general de fuerzas
no coplanarias. Para ilustrar este método utilizaremos una soluciéon con escalares, si
bien serfa igualmente satisfactoria una solucién que utilizase la notacién vectorial
(v. prob. tipo 3/6). El diagrama para el sélido libre correspondiente al arbol, manive-
la y tambor considerados como constituyentes de un cuerpo tnico, se representa me-
‘diante sus tres proyecciones. ortogonales.-La fuerza aplicada’de 50 kp se resuelve segin
sus tres domponentes 'y en cadaiuno de’estos esquemas pueden verse dos de estas com-

" ponentes. Pueden verse los sentidos ¢orrectos de A, y B, si se observa que la resultante
de las dos fuerzas de 17,7 kp ejerce un momento de sentido opuesto al de las agujas
del reloj respecto A. Los sentidos correctos de A, y B, no pueden determinarse hasta
haber obtenido los médulos de los momentos, por lo que podran asignarse arbitraria-
mente. La proyeccion x-y de las fuerzas de los cojinetes se indica por una flecha ondu-
lada por ser desconocida su direccién. La adicién de A, y P completa los diagramas
para s6lido libre, Obsérvese que las tres secciones representan tres problemas bidimen-
sionales relacionados por las correspondientes componentes de las fuerzas.

De la proyeccién x-y

[ZM, = 01 10P—25x433=0 P=1083 kp Resp.

De la proyeccién x-z

[EM, = 0] 15B, + 17,5 x 17,7—25 x 17,7=0 B, =885 kp

[ZF, = 0] A, +885—177=0 A,=885kp

La proyeccién y-z da,

=M, = 0] 15B, + 17,5 x 43,3—25 x 1083 =0 B, = 130 kp
[XF, = 0] A, +130—433—1083=0 A, =216kp
[EF,=0] A, =177 kp

Las fuerzas radiales totales sobre los cojinetes resultan ser

(4, = VAZ + 47 4, = VEE)EF (21,6)2 = 23,3 kp Resp.
(B = VBZ+ B?] B = /(8857 + (130)2 = 130,2 kp Resp.
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radial
Cojinete
empuje

Problema 3/5

3/6. La estructura tubular soldada estd unida al plano horizontal x-y mediante
una rétula situada en A y se apoya en el anillo con holgura situado en B. El cable CD
impide la rotacién en torno a la recta AB cuando se aplica la carga de 500 kp y la es-
tructura es estable en la posicién representada. Despréciese el peso de la estructura
frente a la carga aplicada y determinese la tension T del cable, las reacciones en el
anillo y las componentes de la reaccién en A.

Solucién. El sistema es evidentemente tridimensional sin ejes nj planos de sime-
tria, por lo que habrd que analizar el problema como uno de sistema general de
fuerzas en el espacio. Utilizaremos una solucién que emplee métodos vectoriales, a
fin de ilustrar este método mas general, en contraste con el método escalar utilizado
en el problema tipo 3/5. Se dibuja el diagrama para sélido libre en el cual se ha

. representado la reaccién del anillo en funcién de sus dos componentes. Sumando mo-

mentos respecto al eje AB pueden eliminarse todas las incégnitas menos T. La direc-
cién de AB est4 especificada por el vector unitario n = %(Sj + 4k). El momento de T
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respecto AB es la proyeccién sobre AB del momento respecto al punto A. Asi pues,
el. momento de T respecto AB esta dado por r; X T - n. Anilogamente, el momento
de la carga aplicada F respecto AB es r» X F - n. Las expresiones vectoriales de
T, F, r; y r2 son

T . . .
= 55 — 12k), F = 500jkp,
T r_-185(41+1 ) ) kp

ry = —2i+ 5im, ro = 5i 4+ 12k m,

donde CD = /185 m.

La ecuacién de momentos se convierte ahora en

[EMas=0]  (—20+5)x \/%3 (4 + 5§ — 12K) - 13 + 4K)

+ (5i + 12k) x (5005) + 3(3j + 4k) = 0.

Efectuando las operaciones se tiene

192T .
— =222 410000 = 0, T=1708% .
/188 + P Resp

Las componentes de T son, pues,

T, = 208kp T, = 260 kp T, = —625kp

Problema 3/6
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Las incégnitas restantes se encuentran ficilmente por sumas de momentos y sumas -
de fuerzas, de la manera siguiente,

[ZM, = 0] 500(5) — 9B, — 260(6) = 0, B, = 104,4 kp Resp.
[EM, = 0] 9B, — 500(12) — 260(12) = 0, B, = 1013 kp Resp.
[ZF, = 0] A, + 104,4 + 208 = 0, A, =—312 kp Resp.
(ZF, = 0] A, + 500 + 260 = 0, A, = —T760 kp Resp.
[ZF, = 0] A, + 1013 — 625 = 0, A, =—388 kp Resp.

Los signos negativos de las componentes de A indican que tienen sentidos contrarios
a los elegidos como positivos.

Al escribir la expresion del momento de T respecto A, podia haberse empleado
el vector de A a C en vez del r;. La ventaja del empleo de la notacién vectorial en
este problema estd en la libertad de tomar momentos directamente respecto a un eje
cualquiera. En este problema, esta libertad nos permite elegir un eje que elimina
cinco de las incognitas.

Problemas

3/7. La bola lisa homogénea pesa
50 kp y descansa sobre el plano in-
clinado 30° en A, apoyandose contra
la superficie vertical en B. Calcular
las fuerzas de contacto en A y B.

Resp. A = 57,7kp, B=289kp

Problema 3/7

3/8. ¢Con qué fuerza F debe tirar
el hombre de la cuerda para mante-
ner el peso de 250 kp en la posicion
de la figura?

Problema 3/8
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3/9. La viga uniforme de 5,4 m
pesa 250 kp y estd cargada en el pla-
no vertical por las fuerzas paralelas
que se indican. Calcular las reaccio-
nes en los apoyos de rodillo A y B.

Resp. A = 208 kp, B = 658 kp

3/10. Si se fija el tornillo B de la
mordaza para madera de manera que
los dos bloques se hallen sometidos
a una compresiéon de 500 N, deter-
minar la fuerza en el tomnillo A.

3/11. Una basculita estd constitui-
da por una placa suspendida en A
de un eslabén que actta de aguja
indicadora. La béscula se inclina se-
gun sea el peso colgado del gancho
situado en B. Cuando est4 descarga-
da, AB es horizontal. La béascula
pesa 113,4 g sin contar la aguja y su
centro de gravedad se halla a 5,6 cm
de A. El peso del gancho es despre-
ciable. Determinar el 4ngulo 6 que
girard la béscula al colgar del gan-
cho un peso de 170 g.

Resp. 6 = 53° 8’

300 kp

i l

0,6 B 0,6
m m
1,8 m—->‘<1'2

Problema 3/9

15 cm—>l¢10 cm"l

Problema 3/10

Problema 3,11

100 kp

200 kp

1,2 m

)
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Problema 3 12

Problema 3,13

Problema 3/14

3/12. Determinar la tensién T del
cable que se indica en la combina-
cién de poleas que soporta el peso P.

* 3/13. Determinar la fuerza F que

debe ejercer sobre la cuerda el obre-
ro de 90 kg para sostenerse a si mis-
mo. {Qué fuerza R ejerce el hombre
sobre el asiento?

Resp. F=18kp, R="T72kp

3/14. Como comprobacién del
equilibrio del avién, cada una de sus
tres ruedas se cColoca sobre una
biscula, midiéndose las siguientes
fuerzas: A = 2530 kp, B = 2565 kp,
C = 395 kp. ‘Calcular las coordena-
das x-y del certro de gravedad del

avién,
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3/15. Las dos varillas estan so!da-
das perpendicularmente una a otra y
estin soportadas por sus extremos
mediante hilos verticales A, B y C,
formando la varilla mis larga un 4n-
gulo 8 con el plano horizontal x-y.
Si el material de las varillas pesa
50 kp por metro de longitud, calcu-
lar la tensién de cada hilo.

Resp. T, = T1kp, Tz = 30kp,

3/16. Las mandibulas de la llave
abierta son de acero templado liso
y, para el grosor dado de la llave,
pueden soportar hasta 750 kp de
fuerza concentrada contra la aris-
ta de la cabeza exagonal de un tor-
nillo sin que se dafie la superficie.
Calcular la fuerza maxima F corres-
pondiente a un brazo de palanca de
30 cm que pueda aplicarse sin peli-
gro a la llave. Supdngase que entre
la cabeza del tornillo y las mandi-
bulas de la llave hay un huelgo muy
pequerio. Resp. F = 69 kp

3/17. Un anillo uniforme de peso
P y radio r lleva un peso excéntrico
p situado a una distancia b del cen-
tro y estd colocado sobre un plano
inclinado que forma un angulo a con
la horizontal. Si las superficies son
suficientemente rugosas para evitar
el deslizamiento, escribir la expresién
de 6 que defina la posicién de equi-
librio.

Equilibrio

Problema 3/16

Problema 3/17
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* 3/18. Para originar una tensién
T = 400 N en la barra de mando ver-
tical hay que aplicar al pedal de la
palanca acodada una fuerza vertical
F. Determinar las correspondientes
reacciones en los cojinetes A y B.
Resp. A=184N, B=424N

T =400 N

Problema 3/18

3/19. Si es despreciable el peso
de la pluma frente a la carga L,
hallar la fuerza F que se ejerce sobre
la rétula A y demostrar que F es
constante para todos los valores de 6.
Determinar el valor limite de F cuan-
do 6 tienda a 90°.

Problema 3/19

3/20, Un avién de reaccién que
pesa 8 toneladas vuela horizontal-
mente a una velocidad constante de
960 km/h sometido a un empuje de
2000 kp por parte de sus motores.
Si el piloto aumenta el consumo de
combustible para lograr un empuje de
2500 kp y encabrita el avién para
mantener una velocidad constante de
960 km/h respecto al aire, determi-
nar el angulo 0 que forma con la
horizontal la nueva linea de vuelo.
Nétese que la resistencia del aire en
la linea de vuelo a la altura particu-
lar considerada sélo es funcién de la
velocidad respecto al aire.



3/21. Una esfera homogénea lisa
de peso-P descansa sobre la acana-
ladura en V y no puede rodar a cau-
sa del contacto que tiene con la su-
perficie vertical lisa A que es normal
al plano x-y de simetria. Determinar
la expresién de la fuerza de contac-
to R entre la esfera y cada cara de
la acanaladura.

Resp. R = 2P/3

3/22. El poste uniforme de 9 m
pesa 75 kp y apoya sus extremos
lisos contra las paredes verticales,
siendo T la tensién del cable vertical
que lo soporta. Calcular las reaccio-
nes en Ay B.

Resp. A=B =16,7kp

3/23. El dispositivo de la figura
consta de dos rodillos de radio r so-
bre los que pasa una cinta flexible,
de espesor despreciable, sometida a
las dos tensiones T. Escribir la ex-
presion de la fuerza de contacto R
entre la cinta y las superficies pla-
nas soportantes en A y B. La accién
tiene lugar en el plano horizontal,
por lo que no intervienen los pesos
de los rodillos y de la cinta.

3/24. Calcular el momento del
par M necesario para hacer que la
rueda de 40 kg ruede hacia arriba
del plano inclinado. Determinar tam-
bién la fuerza de contacto R en A.
La superficie del plano inclinado es
suficientemente rugosa para impedir
el deslizamiento.

Resp. M = 600 cmkp, R =40 kp

Egquilibrio

# Vista de la
acanaladura
en V desde
un extremo

———x
Horiz, . .

Problema 3 21

8,2m

Problema 3 22

Problema 3/24
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Problema 3/25

Problema 3/26

Problema 3,27

Equilibrio

3/25. Sustituir el par M del pro-
blema 3/24 por la fuerza horizontal
F y calcular su valor necesario para
hacer rodar la rueda de 40 kg hacia
arriba del plano inclinado. Determi-
nar también la fuerza de contacto R
en A. No se produce deslizamiento.

3/26. El miembro articulado se
utiliza para accionar un dispositivo de
pasador que fije un gran remolque a
su chasis. Si se precisa una tensién
T=400N en la barra de mando
horizontal para empujar la varilla de
presion en C, estimar mediante una
solucién vectorial la fuerza que so-
porta el pasador A.

3/27. La llave de gancho de la
figura se utiliza para hacer girar co-
Hares y ejes. Si se precisa un momen-
to de 90 cm N para hacer girar el
collar de 20 cm de didmetro alrede-
dor de su centro O bajo la accién

- de la fuerza aplicada F, determinar la

fuerza de contacto R sobre la super-
ficie lisa en A. El encaje del pitén
en B puede considerarse efectua-
do en la periferia del collar.

Resp. R=1180N



3/28. Un gran tambor simétrico
para secar arena esti accionado por
un motor con engranaje tal como el
representado en la figura. Si la arena
pesa 750 kp y el pifién A del motor
suministra al engranaje del tambor
una fuerza media entre dientes de
290 kp normal a las superficies en
contacto en B, calcular el des-
plazamiento medio ¥ del centro de
gravedad de la arena respecto a la
linea central vertical. Despreciar todo
rozamiento en los rodillos sopor-
tantes. Resp. # = 21,8 cm

3/29. La estructura para el lanza-
miento de un cohete de prueba y el
cohete de su interior tienen un peso
combinado de 700 000 kp con centro
de gravedad en G. Determinar el
valor de equilibrio de la fuerza que
se ejerce sobre el eje del pasador en
A para la posicién en la cual x = 6 m.
Resuélvase graficamente.

3/30. El soporte ligero ABC ests
articulado libremente en A y estd
vinculado por el pasador fijo B que
penetra en la ranura lisa. Calcular la
fuerza R que soporta el pasador A
cuando se somete el soporte a] par
de sentido horario de 90 cm-N en C.

Equilibrio

Detalle del contacto
en B

Problema 3,28

Problema 3,30
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Problema 3, 31

Problema 3/32

Problema 3/33.

Equilibrio

500 N

/e-30°

+ 3/31. Se sustituye el par de
90 ecm-N del problema 3/30 por la
fuerza horizontal de 500 N aplicada
al soporte ranurado en la forma que
se indica. Calcular la fuerza que so-
porta el pasador A. Las superficies
de la ranura son lisas.

Resp. A=810N

3/82. La cinta magnética someti-
da a una tensién de 10,0 N en D
pasa por las poleas guia y por la ca-
beza borradora C con celeridad cons-
tante. A consecuencia de un pequefio
rozamiento en los cojinetes de las
poleas, la cinta en E se halla sometida
a una tension de 11,0 N. Determinar
la tension T en el muelle soportante
B. La placa es horizontal y estd mon-
tada sobre un soporte de precisiéon
de aguja en A.

Resp. T=10,7N

'8/33. El motor de la perforadora
para plantar postes suministra un par
de 500 m-N a la broca. El brazo B
puede deslizar libremente por dentro
de la guia cilindrica C pero no pue-
de girar alrededor del eje horizontal
de C. Si el conjunto puede girar al-
rededor del eje vertical de la montu-
ra D, determinar la fuerza ejercida
contra la rueda trasera derecha por el
bloque A (0 A’) que impide la ro-
dadura del camién desfrenado.



3/34. La armadura rigida ABCDE
soporta las cargas aplicadas que se
indican. Despréciese el peso de la ar-
madura y determinese la reaccién en
D y la fuerza en CF.

3/35. La barra uniforme con ro-
dillos en sus extremos pesa 100 kp
y se mantiene en equilibrio en la po-
sicién indicada gracias a la cuerda
horizontal CD. Determinar la reaccion
en B escribiendo una sola ecuacién
de equilibrio. Hallar la tensiéon T de
CD escribiendo una sola ecuacién de
equilibrio, sin que intervenga la reac-
ci6n en B. Obtener la reaccién en A
por simple inspeccién

Resp. B=433kp, T = 433kp,
A = 100 kp

3/36. La losa uniforme de hormi-
gén que se ve de perfil pesa 25 to-
neladas y se lleva lentamente a la
posicion vertical por accién de la
tensién T’ del cable elevador. -Calcu-
lar la tensién T del cable de anclaje
horizontal para la posicién en que

= 60° utilizando una sola ecuacién
de equilibrio,

Meriam(E) — 4

Equilibrio

-qm
2500 kp

97
2500 kp

A 45 m @B 45m C

Vi

2500 /2 kp

Problema 3/34

Problema 3/35

Problema 3/36
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3
2500 kp

Problema 3/37

Problema 3/39

3/87. El reticulado pesa 8000 kp
y soporta las dos cargas que se in-
dican. Si. la reaccién en el soporte
de rodillo B es de 25.000 kp, determi-
nar la distancia horizontal a del cen-
tro de gravedad del reticulado a AB.
Hallar también la fuerza total so-
portada por el pasador A.

Resp. a = 6,45m, A = 30450kp

3/38. El peso de la estructura ri-
gida ABCDE es pequefio frente a la
carga de 12 toneladas que soporta.
Calcular la fuerza en el tirante hori-
zontal de B y la soportada por el
pasador " A,

/3/ 39. El miembro OBC y la polea C
pesan en conjunto 250 kp, teniendo
el centro de gravedad en G. Calcu-
lar la fuerza soportada por el pasa-
dor O cuando se aplica la carga de
150 kp. El collar A sélo puede pro-
porcionar apoyo en la direccién ho-
rizontal, Resp. O = 672,5kp



3/40. Determinar la longitud I si
el peso P mantiene en la correa una
tensién T especificada para la posi-
cién que se indica, Despreciar el peso
del brazo y de la polea central fren-
te a P. Hallar también la fuerza R
que soporta el pasador O,

3/41, El dispositivo representado en
seccién puede soportar la carga L a
distintas alturas colocando la ufia C
en otro diente a la altura deseada en
la columna vertical D. Determinar la
distancia b a la que habrd que co-
locar la carga para que los dos rodi-
llos A y B soporten fuerzas iguales.
El peso del dispositivo es desprecia-
ble frente a L.

Resp. b = 25,83 cm

¢ 3/42. El gato de un remolque con-
siste en dos segmentos de forma es-
piral montados uno al eje de cada
rueda y que pueden hacerse descen-
der por debajo de dicho eje. Se tira
hacia adelante del remolque que
rodard sobre el segmento espiral de
dimensién radial creciente. El roza-
miento con el suelo impide el desli-
zamiento en el punto de contacto.
Determinar, para una espiral de 4n-
gulo 6 constante entre la linea radial
y la tangente a la curva, la expresién
de la fuerza F de traccién, que se
ejerce sobre el punto de enganche A,
necesaria para elevar el remolque so-
bre los dos segmentos del gato. El
peso total del remolque es P y su

centro de gravedad esta en G.
Pc

Resp. F = — e
P cetgd +d—>b

Equilibrio

Problema 3/42




Problema 3/44

Equilibrio

Problema 3/45

3/43. La viga en I y los soportes
terminales simétricos pesan en con-
junto 750 kp y estin apoyados en la
forma que se indica. Determinar el
par M que habria que aplicar para
reducir la reaccién en B a la mitad
del valor que existiria si no se apli-
cara par alguno. Las superficies de
contacto en B son lisas.

3/44. Cuando a la llave de tuercas
de la figura se le aplica una fuerza de
300 N en la forma que se indica, la
rueda no gira a causa de la fuerza
de rozamiento que se ejerce entre ella
y el suelo. Utilizando solamente una
ecuacién de equilibrio, determinar la
componente horizontal O, de la reac-
cién ejercida sobre la rueda por el
cojinete fijo en O. Analizar la llave
y la rueda como si constituyeran un
cuerpo Tnico.

Resp. O, =3510N

3/45. Las correderas que mantie-
nen al proyectil en contacto con la
rampa de lanzamiento deslizan por
las ranuras en T del carril guia. En
una prueba estitica de un proyectil
se fija al carril Ja corredera A pero
no la B. Si el proyectil pesa 1600 kp
estando en G su centro de gravedad
y si el empuje estético es de 2200 kp,
determinar la fuerza que soporta la
clavija que une el proyectil a la corre-
dera B.



;
!

La pluma OC de la gra lunar pesa

Equilibrio 6 01 .

3/46. Una embarcacién experimen-
tal estd equipada con cuatro hidro-
alas (hidrofoil), dos a cada lado, en
la forma que se indica. La embar-
cacién tiene un peso total P y su
centro de gravedad est4 en G. La hé-
lice aérea proporciona el empuje. La
razén de la sustentacién al freno es n
para cada ala. La sustentacién es la
fuerza vertical que soporta cada ala
y el freno es la resistencia horizontal Problema 3/46
al movimiento a través del agua. Es-
cribir, para un empuje E dado de
la hélice, la expresién del freno F
sobre cada una de las dos alas de-

lanteras.
R F ! (P+E d+h)
esp. F= — _—
P 4n b

3/47. El tractor con neumaticos de
goma de la figura pesa 15 000 kp, su
centro de garvedad esti en G y se
utiliza para empujar o arrastrar car-
gas pesadas. Determinar la carga P
que puede arrastrar a una velocidad
constante de 4,75 km/h subiendo una
pendiente del 15 %, si la fuerza motriz
ejercida junto a la tierra sobre cada
una de sus cuatro ruedas es €l 80 % de
la fuerza normal bajo la rueda corres- Problema 3/47
pondiente. Hallar, también, la reac-
ciéri normal Ny bajo el par de rue-
das traseras B.

Resp. P = 9650kp, Ny = 14100 kp

3/48. El refugio lunar est4d fabri-
cado de aluminio y pesa 240 kp al
salir de la fibrica de Los Angeles.

48 kp en fabrica y su centro de gra-
vedad esta a la mitad de su longitud.
Determinar la fuerza F en el cilindro
hidraulico AB de la gria en la po-
sicién representada en que estd colo-
cando el refugio sobre la superficie
lunar. Recuérdese que la gravedad
lunar es 1/6 de la terrestre. Problema 3/48
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3/49. La pluma horizontal unifor-
me pesa 160 kp y estd soportada por
los dos cables contenidos en el plano
vertical x-y y por la rétula situada
en O. Calcular las tensiones T, y T,
de los cables.

-
\
\
>
/
/
3

Problema 3/49

3/50. La pluma horizontal unifor-
me pesa 160 kp y estd soportada por
los dos cables anclados en By C
por la rétula en O. Calcular la ten-
sion T del cable AC.

Resp. T = 89,25 kp

'8/51. Un eje flexible funciona en
el interior de un tubo rigido do-
blado de la manera que se indica y
soportado en A y B. En A, el soporte
puede deslizar libremente en la di-
recciéon y pero puede ejercer una
fuerza de ligadura conira el tubo en
la direccién z. El orificio del sopor-
te B es algo mayor que el tubo, de
forma que tiene contacto en los ex-
tremos C y D. Determinar las fuer-
zas de contacto en C, D y A mien-
tras funciona el eje a velocidad cons-
tante bajo la accién del par indicado
de momento 25 m-N. Una revolucién
en ¢l extremo de aplicacién origina
una revolucién en el extremo de uti-
lizacién, y con rozamiento desprecia-
ble el momento del par 1til es igual
al del par aplicado. Despréciense los
pesos del eje y del tubo.

Problema 3/51 Resp. A= 100N, C =522N,
D =559N

oblema 3/50




¢ 3/52. El doblador de barras con-
siste en una palanca accionada a
mano que gira alrededor del eje O
y que lleva dos rodillos curvadores
en Ay O que pueden girar libremen-
te alrededor de sus ejes. La barra de
125 cm se sujeta entre las mor-
dazas C. Si para la posicién indicada
hay que aplicar a la empufiadura una

fuerza de 300 N, calcular las fuerzas’

correspondientes que se ejercen so-
bre la palanca en Ay en O. Para la
configuracién especificada, el valor
de 6 es 48° 11",

Resp. A = 2615N, O = 2335N

3/538. La barra esbelta uniforme
de longitud I tiene un peso P y estd
soportada en el plano vertical por
los dos rodillos y el hilo horizontal
en la forma que se indica. Deter-
minar, para una posicién dada defi-
nida por 6, la tensién T del hilo y
las reacciones de los rodillos sobre la
barra en A y B expresadas en fun-
cion de I, h, 6 y P. Despreciar la
anchura de la barra y el radio del
rodillo B. El centro de gravedad de
la barra estd més al exterior que el
rodillo B.

3/54. El bloque rectangular uni-
forme se apoya sobre su arista A y
estd soportado por la tensién hori-
"zontal T de la cuerda amarrada a la
arista diagonalmente opuesta. Si la
componente tangencial (horizontal)

de la fuerza de contacto en A no.

puede superar el 20% de la compo-
nente normal de ésta sin que se pro-
duzca deslizamiento, calcular el valor
minimo de 6 que pueda mantenerse,
habiendo equilibrio, al ir aflojando
gradualmente la cuerda conservan-
dola siempre horizontal.

Resp. Opyin. = 41° 387

Equilibrio

Problema 3/53

Problema 3,54
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3/55. Se utiliza la palanca para
estirar un alambre largo B sin supe-
rar su limite de elasticidad. La rigi-
dez total del alambre es k = EA/I
donde E es el médulo de Young (fuer-
za/alargamiento del material del
alambre),A es el area de la seccién
recta del mismo y I es su longitud
total cuando no estd estirado. Si la
longitud [ del alambre es grande, se

Problema 3/55 puede suponer que éste permanece
horizontal durante el movimiento de
. la palanca. Si se quiere estirar 30 m

de alambre de acero de galga N.° 10
(didmetro 2,59 mm y 4rea de la sec-
cién recta 52,7(107°) cm?), determi-
nar el valor maximo de la fuerza F
y el valor correspondiente de 6 si co-
mienza el estiramiento en © = 0.
Calcular la fuerza cortante Q que ha
de soportar el pasador O en esta

3m _ 45 cmR condicién de méximo.
2 j;;m e Resp. 5"—’5"'11:532(18 Nab=n/4,
3m
3m /] %
3m ¢,<\° 3/56. Si se aumenta en 4 tonela-
) L das la carga L de la gria, calcular
A * h60°\ B el correspondiente incremento AA de
TR ; la fuerza a que se halla sometido el
pasador A.
Problema 3/56 Resp. AA = 5,66 toneladas

3/57. Dos placas rectangulares,
cada una de las cuales pesa 400 kp
estin articuladas por su arista comtn
y soportadas por un cable central y
cuatro cables simétricos amarrados a
los vértices de la manera indicada.
Calcular la tensibn T, en el cable
central de 90 cm y la tensién T en
cada uno de los cables que van a los
vértices.

Problema 3/57



3/58. Si el anclaje B del cable
AB del problema 3/50 se colocase
a 1,2 m del plano vertical -z en vez
de a 1,8m, manteniéndose invaria-
das las demas condiciones, calcular la
tensién T del cable AC.

Resp. T ="T714kp

3/59. Determinar la fuerza en
cada uno de los miembros del tripo-
de. Cada uno de ellos est4 sujeto por
sus extremos mediante rétulas y pue-
de soportar tensién o compresién,
Pueden despreciarse los pesos de los
miembros.

Resp. A = 1020,5 N tensién
B = 430,5 N compresién
C = 634,5 N compresién

3/60. La trampa de acceso en el
piso horizontal es una placa rectan-
gular uniforme que pesa 90 kp y estd
engoznada por sus vértices A y B. El
cilindro hidriulico CD abre y cierra
la trampa. Determinar la fuerza so-
portada por cada gozne para la po-
sicién de 60° representada.

Resp. A =28,5kp, B=355kp

Equilibrio

Problema 3/59

Problema 3,60

(105
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'/3/ 61. El disco circular uniforme
de radio I/2 esta suspendido por dos
hilos de longitud ! unidos a dos pun-
tos de un plano horizontal separados
una distancia . El disco y el peque-
o eje que pasa por su centro tienen
en conjunto un peso P. Determinar
la altura h que debe elevarse el disco
para alcanzar la posicién de equili-
brio correspondiente al par M apli-
cado al eje. ¢Cudl es el valor de M
cuando h tiende a IP

e h=1 (1=A1— (7))
“p-B=IT Pl

Pl
Para h— 1, M= ——2—

Problemz'i 3.6l

3/62. Si el peso del mastil es des-
preciable frente a la carga aplicada
de 1500 kp, determinar las dos ten-
siones T; y T, de los cables y la fuer-
za A que se ejerce en la rétula A,

Resp. T, = 2290 kp
T, = 1333,5kp
Problema 3 62 A =2210kp

g L /' 3/63. La pluma de acero de 5,4 m

o B 1' o S pesa 300 kp y tiene su centro de gra-

Z . vedad en su punto medio. Estd so-

: portada por una rétula en A y por

i los dos cables sometidos a las ten-

, siones Ty y T,. El cable que soporta

e A la carga de 1000kg pasa por una

o polea situada en B y estd amarrado

en F al plano vertical x-y. Calcular

la tensién T, utilizando una sola ecua-
cién de equilibrio.

Resp. T, = 1007 kp

=) %‘n;
. ~~

1000.kg
Problema 3,63
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3/64. El mastil pesa 150 kp y estd
soportado en A por una rétula. Calcu-
lar la tensién T, cuando se aplica a F
la fuerza horizontal de 500 kp.

Problema 3/64

3/65. El miembro rigido ABC esti
unido a la superficie vertical x-y me-
diante una rétula en A y estd sopor-
tado por los cables BE y CD. Po-
demos despreciar el peso del miem-
bro frente a la carga de 2500 kp que
soporta. Existe una posicién D en la
ranura horizontal por la que debe
pasar y fijarse el cable para que el
miembro mantenga la posicién indi-
cada, Hallar x.

Resp. x = 2,25m

Problema 3/65



Problema 3 66

Equilibrio

4 3/66. Un anuncio rectangular de
bandera pesa 100 kp, estando el cen-
tro de gravedad en el centro del rec-
tangulo. El apoyo contra la pared en
¢l punto C puede tratarse como ré-
tula. En el vértice D se tiene apoyo
solamente en la direccién y. Calcular
las tensiones T; y T, de los cables
soportantes, la fuerza total que se so-
porta en C y la fuerza lateral R que
se soporta en D.
Resp. T,;=23535kp T,=439kp
R =6,45kp C=1783kp

43/67 Desarrollar otro sistema de
ecuaciones independientes que sean
necesarias y suficientes para estable-
cer el equilibrio de un sistema de
fuerzas concurrentes en un punto y
no coplanarias. (V. caso 3 de fig. 29.)

4 3/68. Desarrollar otro sistema de
ecuaciones independientes que sean
necesarias y suficientes para estable-
cer el equilibrio de un sistema de
fuerzas no coplanarias que corten
todas a una recta. (V. caso 4 de
figura 29.)
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16. Adecuacién de las ligaduras. En el apartado anterior se aplicaban
las ecuaciones de equilibrio a diversos cuerpos isostaticos, es decir, que sélo
tenian el nimero minimo de apoyos necesarios para establecer o mantener una
posicién de equilibrio, permitiendo en consecuencia el célculo de todas las
fuerzas exteriores incOgnitas a partir de las ecuaciones de equilibrio. Se indico
que la introduccién de mas soportes de los necesarios para mantener una posi-
cién de equilibrio fija daba lugar a una condicién de superabundancia de los
apoyos, en cuyo caso las ecuaciones de equilibrio ya no constituian criterios
suficientes para la determinacién de todas las reacciones de apoyo desconoci-
das. La determinacién de la adecuacién o inadecuacién de los apoyos para
mantener un cuerpo en una posiciéon de equilibrio suele poderse hacer por sim-
ple inspeccibén, pero en muchas ocasiones sera necesario plantear la cuestién de
la adecuacién por medio de criterios analiticos. Por tanto, habrid que examinar
mis detalladamente la naturaleza de las ligaduras soportantes.

La posicion de un cuerpo en el espacio esta descrita por sus coordenadas,
medidas respecto a una cierta base de referencia conveniente. El nimero de
coordenadas independientes necesarias para especificar por completo la posicién
de un cuerpo se conoce con el nombre de grados de libertad del cuerpo. Asi,
una corredera confinada a moverse en una ranura fija tiene un solo grado de
libertad, ya que para determinar su posicién la unica cantidad que necesita-
mos es la medida de su distancia a lo largo de la ranura. Un cuerpo que gire
alrededor de un eje fijo tiene un solo grado de libertad que es su posicion
angular alrededor del eje. Un cuerpo rigido confinado a moverse en un plano
dado puede tener como méximo tres grados de libertad, representados por
dos coordenadas lineales en el plano que definan la posicién de un punto par-
ticular cualquiera del cuerpo y por un angulo que especifique la posicién rota-
toria del cuerpo respecto a dicho punto. Un cuerpo rigido en el espacio tiene
seis grados de libertad correspondientes a sus seis movimientos posibles: movi-
miento lineal en las direcciones x, y, z, por ejemplo, y movimiento angular al-
rededor de ejes de direcciones %, y, z.

Para llevar un cuerpo al equilibrio debera haber al menos una fuerza de
ligadura, o su equivalencia, para cada grado de libertad que tenga el cuerpo
a fin de fijar el cuerpo contra posibles movimientos debidos a desequilibrios
de fuerzas impuestos. Sin embargo, una posicién de equilibrio no queda ase-
gurada simplemente por la existencia de un ntmero de ligaduras igual al nu-
mero de grados de libertad, porque la disposicién geométrica de las ligadu-
ras es también un factor determinante, segin vamos a ver. En el caso bidi-
mensional, en donde la posicién del cuerpo esti confinada a un plano dado,
ser4 necesario tener al menos tres reacciones de ligadura para asegurar la fijeza
completa del cuerpo. Se ilustra esta condicién en la figura 334, en donde el
cuerpo rectangular estd4 inmovilizado por dos enlaces que fijan un vértice y por
un tercer enlace que evita que el cuerpo gire alrededor del vértice fijo. Se
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impiden asi todos los movimientos posibles en el plano resultante de fuerzas
aplicadas cualesquiera (no representadas) y queda asegurada su inmovilizacién.
Cada uno de los enlaces se trata como miembro de dos fuerzas capaz de aplicar
fuerza al cuerpo solamente en la direccién del enlace. La ligadura que propor-
cionan los dos enlaces del vértice es el modelo equivalente a una articulacién
de pasador o gozne, la cual puede ofrecer ligadura en las dos direcciones nor-
males al eje del pasador.

No hay limite para el nimero de configuraciones de los enlaces restrictivos
que mantengan la inmovilizacién del cuerpo. Sin embargo, existen dos casos
particulares en los que la configuracién de los tres enlaces sélo produce inmo-
vilizacién parcial y por tanto la posicién de equilibrio no es perfectamente rigi-
da. El primer caso lo tenemos cuando los enlaces son concurrentes (fig. 33b) y
se ve que esta disposicion permite una pequefia rotacion inicial del cuerpo antes
de que la oblicuidad inducida del tercer enlace respecto a su posicién inicial
en que no actia proporcione las fuerzas de ligadura necesarias para evitar el
movimiento ulterior. El segundo caso de ligadura parcial lo tenemos cuando
los tres enlaces sean paralelos (fig. 33c). En este caso se podra producir un pe-
quefio movimiento vertical sin resistencia inicial. Cada uno de los cuerpos par-
cialmente vinculados que acabamos de presentar es hiperestatico.

Si se afiade un cuarto. enlace para vincular un cuerpo bidimensional que ya
esté en condicibn de inmovilizacién total con tres enlaces (fig. 33d), habra
entonces mas apoyos de los necesarios para mantener la posicién de equilibrio
y el enlace 4 resulta superabundante. Con el cuarto enlace colocado, el cuer-
po es hiperestatico.

En el caso tridimensional, el modelo esquemitico es el bloque rectangular
presentado en la figura 34a, el cual representa una configuracién del ntme-
ro ilimitado de posibles configuraciones de seis enlaces restrictivos que produ-
cirdn una inmovilizacién total del cuerpo cuando esté sometido a cargas aplica-
das (no representadas). En este caso el vértice A estd inmovilizado por los tres
enlaces 1, 2 y 3, que corresponderian a la inmovilizacién que proporciona una
articulacién de rétula. El enlace 4 impide la rotacién alrededor del eje AB;
el 5 impide la rotacién alrededor de AC; y la pequefia rotacién posible restante

(a) (b) (c) (d)

Inmovilizacién total Inmovilizacién incompleta Inmovilizacion incompleta Inmovilizacién excesiva
Ligaduras adecuadas Ligaduras parciales Ligaduras parciales Ligadura superabundante

Figura 33
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alrededor de AD la impide el enlace 6. No es posible inmovilizar por com-
pleto el cuerpo con menos de seis enlaces restrictivos o de sus equivalentes.
Al igual que en el caso bidimensional, existen dos situaciones especiales en
las cuales la configuracién de los enlaces restrictivos sélo proporciona inmovili-
zacién parcial y por tanto la posicién de equilibrio no es perfectamente rigida.
En la figura 34b puede verse un ejemplo del primer caso en el cual los enlaces
o sus prolongaciones cortan todos a la recta comin AE. Como las fuerzas indu-
cidas en los enlaces restrictivos pasan todas por AE, este sistema de ligaduras
no ofrecera inicialmente resistencia contra el momento respecto a AE que pu-
dieran inducir las cargas aplicadas. Por tanto se podra producir una pequefia
rotacién inicial alrededor de AE y ¢l cuerpo sélo estaria parcialmente vincula-

2

<’

(b) Inmovilizacién incompleta

~x Ligaduras parciales

(a) Inmovilizacién total
Ligaduras adecuadas

2|
L=y

(c) Inmovilizaecién incompleta (d) Inmovilizacién incompleta
Ligaduras parciales Ligaduras parciales

e
(e) Inmovilizacién excesiva
Ligadura superabundante

-Figura 34
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do. En las figuras 34c y d se presentan dos ejemplos del segundo caso de liga-
dura parcial, en donde los enlaces restrictivos estdn en planos paralelos. En la
parte ¢ de la figura el bloque puede experimentar en la direccién y un peque-
fio movimiento sin ligadura. En la parte d de la figura, en donde todas las fuer-
zas de ligadura son paralelas, el cuerpo podria efectuar pequefios movimien-
tos no restringidos segin las direcciones y y z, normales a los enlaces, antes
de que la angularidad inducida en éstos sea suficiente para evitar el ulterior
movimiento, Con seis ligaduras, los cuerpos representados por las figuras 34b,
¢ y d son hiperestaticos.

Si a un sistema de seis ligaduras adecuadamente situadas para inmovilizar
totalmente en el espacio un cuerpo rigido se le anadiera una séptima ligadura,
como se indica en la figura 34e, se habrian proporcionado mas apoyos de los
necesarios para mantener la posicion de equilibrio y el enlace 7 serfa superabun-
dante. Con dicho séptimo enlace colocado, el cuerpo seria hiperestatico.

Teniendo presente los anteriores ejemplos de configuraciones de ligaduras
que determinan la inmovilizacidn, vamos a desarrollar un criterio analitico que
determine la adecuacién de las ligaduras. Consideremos el cuerpo rigido gené-
rico en el espacio, con seis enlaces restrictivos, representado esquematicamente
en la figura 35. Segin se ha sefalado, la posicién de dicho cuerpo se puede de-
terminar especificando la situacién de un punto conveniente cualquiera del
cuerpo, tal como el P, y la orientaciéon angular del cuerpo respecto a P. Vamos
a utilizar este concepto para expresar el movimiento posible de cada uno de
los puntos en donde se unen al cuerpo los enlaces restrictivos. La situacion
respecto a la referencia fija x-y-z del punto de amarre A del enlace n, que re-
presenta a uno cualquiera de los seis enlaces, es simplemente

p=R+rn.

Supongamos que el cuerpo gira un pequefio é4ngulo A@ alrededor de un eje
que pase por P. Esta rotacién puede expresarse por medio del vector A@=
=iA0, 4+ jAS, + kAP, donde se toma como direccién del vector la del eje
de rotacién y su sentido esti determinado por la regla de la mano derecha.®
A consecuencia de dicha rotacién, el punto A sufrird un pequefio movimiento
segiin un arco al que corresponde Ar,, representado en el dibujo de la dere-
cha de la figura 35, de magnitud igual al radio r, sen o multiplicado por el an-
gulo A8 expresado en radianes, o sea A8(r,sen a), donde A9 tiende a cero en
el limite. En forma vectorial, este movimiento se escribe Ar, = A@X r, Si P
sufriera, ademds, un pequefio corrimiento dado por el vector AR —=ilx 4

# Las rotaciones finitas no pueden escribirse en forma de vector, pero si las infinitesimales.
Como A® es una rotacion pequenia que, en el limite, podemos considerarla infinitesimal, sera
permisible su representacion por un vector.
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~ N
\\\"\ Ar,
==
Pl
/

Figura 35
+ jAy + kAz, el cambio de posicién correspondiente del punto A resultante
de ambos movimientos en conjunto seria

Ap = AR + A0 xr, .

Pero el punto A estd vinculado por el enlace n de manera que, si A tuviera
algén movimiento, éste deberia ser perpendicular al enlace n, cuya longitud
permanece invariable. Si es 8, = isy; -~ Js,y + Ks,, un vector unitario de la di-
reccién del enlace n, el movimiento Ap no podra tener componente alguna en
la direccién de s,.

Asi pues

Ap +8, =0.
La restriccién de todo posible movimiento de A resulta ahora ser
(AR + ABxr,) s, =0.

Sustituyendo los anteriores vectores por sus componentes i, j y k, desarrollan-
do y reagrupando términos, resulta:
Snz Ax + Sny Ay + Sup Az + (rnysnz — FnaSny) Ad, + (FazSne — TnoSnz) Aay

+ (rnwsny - rnysm:) Ad, =0 (16)
donde n=1234,56.
En el caso general, habran seis ecuaciones lineales homogéneas de este tipo,
una para cada uno de los puntos de amarre de los seis enlaces restrictivos equi-
valentes. Estas ecuaciones contienen los seis corrimientos incognita Ax, Ay,
Az, Ab;, A0, Af,. Evidentemente, el cuerpo se hallard totalmente vinculado
en una posicién fija si se anulan los seis corrimientos, es decir, si

Ax = Ay = Az = A0, = A, = A6, = 0.

De la teoria de ecuaciones lineales homogéneas sabemos que si el determinan-
te D de los coeficientes de las incognitas de las ecuaciones 16 no es nulo, todas

7’
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las incégnitas son cero. Reciprocamente, si el determinante fuese nulo las in-
cégnitas no deberian tener todas el valor cero y serfan posibles los corrimientos.
En consecuencia, el ensayo para la adecuacién de las ligaduras que propor-
cionen una inmovilizacién total podemos enunciarlo de la manera siguiente:

Ligaduras adecuadas para inmovilizacién total si D 0.
Ligaduras inadecuadas para inmovilizacién total si D = 0.

Rara vez serd necesario resolver un determinante de sexto orden, ya que
suele ser posible la simplificacién de las ecuaciones. Por ejemplo, si fuera evi-
dente que un punto del cuerpo estuviera fijo, como seria el caso de una articu-
lacién de rétula, podria utilizarse este punto como punto de referencia P, lo
que eliminaria automaticamente Ax, Ay, y Az, reduciéndose en consecuencia
el determinante a uno de tercer orden.

En el caso de cuerpos no inmovilizados por ligaduras fijas, otras fuerzas
actuantes son equivalentes a las de ligadura. Por ejemplo, en un avién que vuele
con velocidad constante, las fuerzas reactivas aerodindmicas, en contraste con
las fuerzas propulsoras aplicadas, serian equivalentes a las ligaduras soportantes
de una estructura fija.

Problemas tipo

3/69. Determinar si las ligaduras impuestas al bloque cibico son adecuadas para
asegurar una posicién completamente fija. ’

Solucién. Como origen de coordenadas y como punto de referencia P se toma
la interseccién de los enlaces 1 y 2. Como Ax y Ay son necesariamente cero en las
seis ecuaciones (16) y como s;, = s5, = 0 en el punto P, los tnicos términos no nulos
que aparezcan se hallarin en las ecuaciones escritas para n =23, 4, 5 y 6.

Por simple inspeccién de la figura se ve que las componentes de s, y r, son

(n=3) 532 =0 S3y =0 S3, = —1 r3e=0 r3, =0 r3,=b
(n=4) S4=0 Sy = —1 54.=0 ras =0 reyy=>b re=b
(n=25) S5 = 0 S5y = —1 §5,=0 rse=b rsy=5b rs; =0
(n=6) Seo= —1 s, =0 Sgz = 0 ree=b rey=0 re,=5b.

En las ecuaciones (16) vemos que el determinante de los coeficientes de las cuatro
ecuaciones restantes sera

(4z)  (46;) (A6,) (46y)

(n=23) -1 0 0 0
(n=4) D= b 0 0
(n=5) o 0 —b
(n=26) 0 -b 0
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en donde se ha indicado la identidad de los términos de cada fila y de cada colum-
na. Simplificando este determinante se tiene

0 b
D= —b’ ‘: —~b(—=b%) = b3,

b 0

Como D # 0, las incégnitas Az, A6,, Af,, y A8, son idénticamente nulas ade-
més de Ax y Ay, con lo que podemos afirmar que el cubo se encuentra soportado
en una posicién fija. Por tanto, los soportes estin situados adecuadamente para ase-
gurar una inmovilizacién total.

\\X

Problema 3/69

Problemas

3/70. Demostrar formalmente que
la viga est4 vinculada adecuadamen-
te para soportar la carga que se
indica.

Problema 3 70

3/71. La placa plana se halla con- = o
finada al plano representado y est4 T M
sometida al par M = 100 cm-N. De-
mostrar formalmente que los tres en-
laces soportantes mantienen la placa a1 =

en una posicién fija, |
4em —

Problema 3/71
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L

Problema 3/72

Problema 3 73

3/72. Si se conocieran la carga L
y las dimensiones de la estructura,
indicar qué célculos podrian hacerse
referentes a las fuerzas de ligadura
en A y B, utilizando solamente ecua-
ciones de equilibrio.

3/73. En la figura puede verse
una coleccién de placas rectangula-
res y sus ligaduras, todas confinadas
al plano de representacién. Las pla-
cas podrian someterse a diversas car-
gas conocidas aplicadas en el plano
de la placa, Identificar las placas que
pertenecen a cada una de las cate-
gorias siguientes.

(A) Inmovilizacién total con el
nimero minimo de ligaduras
adecuadas.

(B) Inmovilizacién parcial con li-
gaduras inadecuadas.

(C) Inmovilizacién total con liga-
duras superabundantes.

(D) Inmovilizacién parcial con
ligadura superabundante.

(E) Inmovilizacién parcial trans-
formada en inmovilizacién
total tras un pequefio movi-
miento debido a la carga.

(F) Inmovilizacién parcial con
un gran movimiento posible.



3/74. La armadura espacial
ABCDEF, consistente en un conjunto
de 13 barras interconectadas, estd
sometida a las cargas L y P. Probar
si las ligaduras son adecuadas o ina-
decuadas para mantener la armadu-
ra en su posicién,

3/75. Resolver el problema 3/74
habiendo eliminado el enlace en B
de direccién x y sustituyéndolo por
un enlace soportante en B de direc-
cién y.

Resp. Apoyo adecuado

3/76. Demostrar por simple inspec-

cién que cada uno de los bloques cu-
bicos no estd vinculado totalmente.
Identificar el movimiento que podria
producirse al someterlos a cargas e
indicar una nueva colocacién posible
de una de las ligaduras que asegure
la inmovilizacién total.

3/77. Si los enlaces restrictivos
equivalentes de un cuerpo rigido se
hallan todos en planos que tengan
una recta de interseccién comin,
demostrar que el cuerpo estd vincu-
lado inadecuadamente.

| Examinar analiticamente la
adecuacién o inadecuacién de las li-
gaduras del bloque ctbico que se
indica, Resp. Apoyo inadecuado.

Equilibrio

(a)

(¢)
Problema 3 76

b

Problema 3/78

(d)







4 Estructuras

17. Estructuras. En el capitulo 3 centramos nuestra atencion en el equili-
brio de un solo cuerpo rigido o en un sistema de miembros conectados que, al
considerarlo en conjunto, se analizaba como un solo cuerpo rigido. En tales pro-
blemas, se empezaba por trazar un diagrama del sélido libre para este cuerpo tni-
co en el que se pusieran de manifiesto todas las fuerzas exteriores al cuerpo y lue-
go se aplicaban las ecuaciones del equilibrio para fuerzas y momentos. En el ca-
pitulo presente se enfoca la atencién hacia la determinacion de los esfuerzos inte-
riores en una estructura, es decir, a las fuerzas de accidn y reaccién entre los
elementos 0 miembros enlazados. Se llama estructura a todo sistema de miem-
bros unidos entre si y construido para soportar con seguridad las cargas a él
aplicadas. En el anlisis de esfuerzos de las estructuras, es necesario desmembrar
la estructura y analizar por.separado los diagramas del s6lido libre de los distintos
miembros o combinacicnes de miembros a fin de determinar los esfuerzos inte-
riores en la estructura. Este andlisis requiere la aplicaciéon cuidadosa de la tercera
ley de Newton, que establece que cada accién va acompafiada de una reaccion
igual y de sentido opuesto. Trataremos sobre el analisis cargas en vigas y de
tres tipos de estructuras: armaduras, entramados y maquinas. En este estudio
sélo consideraremos estructuras estdticamente determinadas, o isostdticas, es
decir, estructuras para las cuales las ecuaciones estaticas de equilibrio, ecuacio-
nes 136 14, son condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio.

El alumno que domine el procedimiento basico desarrollado en el capitulo 3
para definir sin ambigiiedad el cuerpo que se considera, construyendo un diagra-
ma para sélido libre correcto, no tendra dificultad en el andlisis de las estructu-
ras isostaticas. El analisis de armadura, entramados y miquinas y de vigas some-
tidas a cargas concentradas constituye una aplicacién directa de la materia
desarrollada en el capitulo anterior.

18. Armaduras planas. Un entramado de miembros unidos por sus extre-
mos de manera que constituyan una estructura rigida recibe el nombre de arma-
dura. Los puentes, los soportes de techos, las grias y otras estructuras semejantes
son ejemplos corrientes de armaduras, Los elementos estructurales utilizados son
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vigas en I, vigas en U, 4ngulos, barras y formas especiales que se unen por sus
extremos mediante juntas remachadas, soldadas, o grandes pasadores o tor-
nillos. Cuando los miembros de la armadura se hallen todos en un plano esen-

s E 4
- Pratt Howe
E : ] == e
Warren K
L -
Baltimore

Armaduras de puente corrientes
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Cerchas corrientes
Figura 36
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cialmente, diremos que se trata de una armadura plana. Las armaduras planas,
como las utilizadas en los puentes, suelen proyectarse por parejas, poniendo
una armadura a cada lado del puente y uniéndolas mediante vigas transversa-
les que soporten la calzada y transmitan las cargas aplicadas a los miembros
de la armadura. En la figura 36 pueden verse varios ejemplos de armaduras
utilizadas corrientemente que pueden analizarse como armaduras planas.

El elemento fundamental de una armadura plana es el tridngulo. Tres barras
unidas por sus extremos mediante pasadores, figura 374, constituyen un conjunto
indeformable. Por otra parte, cuatro o mas barras articuladas formando un poli-
gono de otros tantos lados, constituyen un conjunto no rigido. El conjunto no
rigido de la figura 37b puede hacerse indeformable o rigido mediante una barra
diagonal adicional que una Ay D o B y C que forma, por tanto, dos tridngulos.
La estructura puede extenderse afiadiendo unidades adicionales de barras articu-
ladas por sus dos extremos, tales como DE y CE o AF y DF, figura 37¢, que estan
unidas a dos juntas fijas, y de esta manera toda la estructura permanecera rigida.
La palabra “rigida” se emplea en el sentido de que no se pierde la conformacién
y también en el sentido de deformacién despreciable de los miembros debida
a los esfuerzos internos producidos. Las estructuras construidas a partir de un
tridngulo bésico en la forma descrita, reciben el nombre de armaduras simples.
Cuando existan mé4s miembros de los necesarios para que eviten que la estructura
pierda su forma, ésta es hiperestatica. Una estructura hiperestitica no puede
analizarse mediante las ecuaciones del equilibrio, solamente. Los miembros o
apoyos adicionales que no son necesarios para mantener la posicién de equilibrio
se llaman superabundantes.

El disefio de una armadura exige la determinacién de los esfuerzos en los di-
versos miembros y la seleccién de dimensiones apropiadas y de formas estructu-
rales adecuadas para soportar las fuerzas. En el analisis de los esfuerzos de las ar-
maduras simples se establecen varias hipétesis. En primer lugar, se supone que
todos los miembros son de dos fuerzas. Un miembro de dos fuerzas es aquél
que se halla en equilibrio bajo la accién de dos fuerzas solamente, segin se
defini6 de manera general en la figura 30z del apartado 15. En las armaduras
cada miembro es un enlace recto que une los dos puntos de aplicacién de las
fuerzas. Estas estan aplicadas a los extremos del miembro y son necesariamente
iguales, opuestas y colineales (de igual recta soporte) para que ocasionen equili-
brio. El miembro puede hallarse bajo tensién o compresién, segin se indica en
la figura 38. Obsérvese que al representar el equilibrio de una porcién del
miembro, la tensién T o la compresién C que actian sobre la seccién transversal
es la misma para todas las secciones. Se supondrd que el peso del miembro es
pequefio frente a la fuerza que soporta. Si asi no fuera, o si hubiera necesidad
de tomar en cuenta el pequefio efecto del peso P del miembro, en el caso de
ser homogéneo, podra sustituirse dicho peso por dos fuerzas, cada una de valor
P/2, aplicadas en uno y otro extremo del miembro. Estas fuerzas, en realidad,
se tratan como cargas aplicadas exteriormente a los pasadores de unién, El to-
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mar en cuenta, de esta manera, el peso de un miembro, conduce al resultado
correcto de la tension o compresién medias a lo largo del miembro, pero no
explicara su efecto sobre la flexién del miembro.

(8] C

Tension Compresion
Miembros de dos fuerzas
Figura 38

Cuando se unen miembros estructurales utilizando juntas remachadas o sol-
dadas, suele ser satisfactoria la hipétesis de unién de pasador si concurren en el
nudo (unién) los ejes geométricos de los miembros, tal como se indica en la
figura 39.

Ademas, se supone en el andlisis de armaduras simples que todas las fuerzas
exteriores estan aplicadas en los nudos. Esta condicidn se satisface en la mayoria
de las armaduras. En armaduras de puentes, el tablero suele apoyarse sobre
vigas transversales soportadas en las uniones.

En el caso de armaduras grandes, la provisién para los efectos de dilatacién
y contraccién debidos a las variaciones de temperatura y a las deformaciones
producidas por las cargas aplicadas, suele hacerse en uno de los apoyos. Se
coloca un rodillo, zapata u otra clase de apoyo deslizante. Las armaduras y en-
tramados en los que no se realiza dicha provisién son hiperestaticos, segiun se
explica en los apartados 15 y 16.

Para el andlisis de los esfuerzos de armaduras simples daremos dos méto-
dos y haremos referencia a la armadura simple de la figura 40a en cada uno
de ellos. El diagrama del sélido libre de la armadura, en conjunto, es el de la
figura 40b. Las reacciones exteriores suelen determinarse por calculo a partir
de las ecuaciones de equilibrio aplicadas a la armadura en conjunto, antes de
proceder al anélisis de las fuerzas del resto de la armadura,

(@) Método de los. nudos. Este método consiste en satisfacer las condicio-
nes de equilibrio de las fuerzas que se ejercen sobre el pasador de cada articu-
lacién. El método, pues, trata del equilibrio de fuerzas concurrentes y solo
intervendrén dos ecuaciones de equilibrio independientes. Se inicia el analisis
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en cualquier nudo en el cual haya al menos una carga conocida y no mds
de dos fuerzas incégnitas. Puede comenzarse la resolucién por el pasador
de la izquierda, cuyo diagrama del sélido libre se ha representado en la figu-
ra 41. Indicando las articulaciones mediante letras, la fuerza que se ejerce en
cada miembro se designara por las dos letras que definen los extremos del
miembro. En este caso sencillo, los sentidos adecuados de las fuerzas resultan
evidentes por simple inspeccién. También se indican los diagramas de sélido
libre de las porciones AF y AB de los miembros para indicar claramente el me-
canismo de la accién y la reaccién. El miembro AB hace contacto en realidad
con la parte izquierda del pasador, aun cuando se haya dibujado la fuerza AB
en el lado derecho ejerciéndose hacia atuera del pasador. Asi pues, si se di-
bujan sistematicamente los vectores fuerza al mismo lado del pasador que el
miembro, una tensién (como la AB) se indicard siempre mediante una flecha
hacia afuera del pasador, y una compresién (como la AF) se indicard siempre
por medio de una flecha dirigida hacia el pasador. La magnitud de AF se ob-
tiene de la ecuacién XF, =0, y luego se halla AB a partir de *F, =0.

A continuacién debe analizarse el nudo F, ya que ahora sélo contiene dos
incégnitas: EF y BF. Después se analizaran los nudos B, C, E y D, en este

Figura 40
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orden. En la figura 42 puede verse el diagrama de sélido libre de cada nudo
y el correspondiente poligono de fuerzas que representa graficamente las dos
condiciones de equilibrio £F, =0 y XZF,=0. Los nimeros indican el orden
en que se analizan los nudos, Debe observarse que, cuando por dltimo se llega
al nudo D, la reaccién calculada R, deberd estar en equilibrio con las fuerzas
de los miembros CD y ED, determinadas anteriormente a partir de los dos
nudos contiguos. ilste requisito proporcionard una comprobacién de la validez
de lo hecho. También debe notarse que el aislamiento del nudo C revela rapi-
damente el hecho de que la fuerza en CE es nula, al aplicar la ecuacién
XF,=0. Desde luego, si a C se aplicara una carga exterior, la fuerza en este
miembro no seria nula,

Es, a menudo, conveniente indicar la tensién T y la compresién C en los dis-
tintos miembros directamente sobre el diagrama original de la armadura, trazan-
do vectores que divergen de los nudos en el caso de las tensiones y dirigidos hacia
los nudos en el caso de las compresiones. En la parte inferior de la figura 42
puede verse un ejemplo de esta designaci6n.

En algunos casos no es posible asignar inicialmente el sentido correcto de
una o de ambas fuerzas actuantes sobre un nudo dado. En este caso puede
asignarse arbitrariamente el sentido y si se obtiene del calculo un valor negativo,
ello nos indicara que hay que tomar el sentido contrario al que se habia supuesto.

Si una armadura simple tiene mas apoyos exteriores de los necesarios para
asegurar una configuracién de equilibrio estable, la armadura es hiperestatica
en un conjunto y los apoyos sobrantes constituyen una superabundancia exterior.
Si la armadura tiene mas miembros internos que los que son necesarios para
evitar su derrumbamiento, los miembros sobrantes constituyen la superabundan-
cia interior. Para una armadura que sea isostatica exteriormente, existe una rela-
cién definida entre el nimero de sus miembros y el ntimero de sus nudos nece-

Compresion

AF

———————

Tensiéon

Figura 41
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sarios para la estabilidad interior sin superabundancia. Como el equilibrio de
cada nudo estd especificado por dos ecuaciones de fuerzas escalares, existen,
para una armadura simple que tenga n nudos, 2n de dichas ecuaciones. Para
la armadura completa compuesta de m miembros de dos fuerzas y un méximo
de tres reacciones de apoyo incognitas, hay un total de m + 3 incognitas. As,
pues, para una armadura plana simple compuesta por elementos triangulares,
si la armadura es isostdtica interiormente, deberd satisfacerse la ecuacién
m 4 3 = 2n.

1 2
AF
. EF EF
5 AF R BF AF
e rmaremn BF
AB
Nudo F
4 |
Ry CE |= (0]
Nudo A BC ~— 4 CD
3 Nudo C
BF BC 5 EF
BE BE DE
7 ; \F A
BE EF
AB A L Nudo E
B A
BF 6 DE
<5 CD = § CD
T Dmﬁ’g
Ry
L Nudo B Nudo D
Foe o E
y
|
I
Ao Np Loy
1\ B Cc
R L Ry

Figura 42
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Esta relacion es condicién necesaria para la estabilidad, pero no es condiciéon
suficiente, ya que uno o varios de los m miembros se pueden disponer de manera
que no contribuyan a la configuracion estable de la armadura total. Sim + 3 > 2n,
habran mas miembros que ecuaciones independientes y la armadura sera hiper-
estatica interiormente, existiendo miembros superabundantes. Si m 4+ 3 < 2n ha-
bra un defecto de miembros interiores y la armadura sera inestable y se derrum-

- baré al someterla a carga.

El poligono de fuerzas de cada nudo, representado en la figura 42, se pue-
de construir graficamente para obtener las fuerzas incégnitas de los miembros,
lo cual da otro procedimiento de solucién o una comprobacién de los célculos
algebraicos realizados al utilizar las ecuaciones de equilibrio de las fuerzas. Si
para la adicién de éstas se hubiera seguido siempre un mismo orden alrededor
de cada uno, p.e. en el sentido de las agujas del reloj, podrian superponerse
dichos poligonos de fuerzas formando una grafica compuesta llamada diagra-
ma de Maxwell o de Cremona.” La fuerza y su sentido pueden obtenerse di-
rectamente del diagrama. El estudiante interesado en estructuras que quiera
una descripcién més detallada del diagrama de Maxwell puede consultar otros
libros que traten de manera méas completa el analisis estructural.

(byMétodo de las secciones. En el método de los nudos se aprovechan sélo
dos de las tres ecuaciones del equilibrio ya que los procedimientos sélo tratan
tuerzas concurrentes en cada nudo. Puede utilizarse el principio del equilibrio
de momentos para progresar en el calculo considerando toda una seccién de
la armadura como sélido libre en equilibrio bajo la accién de un sistema de fuer-
zas no concurrentes. Este método de las secciones tiene la ventaja de que los
estuerzos, en casi todos los miembros, pueden hallarse directamente mediante
el andlisis de una seccién que corte a dicho miembro, Por tanto, no es nece-
sario efectuar el célculo nudo a nudo hasta alcanzar el miembro en cuestion.
Al elegir la seccién de la armadura habra que tener en cuenta que en general no
pueden cortarse mas de tres miembros cuyas fuerzas sean desconocidas, ya que
sélo se dispone de tres relaciones de equilibrio que son independientes. ,

Ilustraremos ahora el método de las secciones con la armadura de la figura 40,
que se utiliz6 para la explicacién de los dos métodos anteriores. Para facilitar la
comprensién del método se ha repetido en la figura 432 la armadura en cuestién.
Las reacciones externas se calculan como antes en primer lugar, considerando la
armadura en conjunto. Supongamos que se desea determinar el esfuerzo en el
miembro BE. Una seccién imaginaria, indicada por la linea de trazos, atraviesa la
armadura cortindola en dos partes, figura 43b. Esta seccién ha cortado tres miem-
bros cuyos esfuerzos se desconocen inicialmente. Para que cada parte de la ar-
madura, a uno y otro lado de la seccién, permanezca en equilibrio, es necesario
aplicar a cada miembro cortado el esfuerzo que ejercia sobre éste el miembro se-

* El método fue publicado por James CLErRk MaxweLr en 1864,
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parado. Estas fuerzas, de tension o compresion, deberan tener siempre la direccién
de los miembros respectivos en el caso de armaduras simples compuestas por
miembros de dos fuerzas. La seccién de la izquierda se halla en equilibrio bajo
la accién de la carga aplicada L, la reaccion R, en el extremo y las tres fuerzas
ejercidas sobre los miembros cortados por la seccién de la derecha que se ha sepa-
rado. Las fuerzas suelen trazarse con sus sentidos apropiados mediante una esti-
macién visual de los requisitos de equilibrio. Asi, para equilibrar los momentos
respecto al punto B de la seccién de la izquierda, la fuerza EF deberd estar
evidentemente dirigida hacia la izquierda, lo cual origina una comprensitn,
ya que actda hacia el corte del miembro EF. La carga L es mayor que la re-
accién Ry, por lo que la fuerza BE debera estar dirigida hacia arriba y hacia
la derecha a fin de suministrar la componente hacia arriba necesaria para el
equilibrio vertical. La fuerza BE es, pues, una tensién porque actia en sentido
tal que se aleja del corte. Teniendo en cuenta los valores aproximados de R;
y L, el equilibrio de los momentos respecto al punto E exige que BC esté diri-
gida hacia la derecha. Una ojeada a la armadura nos llevaria a la misma con-
clusién al ver que el miembro horizontal inferior se alargaria por efecto de la
tension originada por la flexién. La ecuacién de los momentos respecto al nudo B
elimina tres fuerzas de la relacién y puede determinarse EF directamente.
La fuerza BE se calcula a partir de la ecuacién de equilibrio para la direccién y.
Por tltimo, se puede determinar BC equilibrando momentos respecto al pun-
to E. De esta manera se ha determinado cada una de las incognitas indepen-
dientemente de las otras dos.

()]
Figura 43



128 Estructuras

La seccién de la derecha de la armadura, figura 43b, se halla en equilibrio
bajo la accién de R; y de las mismas tres fuerzas de los miembros cortados apli-
cadas en los sentidos opuestos a los correspondientes de la seccién de la izquier-
da. El sentido adecuado de las fuerzas horizontales puede verse facilmente a
partir del equilibrio de momentos respecto a los puntos E y B.

Para los célculos puede utilizarse cualquier seccién de la armadura, si bien
la solucién maés sencilla suele darla la seccién que entrafie menor ntmero de
fuerzas.

Es esencial comprender que en el método de las secciones se considera toda
una parte de la armadura como un solo cuerpo en equilibrio. Asi, en el anilisis
de la seccién en cenjunto no se consideran los esfuerzos en los miembros inte-
riores a la seccién. A fin de observar con claridad el sélido libre y las fuerzas
que actdan exteriormente sobre él, es preferible seccionar la armadura cortando
los miembros y no los nudos.

Puede ser muy ventajoso utilizar las ecuaciones de momentos en el método
de las secciones, y habr4 que buscar un centro de momentos por el cual pase el
mayor nimero posible de fuerzas. Al trazar el diagrama de sélido libre de una
seccion, no siempre es posible asignar a una fuerza determinada el sentido apro-
piado. Cuando se asignan los sentidos en forma arbitraria, un resultado positivo
confirmar4 el sentido supuesto y un resultado negativo indicara que la fuerza tie-
ne sentido opuesto al que se le asigné. Puede emplearse cualquier sistema de
notacién, si bien resulta conveniente, por lo corriente, colocar letras en los nu-
dos y designar un miembro y su esfuerzo por las dos letras que definen los ex-
tremos del mismo.

Preblemas tipo

4/1. Calcular la fuerza en cada miembro de la armadura cargada en voladizo
por el método de los nudos.

Solucién. Si no se quisieran calcular las reacciones exteriores en D y E, el ani-
lisis de una armadura en voladizo podria iniciarse en el nudo del extremo en que
se aplica la carga. Sin embargo, deseamos resolver esta armadura por completo, y el
primer paso serd calcular las fuerzas exteriores en D y E mediante el diagrama de
sélido libre correspondiente a la armadura en conjunto y que aparece en la parte b
de la figura. Las ecuaciones del equilibrio dan

T = 4000 kp E, =3465 kp Ey = 500kp

En la parte ¢ de la figura, se han trazado los diagramas para sélido libre que in-
dican las fuerzas que actian sobre cada uno de los nudos. La exactitud de los senti-
dos asignados a las fuerzas se comprueba al considerar cada nudo en el orden asignado.
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No habra duda acerca del sentido correcto de las fuerzas que actdan sobre el nudo
A. El equilibrio exige

[EFy = 0] 0,8664B — 1500 = 0, AB =1732 kp T, He,gp
[2F, = 0] AC —0,5(1732) = 0, AC = 866 kp C, Resp.

donde T significa tension y C compresién.

A continuaciéon se debe analizar el nudo B, ya que sobre el nudo C actian més de
dos fuerzas desconocidas. La fuerza BC debe tener una componente hacia arriba a
fin de equilibrar la accién de AB en el sentido vertical; consecuentemente, la fuerza
BD debera ser hacia la derecha -para equilibrar, en el sentido horizontal, la accién
de BC y AB. Nuevamente las fuerzas se obtienen de

[ZF, = 0] 0,866 BC — 0,866 x 1732 =0, BC=1732 kp C,  Resp.
[SF, = 0] BD—0,5 x 2 x 1732 =0, BD=1732kpT. Resp.

El nudo C contiene ahora sélo dos incégnitas que se determinan como antes:

A \L 3m Cl l 1\ o
1500 kp 1000 kp 1500 kp 1000 kp Ey
(a) )
7 BC =1732 kp
| AAB N DE
| CD
! BD 3465 kp
AC———x A AC= CE CE=
AB= 866 kp 3175 kp
1732 kp
1500 kp BC 1000 kp 500 kp
Nudo A Nudo B Nudo C Nudo E
(c)
Problema 4/1

Meriam(E) — §
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[SF, = 0] 0,866 CD — 0,866 X 1732 — 1000 = 0,

CD=2387 kp T, Resp.
[2F, = 0] CE — 866 — 0,5X1732— 0,5 x 2387 = 0,

CE = 3175 kp C. Resp.

Por dltimo, del nudo E se obtiene:
[3F, = 0] 0,866 DE = 500, DE =577 kp C, Resp.

y la ecuacién 3F, = 0 sirve de comprobacién.

4/2. Utilizando el método de las secciones, calcular la fuerza en el miembro DJ
de la cercha Howe de la figura. Despréciense las componentes horizontales de las
fuerzas en los apoyos. Las cargas se expresan en toneladas métricas (Tm).

Solucion. No es posible hacer pasar una seccién por DJ sin cortar cuatro miem-
bros cuyos esfuerzos sean desconocidos. Aun cuando tres de los cnatro miembros cor-
tados por la seccién 2 concurren en J y, por tanto, podria utilizarse la ecuacién de los
momentos respecto a J para obtener el cuarto DE, el esfuerzo en DJ no puede obtener-
se de los dos principios de equilibrio restantes. Es preciso considerar, en primer lugar,
la seccién adyacente 1 antes de considerar la seccion 2.

Se traza el diagrama para el s6lido libre correspondiente a la seccién 1 y se incluye
la reaccién de 1,835 Tm en A, la cual se calcula previamente a partir del equilibrio
de la armadura en conjunto. Al asignar los sentidos apropiados a las fuerzas que actian
en los tres miembros cortados, el equilibrio de momentos respecto A elimina los efectos
de CD y JK y exige, evidentemente, que CJ esté dirigida hacia arriba y hacia la iz-
quierda. El equilibrio de momentos respecto a C elimina el efecto de las tres fuerzas
concurrentes en C, lo que indica que JK debe estar dirigida hacia la derecha para que
su momento corresponda al sentido contrario al de las agujas del reloj. Nuevamente,
resulta facil ver que la cuerda inferior se halla sometida a tensién debido a la tenden-
cia a la flexién de la armadura. Aun cuando también se veria que la cuerda superior
estd sometida a compresion, a la fuerza CD la consideraremos arbitrariamente como
una tension. No hay peligro alguno al considerar el sentido opuesto al real a una o mas
fuerzas, siempre que los calculos se realicen de acuerdo con la hipétesis. Un resultado
negativo indicard la necesidad de invertir el sentido de la fuerza.

Analizando la seccion 1, se obtiene CJ de

[SM, = 0] (0,707C))9—1x3—1x6=0  CJ=1414 Tm.

En esta ecuacion se calcula el momento de CJ considerando sus componentes horizon-
tal y vertical aplicadas al punto J. El equilibrio de los momentos respecto a J requiere

[ZM; = 0] (0,894CD) 4,5+ 1835 X 9—1X3—1X6=0
CD = — 1,868 Tm.
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Calcularemos el momento de CD respecto a J considerando sus dos componentes apli-
cadas en D. El signo menos indica que CD se habia considerado con sentido opuesto
al verdadero. Entonces

CD=187Tm C Resp.

Si se desea, puede invertirse el sentido de CD en el diagrama del sélido libre e invertir
el signo algebraico de CD en los calculos, o bien puede proseguirse la labor tal como
estd con una nota que indique el sentido adecuado.

Del diagrama para el solido libre correspondiente a la seccién 2, que ahora con-
tiene el valor conocido de CJ, pueden eliminarse DE y JK mediante un equilibrio de
momentos respecto a G. Esto es

[SMg=0] 9DJ+1x12+1x15—1,835 x 18 —1,415 X 0,707 x 9 =0,
Dj =167 Tm T. Resp.

Nuevamente se determina el momento de CJ a partir de sus componentes aplicadas
en J. El resultado para D] es positivo, de donde se desprende que el sentido de tension
que se le asigné es el correcto. El analisis del nudo D verifica también esta conclusién.

> L Kil J IJ/

L—————G tramos de 3

1Tm

]

1,835 Tm

Problema 4/2
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Aun cuando el procedimiento que acabamos de seguir es, indudablemente, el mis
corto para obtener DJ, el estudiante debe considerar otras posibilidades. Puede obser-
varse que si en algin otro problema no existiera la carga de una tonelada aplicada a I
permaneciendo invariables las otras cargas, las fuerzas en IE y JE (asi como en HF y
en IF) serian nulas. En tal caso, una seccién que cortara los miembros CD, DJ, JE e
1J s6lo contendria tres fuerzas desconocidas y podria obtenerse el valor de DJ con una
sola ecuacién de momentos respecto A. ’

Problemas

4/8. Calcular la fuerza en cada
miembro de la armadura que se

indica.
Resp. AE =546 TmC
BE =546 Tm T
BD=146TmT
AB=273TmT
DE =146TmC
CD=146TmC
BC=473TmT

4/4. Una carga de nieve transmi-
te las fuerzas que se indican a los
nudos superiores de una cercha Pratt.
Despreciar las reacciones horizonta-
les en los apoyos y calcular las fuer-
zas en los miembros BH, BC y CH.

Cy - D 4/5, Calcular las fuerzas en los
miembros BE y BC de la armadura
compuesta por tridngulos equilateros.
‘ Despejar cada fuerza de una ecua- '
. cién de equilibrio que la contenga
como Unica incdgnita.

Resp. BE=P/\/3, T
BC=P/\/3, T

Problema 4/5



4/6. Calcular la fuerza que sopor-
ta el miembro BH de la armadura
en voladizo cargada. Utilizar un solo
diagrama de sélido libre y una ecua-
cién de equilibrio.

4/7. Para la armadura del proble-
ma 4/6, calcular las fuerzas en los
miembros EF, DF y GF.

4/8. Cada miiembro de la armadu-
ra es una barra uniforme de 6 m que
pesa 200kp. Calcular la tensién o
compresién media en cada miembro
debidas a sus pesos. ‘

Resp. AE = CD = 1000/y/ 3 kp C
AB = BC =500/ 3kp T
BE = BD = 400/\/3kp T
DE = 700//3kp C

4/9, Calcular la fuerza en cada
miembro de la’ armadura. compuesta
* por triangulos rectdngulos isbsceles y
cargada de la manera que se indica.

4/10; Calcular las fuerzas en los
‘miembros BH, CD y GD de la ar-
madura cargada por las fuerzas de
4 y 6 toneladas.

Resp. BH =4,71Tm C
" €CD=067Tm C
GD =0

Estructuras
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A
B

Jd I H G F
4 tramos de 24 m——

5K

Problema 4/6

Problema 4/8

900 kp

1500 kp

Problema 4/9

’4——14 tramo; de 5 m?—»IF

Problema 4/10
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500 kp
I K J
GH
E F
c D
Al/eo 60°\|B

Problema 4/11

o

Problema 4/12

2Tm D

f

L——2,7 m—sj<—=2,7 m—»l

Problema 4/13

1800 kp

Prblema 4/14

4/11. Determinar la fuerza en
cada miembro de las dos armaduras
que soportan la carga de 500 kp en
su pasador comun K.

4/12. Calcular las fuerzas en los
miembros CF, BF, BG y FG de la

armadura simple de grda.

4/13. Determinar las fuerzas en los
miembros BF y AF de la armadura
sometida a la accién de las cargas
horizontales de 2 y 4 toneladas.
Resp. BF = 0, AF = 3,51 toneladas C

4/14. Calcular la fuerza en los
miembros DI, DE y EI de la arma-
dura cargada de la figura.



4/15. Calcular la fuerza en los
miembros BE, BC, BF y BA de la
armadura de cartel, debidas a una
fuerza horizontal de 4000 N ejercida
por el viento. El estudio del cartel
considerado como viga ensefia que
5/8 de esta carga los soporta el pun-
to medio C.

Resp. BE=4595 N T, BC=750NT
BF=4000N C, BA=4000N T

4/16. Calcular la fuerza en los
miembros CH, CB y GH de la arma-
dura en voladizo. Obtener cada fuer-
za de una ecuacién de momentos que
contenga dicha fuerza como {nica in-
cognita.

Resp. CH = 15Tm C,
CB=25TmC,
GH =212TmT

4/17. Obtener la fuerza en el
miembro CF de la armadura en fun-
cién de la carga L. Todos los trian-
gulos son equildteros.

4/18. Tras obtener la reaccién ex-
terior en E de la armadura del pro-
blema 4/17, determinar la fuerza en
el miembro BF por medio de una sola
ecuacion de equilibrio adicional apli-
cada a un diagrama de sélido libre
adicional.

Resp. BF =3L/5,T

Estructuras

Problema 4/16

Problema 4/17 -

135
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C_E G c _E G @; 4/19. Cada una de las armaduras
cargadas tiene ligaduras de apoyo que
4 H 4 son hiperestiticas. Consignar los
wom 1B |D F miom whem | B T miembros de cada armadura cuyas
fuerzas no se ven afectadas por la
(a) ® hiperestaticidad de los apoyos y que
‘l pueden calcularse directamente uti-
¢ E G ¢ E G lizando solamente las ecuaciones de
equilibrio. Suponer conocidas las car-
4 D gy 58V dimensiones de las armaduras.

‘T o F wam |Bem F wem

(c) (d) :
Problema 4/19
4/20. Verificar el hecho de que
C E C_ E

cada una de las armaduras contiene
uno o més elementos superabundan-
tes y proponer dos cambios separa-
dos, cada uno de los cuales suprima
la superabundancia y origine isosta-
ticidad completa. Todos los miem-
bros pueden soportar compresion y
tensidn,

© e @

H G F H G F 4/21. Verificar el hecho de que
cada una de las armaduras cargadas
{7 que se indican es inestable interior-
“f& B ¢ D E A B & D L mente (no rigida) e indicar al menos
' (@ dos maneras de asegurar la estabili-
dad interna (rigidez) de cada arma-
g ¢ F dura por adicién de uno o mas miem-
bros sin introducir superabundancia.
A E
JB C D
(¢ (@

Problema 4/21



Estructuras 137

4/22, Obtener las fuerzas en los
miembros BE y BD de la armadura
que soporta la carga P. Todos los 4n-
gulos interiores son de 60° 6 120°.

Resp. BE=P,T; BD=P,C

4/23. Determinar la fuerza en el
miembro AC en funcién de la carga
L soportada por la armadura, Todos
los 4angulos agudos interiores son de
30° 6 60°.

I

4/24, Obtener la fuerza en el
miembro GL de la armadura de torre
cargada, por el método de los nudos.

Resp. GL=3,75Tm T

| 4 tramos de 45 m

Problema 4/24

4/25. En la armadura de torre
del problema 4/24 existen tanto com-
ponentes horizontales como vertica- -
les de las reacciones en los apoyos
exteriores A e I. ¢Es hiperestitica la
armadura? Expliquese.



138

Estructuras

7 tramos de 9 m

Problema 4/26

2

18 m
Problema 4/27

2me

4/26. Determinar por examen la
fuerza en el miembro CJ de la ar-
madura de grda. Calcular la fuerza
en los miembros CL y CB.

Resp. CL = 0, CB = 20 toneladas C

4/27. La gria de pértico mévil se
utiliza para levantar un cohete de 500
toneladas y prepararlo para el dispa-
ro. La estructura primaria de la gria
de pértico puede aproximarse a la ar-
madura plana simétrica que se indi-
ca, la cual es hiperestatica. Cuando
la grda estd colocando una seccidén
de 60 toneladas del cohete suspen-
dida de A, las medidas extensomé-
tricas indican una fuerza compresiva
de 5 toneladas en el miembro AB y
una fuerza tensora de 12 toneladas
en el miembro CD debidas a la car-
ga de 60 toneladas. Calcular la fuer-
za correspondiente en los miembros
BF y EF.

Resp. BF = 19,38 toneladas C,
EF = 12 toneladas T
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4/28, Calcular la fuerza en los
miembros FC y FB debida a la car-
ga de 10 toneladas aplicada a la ar-
madura de gria.

4/29. La armadura que se indica
esta formada por tridngulos rectdngu-
los isésceles. Los miembros que se
cruzan en los dos cuadros del centro
son varillas esbeltas incapaces de so-
portar compresién. Conservar las dos
varillas sometidas a tensién y calcu-
lar las magnitudes de dichas tensio-
nes. Hallar también la fuerza en el
miembro MN.

Resp. FN = 8,48 toneladas T
GM = 8,48 toneladas T
MN = 2 toneladas T

4/30. Hallar Ia fuerza en el miem-
bro JQ de la armadura Baltimore cu-
yos 4ngulos son de 30°, 60° 90° ¢
120°.

44/31, Hallar la fuerza en los

miembros EF, KL y GL de la cercha

Fink representada. (Sugerencia: Ob-

sérvese que las fuerzas en BP, PC,
DN, etc., son nulas.)

Resp. EF = 40,4 toneladas C

KL = 20,0 toneladas T

GL = 10,0 toneladas T

10

toneladas

I(—————G tramos de 3 m———)l

Problema 4/31
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Al““_3m_*‘ D . 44/32. Los entramados articulados
A ACE y DFB estin conectados me-
diante dos barras articuladas, AB y
CD, que se cruzan sin conectarse
entre si. Calcular la fuerza en AB.
Resp. AB=1885N, C

l<~ 1,8 m -><1,2 m-1< 1,8 m—>|

Problema 4 32

‘.—9 m —_>1<——— 5 tramos de 6 m_—).l <€ 4/83. En la gria puente represen-
E _F

I tada todos los miembros cruzados

45m son tirantes delgados incapaces de

soportar una compresién. Determinar

6m ' la fuerza en los miembros DF y EF

20’ ¥ 100 Tm -y hallar la reaccién horizontal apli-
o A\ /P 16,5 m cada a la armadura en A. Demostrar

que si CF = 0, también DE = 0.
- Resp. DF = 76,8 toneladas C

A By EF = 36,4 toneladas C

' i A, = 10,1 toneladas hacia la derecha

Problema 4/33

v v v v v

19. Armaduras espaciales. La armadura espacial es la contrapartida
tridimensional de la estructura plana descrita en el apartado anterior. La arma-
dura espacial idealizada consta de barras rigidas conectadas por sus extremos
mediante articulaciones rétula. Hemos visto que la unidad indeformable de la
armadura plana estd formada por un tridngulo de barras conectadas por pasa-
dor. En cambio, una armadura espacial requiere seis barras unidas por sus
extremos que constituyen las aristas de un tetraedro, para formar una unidad
fundamental indeformable. En la figura 44a, las dos barras AD y BD unidas
en D requieren un tercer soporte CD para impedir que el tridngulo ABD gire
en torno a AB. En la figura 44b, la base soportante ha sido reemplazada por
otras tres barras AB, BC y AC para formar un tetraedro cuya rigidez sea inde-
pendiente de la base. Pueden agregarse'a la estructura otras unidades formadas
con tres barras concurrentes adicionales cuyos extremos estén unidos a tres
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(0
Figura 44

nudos fijos de la estructura existente. Asi, en la figura 44c, las barras AF, BF y
CF estan unidas a la base y por tanto sithan el punto F en el espacio. Analoga-
mente queda establecido en el espacio el punto H mediante las barras AH, DH
y CH. Las tres barras adicionales CG, FG y HG estin unidas a tres puntos
fijos C, F y H y por tanto sitGan a G en el espacio. De manera anéloga se fija
el punto E. La estructura es enteramente rigida y las dos cargas aplicadas que
se indican originaran esfuerzos en todos los miembros.

Idealmente, las juntas de una armadura espacial deben ser de soporte pun-
tual, como el representado por una articulacién de rétula, a fin de que no se pro-
duzca flexién en los miembros. Nuevamente, como en el caso de juntas rema-
chadas y soldadas en armaduras planas, si los ejes geométricos de los miembros
articulados se cortan en un punto, podra justificarse la hipé6tesis de miembros de
dos fuerzas sometidos a simple tensién o compresion.

En el caso de una armadura espacial apoyada exteriormente de manera
que sea isostatica en su conjunto, existe una relacién entre el nimero de sus
nudos y el nimero de sus miembros, la cual es necesaria para la estabilidad in-
terior sin superabundancia. Como el equilibrio de cada nudo esta especificado
por tres ecuaciones escalares de fuerzas, para una armadura espacial simple
con n nudos habrd 3n de dichas ecuaciones. Para la armadura total compues-
ta de m miembros hay m incégnitas mas seis reacciones incégnitas en los apoyos
en el caso general de una estructura espacial isostatica. Asi, en el caso de una
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armadura espacial simple compuesta de elementos tetraédricos, se cumplir la
ecuacion m -+ 6 =23n si la armadura es isostatica interiormente. De nuevo,
como en el caso de la armadura plana, esta relacién es una condicién necesaria
para la estabilidad, pero no es suficiente, ya que se pueden disponer uno o
varios de los m miembros de manera que no contribuyan a la configuracién es-
table de la armadura en conjunto. Si m -+ 6 > 3n, hay mas miembros que ecua-
ciones independientes y la armadura serd hiperestatica interiormente teniendo
miembros superabundantes. Si m + 6 < 3n, hay un defecto de miembros inte-
riores y la armadura ser4 inestable y estard expuesta a derrumbarse al cargarla.
La relacién anterior entre el niimero de nudos y €l de miembros en una arma-
dura espacial es muy util para el disefio preliminar de una tal armadura, ya
que la configuracién no es tan evidente como en el caso de una armadura plana,
donde la geometria para isoestatismo suele ser casi inmediata.

Los métodos de los nudos desarrollados en el apartado 18 para las armadu-
ras planas pueden extenderse directamente a las armaduras espaciales satisfa-
ciendo la ecuacién vectorial

SF =90

para cada nudo. Es necesario partir de un nudo en el cual se ejerza una fuerza
conocida, por lo menos, y no hayan més de tres fuerzas desconocidas. A conti-
nuacién pueden analizarse los nudos contiguos sobre los que no se ejerzan mas
de tres fuerzas desconocidas. _

El método de las secciones desarrollado en el apartado anterior, es también
aplicable a armaduras espaciales. Para una seccién cualquiera de la armadura
deberan aplicarse las dos ecuaciones vectoriales

SF=0 y SM=0

en donde la suma nula de momentos deberd cumplirse para cualquier eje de
momentos. Como las dos ecuaciones vectoriales equivalen a seis ecuaciones
escalares, se deduce que la seccién no debera pasar por mas de seis miembros
desconocidos. Sin embargo, el método de las secciones no se emplea mucho
para armaduras espaciales porque rara vez puede hallarse un eje de momentos
que elimine todas las incégnitas menos una, como ocurre en las armaduras planas.

Suele ser ventajoso el empleo de la notacién vectorial para expresar los
términos de las ecuaciones de fuerzas y momentos en las armaduras espaciales
y la emplearemos en el problema tipo siguiente.

Problemas tipo

4/84. La armadura espacial representada en la parte ¢ de la figura se fija a una
pared vertical mediante una articulaciéon de rétula en A, mediante barras en F segtn
las direcciones x e y, y mediante una barra de direccién y en E, proporcionando asi
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seis ligaduras isostaticas. Los nudos B, D y C, citados en este orden, resultan estar
fijos. La armadura soporta una carga vertical L en D y una carga vertical 2L en C.
Determinar la fuerza en los miembros ED y FB.

Solucion. Primeramente se observa que la armadura en conjunto tiene n =6
nudos y m = 12 miembros, con lo que se cumple la relacién m + 6 = 3n. Por tanto,
hay un ntmero suficiente de miembros para proporcionar una configuracién estable,
segln lo indica la disposicién representada.

Por simple examen se puede asignar facilmente el sentido correcto a las reaccio-
nes en los apoyos A4,, A,, E, y F,. También pueden asignarse correctamente los sen-
tidos a las reacciones F, y A, observando el requisito de los momentos respecto a ejes
que pasan por F y A en la direccién y. Estas reacciones estan indicadas en el dia-
grama para sélido libre de una seccién de la armadura en la parte b de la figura. Las
reacciones en los apoyos se obtienen de la armadura en conjunto de la manera siguiente.

[SMggp = 0] A,# —La—2La =0, A, = 2\/3L,

[ZMp, = 0] 2\/§L% — E,a=0, E, = \3L,

[ZFy = 0] \/§L + Fy ~ 2\/§L =0, Fy = \/jL,

_ a_,ra ay3 _ _ L

[EMyp = 0] Ly -2l + RS~ =0, Fz_—2\/§,
L

SF, =0 A, ==,

[SF, = 0] A, = 3L.

El anilisis nudo a nudo de la armadura puede iniciarse en el nudo A o en el C,
sobre los cuales sélo se ejercen tres fuerzas desconocidas. En el caso del nudo C, pue-
de hacerse la observacién incidental de que 2L, DC y BC se hallan las tres en un
mismo plano vertical, por lo que Fg. debe ser nula. Determinada Fp- a partir del
nudo C, podra obtenerse la fuerza en ED por el equilibrio de las fuerzas que se ejer-
cen sobre el nudo D. Sin embargo, la geometria de esta armadura en particular per-
mite una determinacién de la fuerza Fgj, a partir de una ecuacién tnica de momentos
tomados respecto al eje AB en el diagrama para solido libre de la seccién de la arma-
dura representada en la parte b de la figura. Todas las fuerzas desconocidas en los
miembros cortados de la seccion aparecen en sentido positivo como fuerzas tensoras.
Asi, pues, un signo negativo significard una fuerza compresiva.

Las lineas de accion de Fry, Frp, Fpp y Fye cortan todas al eje de momentos AB,
por lo que los Ginicos momentos respecto a AB se deben a Fg, y F,. La distancia ED
es a\/(3/H)7 + 12 + 3/8% = a+\/7/2 y los cosenos directores de Fy;, son | = 3/(2V/7),
m = 2//T, n=+/3/(2 V7). Asi, pues, la fuerza en ED es

Fgp
2v7

(3i + 4§ + \/3k),

FE'D =
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y €l vector que va de A a E es
Yap = — %(i + \/gk).
La ecuaciéon de momentos resulta ser

[EMy5 = 0] rasxFa-j + B2 <0,
Asi pues

a . F . . . L alé
—-= 3k) x —£2 (3 4 3k) - = =0,
2(l+\/_)x2\/7(1+1+\/_)‘]+2\/§ 2

que desarrollandola da

Fep = -%% ] Resp.

Para reducir a tres el numero de incégnitas en el nudo F, se obtiene la fuerza
Fp, por anilisis del nudo A en el plano x-z. Asi, el diagrama para sélido libre del
nudo A en la parte ¢ de la figura da

' 3 L V3 3L 5L
SFy =0 F, V3 = N2 _ 220, Fpa=—p.
[2F =0l P T2V 2 2 SNV

Las fuerzas incognitas que se ejercen sobre el nudo F representadas en la parte d de
la figura se expresan vectorialmente en la forma siguiente

(a) ()
Problema 4, 34 (@
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D (—i+ 4§ +/3k), (~i+ 2 + V3k),

F ______

2\/_ =22
5L . .

Fpg= 2L (i + \3k), Frg=Fro(—i).
Fa 4\/—3-( i+ V3k) FE re(—1)

El equilibrio del nudo F exige

Fr Frp 5L L\,
[2F = 0] (—2\/’%_2\/2"4\/3"1%_2\/‘)1
T+ (T B B

Los coeficientes de i, j y k deben ser nulos y la solucién del sistema de ecuaciones da

L L 2L
N FFE——Z\ﬁ, y Fpp = 3 Resp.

Los signos negativos indican compresiéon ya que se eligieron como sentidos positivos
los correspondientes a las tensiones (hacia afuera del nudo). Las restantes fuerzas in-
cégnitas se podran determinar continuando el anélisis con el nudo B.

Frp = —

Problemas
-4
4/85. La armadura espacial estd
montada sobre la base triangular D E
ABC. Las posiciones de los nudos Pt

D y E las establecen los enlaces in- i
dicados. Demostrar que esta configu- I

racién es estable interiormente. Sus- >L
“tituir el enlace AE por otro que con-
serve la rigidez de la armadura. A

B\\\x

Problema 4/35

4/86. La armadura espacial pris-
matica tiene una base horizontal ADE
y una cara superior paralela BCF
cuyas formas son tridngulos equild-
teros iguales conectados por tres bra-
zos verticales iguales y enlazados por
tres miembros diagonales en la for-
ma que se indica, Demostrar que
esta armadura representa una confi-
guracién estable.

Problema 4/36
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Problema 4/39

4/37. Se representa la armadura
espacial en una fase intermedia del’
montaje. Las ligaduras exteriores que -
se indican son suficientes para man-
tener el equilibrio exterior. {Cuéntos
miembros adicionales se precisarén
para impedir la inestabilidad interior
y dénde pueden colocarse?

4/38. La armadura espacial tetraé-
drica se apoya sobre rétulas en sus
puntos base A y B y est4 impedida
de girar alrededor de AB por la barra
vertical CD, Tras notar las compo-
nentes verticales de las reacciones
bajo la armadura simétrica en A y B,
dibujar un diagrama para sélido libre
de la configuracién triangular de en-
laces BDE y determinar la compo-
nente ¥ de la fuerza que ejercen los
cimientos sobre la armadura en B.

Besp. B, =P

4/39. La armadura espacial rec-
tangular de 12 m de altura esta eri-
gida sobre una base cuadrada hori-
zontal de 9 m de lado. A los puntos
E y G de la estructura se amarran
tirantes en la forma que se indica y
se tensan hasta que la tensién T en
cada tirante es de 9000 N. Calcular
la compresién C en cada uno de los
miembros diagonales iguales.

Resp. C = 3725 N



4/40. La armadura espacial tetraé-
drica tiene una base horizontal ABC
de forma triangular isésceles y brazos
AD, BD y CD que soportan el peso
P situado en el punto D. Cada vér-
tice de la base pende de un hilo ver-
tical atado a un soporte més elevado.
Calcular la fuerza inducida en el
miembro AC.

Resp. FAC=‘_5:1—': c

4/41. Se construye una armadura
espacial en forma de cubo con los
seis miembros diagonales que se indi-
can. Verificar que la armadura es
estable interiormente. Si se somete la
armadura a las fuerzas compresivas
P aplicadas en F y D segin la dia-
gonal FD, determinar la fuerza en

los miembros FE y EG.
Resp. Fpz = P/V3,C;
Fpo=P/V&T

4/42. Cada uno de los puntales de
alunizaje de una astronave es una
armadura espacial simétrica respec-
to al plano vertical x-z que se indica.
Para una fuerza de alunizaje de
F = 2400 N, calcular la fuerza corres-
pondiente en el miembro BE. Es per-
misible la hipétesis de equilibrio es-
tatico de la armadura si es muy pe-
quefia su masa, Suponer cargas igua-
les en los miembros situados simétri-
camente. Resp. Fgp = 1530N, T

Estructuras
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Problema 4/44

4/43. Comprobar la suficiencia de
los apoyos de la armadura espacial
de la figura y también el nimero y
disposicién de los miembros para
asegurar el isostatismo tanto exterior
como interior. Determinar, por sim-
ple inspeccién, las fuerzas en DC,
CB y CF. Calcular la fuerza en el
miembro AF y la componente x de
la reaccién sobre la armadura en D.

R ,F :—-_;—_P, T;
€SP, LA 32

P
D, = —— (sentido — x)
3v2

«4/44. Se erige una torre espacial
sobre una base triangular equilatera
y forma una pirdmide simétrica con
sus tres secciones de armadura de
2m. La torre soporta la fuerza ho-
rizontal de 2500 N que es paralela
a la diagonal de la base OC, y la fuer-
za horizontal de 1500 N aplicada se-
gin GI. Comprobar la rigidez interna
de la armadura y calcular la fuerza
en el miembro GF. Determinar por
simple examen de una seccién aisla-
da adecuada, las fuerzas en los miem-
bros GI, HI, GE y HF.

Resp. Fgp=1605N T

20. Entramados y maquinas. Las estructuras y mecanismos compuestos

de miembros articulados cualquiera de los cuales tenga més de dos fuerzas a él
aplicadas, no pueden analizarse por los métodos descritos para las armaduras
simples. Dichos miembros son miembros multifuerza (tres o mas fuerzas) y en
general las fuerzas no estaran dirigidas segtin los miembros. En el capitulo ante- -
rior se estudi6 e ilustré el equilibrio de cuerpos sobre los que actian varias
fuerzas, si bien se concentré la atencién en el equilibrio de un solo cuerpo
rigido. En el presente apartado concentraremos nuestra atencién en el equili-
brio de cuerpos rigidos interconectados que contengan miembros multifuerza.
Aun cuando la mayoria de dichos cuerpos pueden analizarse como sistemas
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bidimensionales, existen numerosos ejemplos de entramados y méaquinas tridi-
mensionales.

Las fuerzas que actan sobre cada miembro de un sistema articulado se
hallan aislando el miembro con un diagrama para sélido libre y aplicando las
ecuaciones de equilibrio establecidas. Debe observarse con cuidado el principio
de la accién y la reaccion al representar las fuerzas de interaccién sobre los di-
ferentes diagramas para el sélido libre. Si la estructura contiene més miembros
o apoyos de los necesarios para evitar que se deforme, entonces, como en el
caso de las armaduras, el problema serad estiticamente indeterminado y los
principios del equilibrio, aun cuando son necesarios, no son suficientes para
obtener la solucion.

Si el entramado o maquina constituye una unidad rigida por si mismo, se
inicia mejor el andlisis estableciendo todas las fuerzas exteriores a la estructura
considerada come un solo cuerpo rigido. Se desmiembra entonces la estructura
y se considera el equilibrio de cada una de sus partes. Las ecuaciones del equi-
librio para las distintas partes estaran relacionadas mediante los términos que
contienen las fuerzas de interaccidn. Si la estructura no es rigida por sf misma,
sino que su rigidez depende de sus apoyos exteriores, generalmente es necesa-
rio considerar primeramente el equilibrio de una parte del sistema que sea
verdaderamente rigida de por si.

En la mayoria de los casos se encontrard que el analisis de entramados y
maquinas se facilita mucho representando las fuerzas en funcion de sus com-
ponentes cartesianas rectangulares. Ocurre asi, en particular, cuando se dan las
dimensiones de las partes segan direcciones perpendiculares entre si. La ventaja
de esta representacién es que simplifica grandemente el cdlculo de los brazos de
momentos. En algunos problemas tridimensionales, particularmente cuando se
calculan momentos respecto a ejes que no son paralelos a los de coordenadas,
resulta ventajosa la notacién vectorial. Al trazar los diagramas de sélido libre,
no siempre es posible asignar de antemano el sentido adecuado a todas las
fuerzas o a sus componentes, y suele hacerse necesario asignarles un sentido
arbitrario. En este caso, es absolutamente necesario que se represente una fuerza
en forma sistemdtica en los diagramas de cuerpos interactuantes que contengan
la fuerza en cuestion. Asi, para dos cuerpos unidos por el pasador A, figura 45a,
al ser separados, los componentes deberin representarse sistematicamente en,
los sentidos opuestos. En una articulacién por rétula entre .miembros de una
armadura espacial, el principio de la igualdad de accién y reaccién debera apli-
carse a las tres componentes como se indica en la figura 45b. Los sentidos
asignados podran resultar falsos cuando se determinen matematicamente los
signos algebraicos de las componentes. Por ejemplo, si A, resulta negativa, es-
tard actuando en realidad en sentido opuesto al considerado inicialmente. En
consecuencia, sera preciso invertir el sentido de la fuerza en ambos miembros
e invertir el signo del término de esta fuerza en las ecuaciones. O bien puede
dejarse la representaciéon como se hizo inicialmente, y el sentido de la fuerza
deberd comprenderse a partir del signo negativo.
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Por ultimo, surgen ocasionalmente situaciones en las que es necesario resol-
ver un sistema de dos o mas ecuaciones para separar las incégnitas. Sin embargo,
en la mayoria de los casos se podra evitar la resolucién de sistemas de ecuacio-
nes eligiendo convenientemente el miembro o grupo de miembros para el dia-
grama del solido libre y eligiendo en forma adecuada los centros de momentos que
eliminan términos molestos en las ecuaciones. En los problemas tipo siguientes
se ilustra el método de resolucién descrito en los parratos anteriores.

Problemas tipo

4/45. El entramado soporta la carga de 200kp en la forma indicada en la par-
te a de la figura. Despreciar los pesos de los miembros frente a las fuerzas inducidas
por la carga y calcular las componentes vertical y horizontal de todas las fuerzas que
se ejercen sobre cada uno de los miembros.

Solucién. Primeramente se observa que los tres miembros soportantes que cons-
tituyen el entramado forman un conjunto rigido que puede analizarse como si fuera
un solo cuerpo. También se observa que la disposicién de los apoyos exteriores hace
isostatico al entramado.

En la parte b de la figura se ha dibujado el diagrama de sélido libre del con-
junto del entramado y se determinan las reacciones exteriores. Asi

[SM, = 0] 3,3(200) — 3,0D = 0, D =220kp

[3F, = 0] A, —220=0, A, =220 kp
[SF,=0] A,—200=0, A, =200kp
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Problema ,4/45

A, continuacién, desmembraremos el entramado y dibujaremos el diagrama de sé-
lido libre de cada uno de los miembros (parte ¢ de la figura). Los diagramas se han
dispuesto en sus posiciones relativas aproximadas a fin de ayudar a seguir la pista
a las fuerzas de interaccién comunes. En los puntos A y D del diagrama se introducen
las reacciones exteriores que acabamos de calcular. Otras fuerzas conocidas son las
fuerzas de 200 kp que ejerce el eje de la polea sobre el miembro BF, obtenidas del
diagrama del sélido libre de la polea. También se representa la tensién de 200 kp del
cable ejerciéndose sobre AD en su punto de amarre.

A continuacién se indican sobre los diagramas las componentes de todas las fuer-
zas incognitas. Se observa aqui que CE es un miembro de dos fuerzas, por lo que
no sera la forma del miembro sino la direccién de la recta que une los dos puntos de
aplicacién de las fuerzas quien determine la direccién de éstas y por tanto el cociente
entre las componentes de las fuerzas que se ejercen en C y E. Dichas componentes
tienen reacciones iguales y opuestas que se han representado sobre BF en E y sobre
AD en C. A primera vista no puede conocerse el sentido positivo de las componen-

tes en B, por lo que se podrd asignar arbitrariamente y lo mantendremos de manera
sistemaética.
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Podemos proseguir utilizando la ecuacién de momentos respecto a B o-E para
el miembro BF seguida de las dos ecuaciones de fuerzas. Asi

[M, = 0] 2003,0) —1 E(1,8)=0,  E,=66Tkp " Resp.
[SF, = 0] B, + 200 — 667/2 = 0, B, = 133kp Resp.
[SF, = 0] B, -+ 200 — 667 = 0, B, = 467 kp " Resp.

Los valores numéricos positivos de las incégnitas significan que en los diagramas de
s6lido libre se han tomado correctamente los sentidos. El valor de C, = E, = 667 kp
obtenido por inspeccion del diagrama de sélido libre de CE se introduce ahora en el
diagrama de AD, junto con los valores de B, y B, que acabamos de determinar. Se
pueden aplicar ahora al miembro AD las ecuaciones de equilibrio a fines de com-
probacién, ya que todas las fuerzas que se ejercen sobre este miembro han sido ya
calculadas. Las ecuaciones dan

[SM, = 0] 220(2,1) + 220(0,9) — 200(1,2) — 467(0,9) = 0
[SF, = 0] 9220 — 667 + 467 + 200 — 220 = 0
[3F, = 0] — 667/2 + 133 4+ 200 = 0

lo que verifica los calculos anteriores.

4/46. La pala mecénica tiene una capacidad de 3 m3 y transporta barro que pesa
1280 kg/m?. En la posicién representada en la figura, en la cual el brazo EB est4 hori-
zontal, hallar la fuerza compresiva en el vastago JL del émbolo del cilindro hidraulico
y la fuerza cortante total que soporta el pasador situado en A. La méquina es simé-
trica respecto a un plano vertical central longitudinal y tiene dos juegos de conexio-
nes iguales, uno de los cuales es el representado. Pueden despreciarse los pesos de
los miembros frente a las fuerzas a que estdn sometidos.

Solucién. El peso de la carga transportada que soporta el juego de conexiones
de la figura es la mitad del total, o sea 1(1280)(3) = 1920 kp. En la parte b de la
figura puéden verse los diagramas para solido libre de los distintos miembros, en los
cuales los sentidos de las componentes de las fuerzas estan o asignados correctamente
por la observacion o se supone que son los sefialados. En todos los casos se observa
correctamente el principio de la igualdad en la accién y la reaccién. Los cilindros
hidraulicos BK y JL actiian como miembros de dos fuerzas con lo cual

: 175, 30
B,=B,tga= _IE B, = 175B,, L,=L,tgB8 = —]_—G_(T L,=0,1875L,.
La fuerza L en JL y la reaccion en A precisan una determinacién de las demas
fuerzas indicadas en los diagramas para sélido libre. Para la cuchara
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- [3M; = 0] 1920 (45) —90F, =0, F, =960 kp,
[SF, = 0] E,— 960 = 0, E, = 960 kp.

[3F, = 0] E,—1920=0. E, = 1920kp.
Pafa la palanca DF se ve facilmente que -

' D,=F,=960 kp, G,=2(960)= 1920 kp.
Anilogamente, para la palanca LH,

L,=1920 kp, C, = 2(1920) = 3840 kp
y

[SF,=0] C,—L,=0, C,=0,1875L, C, = 0,1875(1920) = 360 kp.

En el diagrama para sélido libre de EBA se ve que se pueden eliminar B, y B, su-
mando momentos respecto a K y B. Luego

[SMy = 0] 1304, + (960 + 960 —. 3840) 175 + 360(160) — 1920(300) = 0,

A, = 6572 kp.
[SMy = 0] 1004, + 360(60) — 6572(45) — 1920(200) = 0
A, =6581kp.
y A =/(6572)? + (6581)? = 9300 kp. Resp.

La fuerza en el cilindro JL es

L = /(1920) + (360)2 = 1953 kp. Resp.

(@ ®)
_ Problema 4/46
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Si se deseara conocer la fuerza en B, podria calcularse ahora de la manera siguiente

[SF, = 0] 960 + 960 — 3840 — B, + 6572 =0, B, = 4652 kp

B,=1,75B,, B, = 1,75(4652) = 8141 kp

4/47. El entramado en A de la parte a de la figura esta articulado segin el eje y
en los puntos E y F, que no pueden ofrecer resistencia segun la direccion y. Las co-
nexiones en A, B, C, D y G pueden tratarse como rétulas. La barra CG es el tnico
miembro de dos fuerzas. Calcular las componentes x, y y z de todas las fuerzas que
se ejercen sobre cada miembro del entramado. Los pesos de los miembros pueden
despreciarse frente a las cargas transmitidas.

Solucion. El diagrama para sélido libre del entramado en conjunto es el presen-
tado en la parte b de la figura y se emplea para calcular las reacciones exteriores.

L2

[3M, = 0] G T 2500(1,2) = 0 G = 2500 \/2Z N
[3M;_= 0] 2500(1,2) — 2,4E, = 0 E,=1250N
[3F, = 0] F, + 1250 — 2500 = 0 F,=1250N
[SMp, = 0]  2500(1,2) — 2500(0,6) — 24E, = 0 E, = 625N
[SF, = 0] 2500 + F, — 625 — 2500 = 0 F, = 625N

En la parte ¢ de la figura se ha aislado, con su diagrama para sélido libre, cada
uno de los tres miembros multifuerza, incluyendo las reacciones en los apoyos calcula-
das. El sentido correcto de todas las componentes no se ve necesariamente desde un
principio y no pasa nada,si no se da el sentido correcto a las componentes,si no se
vulnera el principio de la igualdad de la accién y la reaccién. Por simple examen, el
equilibrio del miembro BD exige

B,=D,=1250N, B,=D,=1250N Resp.

Conocidas dos de las tres componentes de D, pueden analizarse los miembros ADF y
ABE. Luego para ADF

[SF, = 0] A, + 1250 — 1250 = 0 A,=0 Resp.
[SF, = 0] A, + 1250 + 625 —2500 = 0 A, = 625N Resp.
[$M,, = 0] 1250(0,6) — 1,24, = 0 A, =625N Resp.
[SF, = 0] 625 — D, = 0 'D,=625N Resp.

De BD resulta claro ahora que B, = 625N Resp.
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Problema 4/47

Como comprobacién, puede verificarse el equilibrio de ABE con las componentes
conocidas de las fuerzas.

Obsérvese que el proceso resolutivo se ha seguido de manera que se eliminen
ecuaciones acopladas que requieran la resolucién de un sistema de ecuaciones. Pen-
sando un poco puede hallarse el proceso mas favorable en cada problema. En proble-

mas mas complicados no siempre es posible evitar la solucién de un sistema de ecua-
ciones de equilibrio.

Problemas ]<— 50 cm—>1

4/48. Calcular la fuerza que so-
porta el pasador A del entramado

sometido al par de momento de
10m-N.

Resp. A=10V2N

4/49, Las tijeras de doble palanca
que se muestran en la figura suelen
emplearse en lugar de las tijeras de
ho]alatero corrientes cuando se re-
quiera ejercer grandes fuerzas de cor-
te. Si se aplica una fuerza de com-
presién de 200 N. dcudl es la fuerza
de corte P en un lugar del filo de la | o4 om |3Y80r+
hoja situado a una distancia de 3,8 cm b b —
del pasador AP Problema 4,49

6,3 cm .3,8cm
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| 22,5 cm.

Problema 4/53

4/50. Calcular la fuerza que so-
porta el pasador A cuando la fuerza
compresiva aplicada es de 150 N.

Resp. A="T788N

4/51. Las ‘dos barras uniformes
estin soportadas en el plano vertical
en la forma que se indica. Si AC
pesa 30kp y BD pesa 15 kp, tenien-
do cada una su centro de gravedad
en su punto medio, calcular la fuer-
za que se ejerce sobre el pasador A.

4/52. La fuerza P mantiene en la
posicién de equilibrio que se indica
al entramado cargado. por resorte. De-
terminar, para esta posicién, la ex-
presion de la tensién T del resorte y
la fuerza que soporta el pasador B.

6
Resp. T = Pctg-%—, B= Pcosecz

4/58. Calcular la fuerza total que
soporta el pasador A bajo la accién
de la fuerza de 500 N y del par de
300 m-N, Resp. A = 401'N



4/54. Calcular la fuerza que so-
porta el pasador C del entramado so-
metido a la fuerza de 300 N y al par
de 37,5m-N.

4/55. El reductor de velocidades
consta del eje de entrada A con un
pifién solitario B, que acciona el en-
granaje C y su eje de salida D con
una reduccién 2:1. El centro de gra-
vedad de la unidad de 30 kg estd
en G. Si se aplica al ¢je A un par de
entrada de sentido horario y momen-
to 500 cm-kp vy si el eje de salida D
acciona una mdiquina a velocidad
constante, determinar las fuerzas re-
sultantes que se ejercen sobre el re-
borde de la base del reductor en E
y F por la accién combinada de los
roblones y los cimientos.

Resp. E = 13,65 kp hacia abajo,
F = 43,65 kp hacia arriba

4/56. Para la punzonadora de pa-
pel de la figura, hallar la fuerza pun-
zante Q que corresponde a una fuer-
za de presién manual P,

Estructuras

Problema 4/54

30 em —>L<—25 cm

Problema 4/55

Problema 4/56

157
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450 m'N

Problema 4,57

[e— 75 cm -

Problema 4/58

4,375 cm

250 N
Problema 4,59

4/57. Calcular la fuerza que so-
porta el pasador C del entramado
sometido al par de 450 m'N,

Resp. C =4195N

4/58. Calcular la fuerza que se
ejerce sobre la barra AB que une las
mordazas elevadoras que se cruzan
sin tocarse.

4/59. Determinar la fuerza Q que
ejercen sobre cada lado del perno las
cuchillas cuando se someten las aga-
rraderas a fuerzas de 250 N.

Resp. Q = 20 250N



4/60, Las tenazas de la figura se
utilizan para muchos fines de suje-
cién. Para la posicion de las agarra-
deras dada por « = 10° y para una
fuerza aplicada P = 150N, calcular
la fuerza de sujecién originada.

4/61. La mandibula D de la pren-
sa desliza con rozamiento desprecia-
ble a lo largo de la columna vertical
fija. Calcular la fuerza de compre-
sion R que ejerce sobre el cilindro E
y la fuerza que soporta el pasador A
al aplicar una fuerza F = 200 N a la
empufiadura de la palanca cuando el
dngulo 6 es de 75°

Resp. R=966N, A =833,5N

4/62. En la figura se ha represen-
tado una suspensién de doble eje
para camiones pequeiios. El peso del
bastidor central F es de 40kp y el
peso de cada rueda con la barra a ella
unida es de 35 kp, estando el centro
de gravedad situado a 67,5 cm de la
vertical central. Para una carga de
L = 1200 kp transmitida al bastidor
F, calcular la fuerza cortante total
que soporta el pasador en A. Si cada
muelle tiene una longitud natural de
25 cm y una rigidez de 128 kp/cm,
¢cudl es la longitud I del muelle com-
primido a causa de las cargas espe-
cificadas?

Estructuras 159

Problema 4/60

Problema 4,62
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Problema 4/64

Probleh)a 4/65

Estructuras

4/63. Despreciar los pesos de los
miembros y calcular las componentes
x e y de todas las fuerzas que se ejer-
cen sobre cada uno de los miembros
de la méquina a causa de la aplica-
cién del par de 45 m-N.

/

4/64. El dispositivo representado
es una forma ajustable de llave de
tornillo en la cual los espéarragos de
A y B encajan en los agujeros de la
cara del disco que se quiere atorni-
llar sobre su eje fijo O. Si para apre-
tar el disco sobre el eje se necesita
un momento de 75 m-N respecto a
O, calcular la fuerza que soportan

- cada uno de los esparragos A y B

cuando la fuerza P tenga el valor re-
querido.
Resp. A=8355N, B="7155N

4/65. El tren de aterrizaje consis-
te en un cuerpo de bomba D carga-
do hidraulicamente y por muelle, mas
las dos barras articuladas OB y CB.
Si el tren de aterrizaje se mueve a lo
largo de la pista a velocidad cons-
tante, soportando la rueda una carga
constante estabilizada de 2400 kp,
calcular la fuerza total que soporta
el pasador A.



4/66. La rueda delantera de un
tren de aterrizaje se eleva aplicando
un par de momento M a la barra BC
mediante el 4rbol en B. Si el brazo
y rueda AO tuvieran un peso combi-
nado de 48 kp con centro de grave-
dad en G, hallar el valor necesario
de M para elevar la rueda cuando D
esté directamente debajo de B. Des-
preciar los pesos de BC y DC.

Resp. M = 14,1mkp

4/67. Se disefia una lave anti-mo-
mento para ser utilizada por un tri-
pulante de una nave espacial en la
cual no dispone de ningunz plata-
forma estable contra la que apoyarse
cuando aprieta un tornillo. El pasa-
dor A ajusta en un agujero adyacen-
te practicado en la estructura que
contiene el tornillo que se quiere
apretar. Mediante oscilaciones suce-
sivas de la unidad engranaje-mango,
el zbcalo gira en un sentido por ac-
cién de un mecanismo de trinquete.
La reaccién contra el pasador A pro-
porciona la caracteristica “anti-mo-
mento” de la herramienta, Para una
fuerza compresiva de P = 150 N de-
terminar el momento M transmitido
al tornillo y la reaccién exterior R
contra el pasador A normal a la rec-
ta AB. (Un lado de la herramienta
se emplea para apretar tornillos y el
opuesto para aflojarlos.)

Meriam(E) — 6

Estructuras

Problema 4/66

161

Problema 4/67
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4/68. En la posicién particular in-
dicada de la gra para troncos, las
plumas AF y EG son perpendicula-
res entre si y AF es perpendicular
a AB. Si la gria estd manejando un
tronco de 2400 kg, calcular-la fuerza
soportada por los pasadores en A y D
en esta posicién, a causa del peso
del tronco.

Resp. A = 17 000 kp, D = 8550 kp

4/69, Determinar la fuerza cor-
tante Q aplicada a la barra si se apli-
ca a su empufiadura una fuerza de
200 N cuando 6 = 30°. Para una fuer-
za aplicada dada, {qué valor de 6 da
la mayor fuerza cortante?

4/70. Determinar la fuerza de
puncién P en funcién de las fuerzas
F aplicadas a las empufiaduras.

9

Resp. P=

Problema 4,70
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4/71. El poste fijo soporta los dos
miembros CE y AC junto con la po-
lea y su carga. Determinar la fuerza
que se ejerce sobre el pasador en B
cuando esté aplicado el peso de
300 kp. Resp. B = 877,5kp

4/72. Al eje del tambor que ac-
ciona la gria hay que aplicar un par
de momento M = 30 m-kp para so-
portar el peso P suspendido en la
forma que se indica. Calcular las
componentes x e y de todas las fuer-
zas que se ejercen sobre los miem-
bros AC y CD. Los pesos de los
miembros y poleas son despreciables
frente a P,

S

4/73. Determinar la fuerza que
soporta el pasador en C del entra-

mado sometido a carga.
Resp. C = 1080 N

25 cm

Problema 4/73
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Problema 4, 74

22,5cm R
15cm R

mm
mm

200 kp
Pri)blema 4,76

- 4/74. Un cilindro neumético que
puede girar alrededor del eje hori-
zontal F acciona la palanca AB del
sujetador de accién répida para man-
tener en posicién la pieza que se tra-
baja. Si se tiene una presién de aire
de 4kp/cm? por encima de la pre-
sién atmosférica ejerciéndose sobre el
émbolo de 5 cm de didmetro, deter-
minar la fuerza de sujecién en G para
la posicién « = 10°. Para esta posi-
cién, el vastago del émbolo es per-
pendicular a AB.

/

4/75. Calcular las componentes x
e y de todas las fuerzas que se ejer-
cen sobre los miembros AC y DE al
aplicar la carga de 150 kp. Las dos
poleas son solidarias,

Y,

4/76. Calcular la' fuerza que so-
porta el pasador A cuando la mani-
vela de la gria esté en la posicion
vertical indicada. La configuracién
geométrica es tal que el cable que
va del torno D a la polea C es muy
aproximadamente paralelo a BC y
puede considerarse como tal. La
fuerza P que se ejerce sobre la em-
puiiadura de la manivela es exacta-
mente la necesaria para soportar la’
carga. Resp. A =407kp
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4/77. El azadén trasero se gobier-
na mediante los tres cilindros hi-
dréaulicos y, en la posicién que se in-
dica, puede aplicar una fuerza hori-
zontal P = 1000 kp. Despreciar los
pesos de los miembros y calcular las
fuerzas que soportan los pasadores
en Ay E,

Resp. A = 2235kp, E = 3675 kp

4/78, La pala mecanica pesa
10000 kp vacia y contiene 1,53 m?
de basura con centro de gravedad en
G. Existe una doble conexién meca-
nica a uno y otro lado de la méqui-
na. Si la pala contiene basura de
densidad 1,28 g/cm®, determinar,
para la posicién particular indicada,
la fuerza P que actia sobre el ém-
bolo de cada cilindro hidriulicc AB
y la fuerza que se ejerce sobre los
pasadores C y E de un lado de la

Problema 4 77

0 CBTS&
I |

180 cm »490 em|
I
5¢ <9

maquina. Resp. P = 4260 kp
C = 4400 kp
E = 2325 kp

4/79. La tapa del gran autoclave
estd articulada en D y la sube y baja
el cilindro hidriulico CE. Una ranu-
ra lisa y corta situada en A en la
direccién de AC (v. detalle) permite
que exista la pequefia diferencia de
radio de los arcos que recorre A al-
rededor de D y B al girar la tapa y
el brazo de mando. En la posicién
de 15° que se indica, la cara inferior
de la tapa y el brazo AC son para-
lelos. La tapa pesa 440 kp, estando
su centro de gravedad en G. Los
pesos del brazo y del cilindro son pe-
quefios en comparacién y pueden des-
preciarse. Calcular la fuerza que so-
porta cada uno de los pasadores en D
y B para la posicién de 15°. (Para la
configuracién geométrica dada, el _ ‘
éngulo 6 = 41°49") ] o T Detalle de A

Resp. D = 116 kp, B = 1145 kp Problema 4,79
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4/80. Determinar la fuerza que sz
ejerce sobre el miembro ABC en la
conexién A para el entramado espa-
cial cargado que se indica. Cada co-
nexién puede tratarse como rétula.

Problema 4/80

4/81. Calcular la fuerza total que
se ejerce sobre el miembro BD en D
para el entramado espacial cargado
por las dos fuerzas indicadas. Cada
una de las conexiones puede tratarse
como rétula.

Resp. D = 245kp

Problema 4/81



4 4/82. El entramado de la figura
descansa sobre una superficie lisa
horizontal y las juntas en D,E,F,G y
H actdan como articulaciones de ré-
tula. Determinar la fuerza total que
act@a sobre la unién D debida a la
carga de 250 kp aplicada en F.
Resp. D = 129 kp

«44/83. Determinar la fuerza en el
miembro EB debida a la accién del
par aplicado a la armadura espacial.
Calcular también las componentes de
la fuerza que se ejerce en D sobre
CD. El punto E es el punto medio
del segmento CD y los apoyos A, B,
C, D y E pueden considerarse articu-
laciones de rétula.
Resp. Fgg = 359 N compresion;
D=D,=1335N

Estructuras

Problema 4, 82

Problema 4/83

167
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4 4/84. El miembro transversal BC
del entramado en A tiene limitado
su movimiento en la direccién x por
medio de un collar en C, mientras
que en B no existe limitacién alguna
al movimiento en la direccién x. Las
demds uniones en A, D, E, F y G
actian como articulaciones de rétula.
Calcular la fuerza en DG mediante
una sola ecuacién de equilibrio. De-
terminar también las componentes
%, Y, z de la fuerza que se ejerce en
E sobre AE. Supéngase que los sen-
tidos positivos de estas componentes
concuerdan con los sentidos positivos
de los ejes de coordenadas. Despré-
ciense los pesos de los miembros.
Resp. Fpg = 1300N, E, = —283N
E,=—17TN, E,=884N

Problema 4/84

21. Vigas con cargas concentradas. Los miembros estructurales que
ofrecen resistencia a la flexién originada por las cargas aplicadas reciben el
nombre de vigas. La mayoria de las vigas son barras prisméticas largas y las
cargas suelen aplicarse normalmente a los ejes de dichas barras. La viga es,
indudablemente, el mas importante de todos los miembros estructurales, y hay
que entender perfectamente la teoria basica que fundamenta su disefio. El an4-
lisis de las capacidades de soporte de carga de las vigas consiste, primero, en
establecer los requisitos de equilibrio de la viga en conjunto y de una parte
cualquiera de ella considerada por separado. Segundo, se establecen las rela-
ciones entre las fuerzas resultantes y la correspondiente resistencia interna de
la viga para soportar estas fuerzas. La primera parte de este anlisis requiere la
aplicacién de los principios de la Estatica, mientras la segunda parte del pro-
blema lleva consigo las caracteristicas de resistencia del material y suele tratar-
se en el estudio de la resistencia de materiales. En este apartado se estudia
solamente la primera parte del problema.

Las vigas soportadas de tal manera que las reacciones en los apoyos pueden
calcularse con auxilio solamente de los métodos de la Estatica reciben el nombre
de vigas isostdticas. Una viga que tenga mas apoyos de los necesarios para pro-
porcionar el equilibrio se dice que es hiperestdtica y serd necesario considerar
las propiedades de la deformacién de la viga bajo condiciones de carga ademas
de las ecuaciones del equilibrio estatico para determinar las reacciones de los
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apoyos. En la figura 46 pueden verse ejemplos de ambos tipos de vigas. En este
apartado solamente se estudiardn vigas isostaticas.

En el anélisis de armaduras simples, la resultante de las fuerzas que se ejercen
sobre una seccién de un miembro cortado era una fuerza tnica, de tensién o com-
presion, en la direccién de la barra. La flexi6n, la cortadura y la torsién de la barra
eran despreciables o nulas. En el anélisis de vigas, la resultante de las fuerzas
que se ejercen sobre una seccién transversal de la viga no pueden, en general,
representarse mediante una fuerza F y un par de momento M segin se indica
en la figura 47a. Recuérdese del capitulo 2 que la resultante de un sistema cual-
quiera de fuerzas coplanarias puede expresarse como una fuerza resultante apli-
cada en un punto cualquiera y un par correspondiente. En algunas vigas la dis-

S S —

| I J
& Simple 2 & & &

. l

Voladizo &

En voladizo con extremo
apoyado

| |

& =

Fija

Y -
Vigas isostaticas Vigas hiperestaticas

Figura 46

(a)
Kigura 47
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tribucién real de las fuerzas en una seccién recta es extraordinariamente com-
pleja y su descripcién completa requiere un extenso andlisis que incluya las
propiedades de la deformacién bajo condiciones de carga de los materiales de
las vigas. En el presente estudio sélo se considerara el sistema equivalente de la
distribucién de fuerzas para una seccién cualquiera de una viga isostatica.

En la figura 47b se presentan por separado la fuerza F y el momento M en
funcién de sus tres componentes. Las componentes de F son una fuerza tenso-
ra P y dos fuerzas cortantes V, y V,. Las componentes de M son un momento
torsor T y dos momentos flectores M, y M.. El momento flector M, se debe
a fuerzas aplicadas en el plano x-z y M, se debe a fuerzas eiplicadas en el pla-
no x-y. El momento torsor T o M, se debe a momentos aplicados a la viga res-
pecto al eje x que tienden a torcer la viga alrededor de este eje.

Obsérseve que las componentes de F y M en la figura 47 se toman en los
sentidos positivos de los ejes de coordenadas de un triedro x-y-z ortogonal dex-
trégiro. Esta notacién para las fuerzas interiores se esta utilizando cada vez mas
en la designacién y andlisis de esfuerzos en los solidos y es la que utilizamos en
este libro,

Si las fuerzas aplicadas a la viga fueran coplanarias, por ejemplo en el pla-
no x-y de la figura 47, entonces V, =0, M, =0 y T = 0. Las vigas representa-
das en la figura 46 son de este tipo en donde sélo interviene la flexién en el
_ plano de la figura.

En la figura 48 se muestran dos porciones contiguas de una viga sometida
a fuerzas coplanarias en el plano x-y del papel. Sélo quedan la fuerza cortante
V, =1V, la tensora P y el momento flector M, = M. Las fuerzas se representan
ejerciéndose sobre el centro de la seccién recta. El esfuerzo cortante medio en
la seccién es V/A, donde A es el area de la seccion recta, La fuerza P es una
fuerza tensora, segin se indica, y el esfuerzo tensor medio en la seccién recta
es P/A. En el capitulo 5 volveremos sobre las fuerzas o esfuerzos distribuidos.

Nétese que los sentidos positivos de V, P 'y M estdn invertidos en las dos
secciones de la figura 48 en virtud del principio de accién y reaccion. Esta desig-
naci6én de los sentidos positivos de las acciones concuerda con la notacién adop-
tada en la figura 47 y deber4 utilizarse de manera sistematica en la resolucién de

+
Figura 48
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problemas.* Frecuentemente es imposible ver a simple vista si el esfuerzo cor-
tante y el momento flector en una seccién determinada de una viga cargada son
positivos o negativos. Por esa razén convendra representar V y M con sus senti-
dos positivos en los diagramas de sélido libre y dejar que los signos algebraicos de
los valores calculados indiquen el sentido adecuado.

Como una ayuda para la interpretacién fisica del momento flector M, consi-
deremos la viga indicada en la figura 49 flexionada por los dos momentos iguales
y opuestos aplicados a los extremos. La seccién recta de la viga se toma como la
de una viga en doble T (también llamada a veces seccién H) con un nervio cen-
tral muy estrecho y bordes superior e inferior de gran peso. Para esta viga puede
despreciarse la carga que lleva el pequefio nervio frente a la de los dos bordes.
Es casi evidente que el borde superior de la viga se acorta y se halla sometido a
compresién, mientras que el inferior se alarga y se halla sometido a tensién.
La resultante de las dos fuerzas, una tensién y la otra compresién, actuando
sobre una seccién cualquiera es un par y su momento es el momento flector que
actda sobre la seccién. Si se hubiera cargado de igual manera una viga de sec-
cién recta diferente, la distribucién de la fuerza sobre la seccién hubiera sido
diferente, pero la resultante hubiera sido el mismo par.

La variacién de la fuerza cortante V y del momento flector M a lo largo de
la viga suministra una informacién nceesaria para el analisis de la viga. En par-
ticular, el valor maximo del momento flector suele ser lo que primero se consi-
dera en el disefio o seleccién de una viga, y deberd determinarse su valor y
posicion. Las variaciones del corte y del momento se presentan mejor grafica-
mente, y la representacion gréfica de las expresiones de V y M en funcién de
la longltud de la viga dan lugar a los diagramas de fuerza y momento flector
de la viga.

El primer paso en el cdlculo de las refaciones del corte y del momento con-
siste en establecer los valores de todas las reacciones exteriores sobre la viga
aplicando las ecuaciones del equilibrio a un diagrama para el sélido libre de
toda la viga. A continuaci6n, se aisla mediante un diagrama para el sélido libre

Figura 49

# En la literatura antigua es corriente encontrar una notacion en la que se toma para el
esfuerzo cortante el sentido opuesto al que hemos adoptado aqui.
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una parte de la viga, la de la derecha o la de la izquierda de un corte transversal
arbitrario, y se aplican a esta parte aislada de la viga las ecuaciones del equili-
brio. Estas ecuaciones darin expresxones para la fuerza cortante V y el mo-
mento flector M que actiian en la seccién sobre la parte aislada de la viga. La
parte de la viga que lleve consigo el menor niimero de fuerzas, bien a la derecha
oala izqm’erda de la seccion arbitraria, suele dar la solucién méas sencilla, No
debera tomarse una seccién transversal que coincida con la localizacién de una
carga concentrada, ya que tal posicién representa un punto en discontinuidad
en la variacién del esfuerzo cortante y del momento flector. Por tltimo, es
sumamente importante hacer notar que los cilculos de V y M de cada seccién
elegida deben siempre estar de acuerdo con el convenio acerca del sentido
positivo que se ilustra en la figura 48. En el caso de vigas horizontales en que
no se especifiquen los ejes de coordenadas, se supondra que el sentido positivo
del eje horizontal es hacia la derecha y el del eje vertical hacia arriba.

Existen muchas combinaciones posibles de cargas y apoyos. En cada caso
serd siempre valido el método y el procedimiento que acabamos de describir y
que se ilustran en los problemas tipo siguientes,

Problemas tipo

4/85. Dibujar los diagramas de fuerza cortante y momento flector correspondien-
tes a la viga de la parte a de la figura y determinar el valor méaximo del momento
flector, indicando el lugar en que se encuentra.

Solucidn. Del diagrama de s6lido libre de la viga, representado en la parte b, las
reacciones resultan ser:

[3Mg, = 0] 2,1 R, — 1,2(200) — 3(100) = 0, R, = 257,1 kp
[SF, = 0] Ry + 257,1 — 200 — 100 = 0, R, = 42,9kp

El diagrama de sélido libre de lz parte de la viga a la izquierda de la seccién A es
el indicado en la parte ¢ de la figura. La fuerza cortante V y el momento M aparecen
con sus sentidos positivos. El equilibrio exige
[SF, = 0] V=—429kp
[3M, = 0] M = 42,9x
Estos valores son validos entre x =0 y x = 1,2 m.

El siguiente intervalo se analiza mediante el diagrama de sélido libre de la parte

entera de la viga situada a la izquiexrda de la seccion B. Nuevamente se representan
V y M con sus sentidos positivos (parte d). El equilibrio da:

[3F, = 0] V —200 + 42,9 = 0, V = 157,1kp
[SM; = 0] M + 200(x — 1,2) — 42,9x = 0, M = 240 — 157, 1x

2 e Pl
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Por tltimo, del mis sencillo de los dos diagramas correspondientes a la seccién C, in-
dicado en la parte e de la figura, la aplicacion literal de las ecuaciones de equilibrio da: -

[SF, = 0] V =—100kp
[ZM, = 0] M + 100(3 —x) = 0, M = — 100(3 —x)
200 kp 10p kp
’(71,2 m—¢<—0,9 m—>r<—0,9 m-—>
e
y 201kp 109 kp
| A B C
! | ! I
| ! | 1
(] L ) ) I ———x
I 1 [
! i ! I
Ri=429kp | i Rs = 257,1kp
v = —s29kp
|
(© = M = 42,9z
hv = 1571 ka
|
(d) M = 240 — 157,1x
I
| ¢ Lmo kp
l M = —100(3—x)
( | [ (—_—
\ ' V=w—I100kpy 3—%
v, kp 571
| ,
(+)
0
o ~42.9 (=) (-)
—100
| I
Ky 7
(4

Problema 4/85
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Obsérvese que M y V se han representado con sus sentidos positivos sobre el dia-
grama de sélido libre.

En las partes f y g se han representado graficamente los diagramas de fuerza cor-
tante y momento flector correspondientes a la viga entera. El valor maximo del mo-
mento y su posicién son, evidentemente

[M|=90mkp en x=21m Resp.

4/86. La viga estd empotrada en un fundamento en A y soporta las tres fuerzas
y el par que se indican. Construir los diagramas de momento flector en los planos x-z
y x-y y determinar el momento flector resultante en x = 5 cm, ¢Cuél es el momento
torsor T respecto al eje x?

Solucion. Primeramente se establece el sentxdo positivo de la fuerza cortante y
del momento como se indica en los distintos diagramas. A continuacién se aisla una
porcién de viga en las dos vistas representadas. En cada vista se representan el mo-
mento flector y la fuerza cortante ejerciéndose en sentido positivo. En la vista x-z,
una ecuacién de momentos respecto a la seccién cortada nos da para x < 17,5 cm,
expresando las distancias en metros:

[SM = 0] M, — 500(0,075) + 300(0,275 —=x) =0, M, =—45 + 300xm.N

Para x > 0,175 m una porcion aislada de la viga.da M, = — 300(0,275 — x) m.N. En
la figura puede verse la variacién de M, con x, que pone de manifiesto la discontinui-
dad en x = 17,5 cm. También se ve en la figura que la fuerza cortante es constante
e igual a V, = — 300N y que la fuerza axial es P = —500N (compresion) en la
parte de la viga del lado del fundamento.

Para la vista x-y del diagrama de sé6lido libre, Ja suma de momentos respecto a Ia
seccién cortada da para x < 0,175 m

[SM = 0] M, + 250(0,275 — x) — 37,5 = 0, M, = — 31,25 + 250xm-N

Para x > 0,175 m, una porcién aislada de la viga da M, = — 250(0,275 — x) m-N.
En la figura inferior puede verse la variacién de M, con x, y se observa una discon-
tinuidad del momento flector en el punto en que estd aplicado el par de 37,5m-N.
Se ve que la fuerza cortante es V, = — 250N a lo largo de toda la viga. El mo-
mento torsor (no indicado en los diagramas de sélido libre) es T = 250(0,075) =
=18,75m.N a lo largo de toda la viga.

En x = 5 cm, los momentos flectores son

M,=—30mN M,=—1875mN

con lo que el momento flector resultante es

M = /(— 302 4+ (— 18,75)? = 35,5m-N Resp.
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,i\ P
300 N 2
500 N
My, m.N
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—45
250 N
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o |

Sentido positivo para la fuerza
cortante y el momento flector

Problema 4/86

Problemas 480 kp

4/87. Dibujar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector de
la viga simplemente apoyada y deter-
minar el momento miximo M. Problema 4 87

Resp. M5x. = 270 mkp

300 kp

4/88. Dibujar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector de
la viga de la figura.

300 kp
Problema 4/88
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Problema 4 &y
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Problema 4/92
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Problema 4,93

4/89. Dibujar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector de
la viga en voladizo. Observar el con-
venio de signos que corresponde a los
ejes que se indican,

4/90. Dibujar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector de
la viga sometida a un par en su ex-
tremo., ¢Cuél es el momento M en
una seccién, 12,5 cm a la derecha
de B? Besp. M = —18000 cm N

4/91. Dibujar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector de
la viga cargada en su centro por el
par C.

4/92, El codal estd soldado a la
viga AB y soporta la carga de 50 kp.
Dibujar los diagramas de fuerza cor-
tante y momento flector de la viga.

4/93. Dibujar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector de
la viga representada y hallar el mo-
mento flector M en la seccién C.

Resp. M = — 250 m-kp
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4/94. Dibujar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector de
la viga cargada en la forma que se
indica. Determinar el momento flec-
tor M de magnitud méixima.

Resp. M = — 300 m-kp

4/95. La resistencia a la flexién de
una viga de anchura uniforme es pro-
porcional al cuadrado de la altura y
de la viga. En la viga en voladizo
representada, su altura en el empo-
tramiento es h. Hallar la altura y en
funcién de la longitud x que haga
que todas las secciones ofrezcan la
misma resistencia a la flexién que la
seccién en el empotramiento.

Resp. y = h\/x/I

~ 4/96. Una viga curva en voladizo
tiene forma de cuadrante de circun-
ferencia. Determinar las expresiones
de la fuerza cortante V (perpendicular
al cuadrante)y del momento flector
M en funcién de 6.

4/97. Construir el diagrama de mo-
mento flector del 4rbol en voladizo
AB de la unidad rigida que se indica.

4/98, Construir el diagrama de
momento flector de las dos vigas car-
gadas de la manera que se indica y
unidas por una articulacién de pasa-
dor en B.

1 ! 1
lé?-f-l(—l,z m—)l(—1,2 m—>‘<0n?—l

Problema 4 94
< !

|

Qo
N

Problema 4,95

¢L .
l .
»
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Problema 4 96

Y
75 kp /,.1

z—F
7,5 cm
¥

50 kp
Problema 4/97

1000 kp

750 kp

1,8m

Problema 4,98
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300 NA_ N
N
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Problema 4/102

Estructuras

4/99. El 4rbol de 45 cm estid su-
jeto rigidamente en el collar fijo en
A y soporta las dos cargas que se in-
dican. Determinar el momento flec-
tor resultante en el 4rbol en A y ex-

presarlo con notacién vectorial.
Resp. My = 451 — 78j m:N

4/100, Escribir las expresiones del
momento torsor T y del momento
flector M de la viga curva en forma
de cuadrante de circunferencia some-
tida a la carga L en su extremo. Uti-
lizar una notacién acorde con el sis-
tema de coordenadas dextrorsum
r-8-z.

Resp. M, = — Lacos b,
T = — La(l — sen 6)

4/101. Dibujar la familia de dia-
gramas de momento flector de la viga
soportante superior correspondientes

a los distintos valores de x sien-
do I<b.

4/102, Determinar el momento
flector méximo M y el valor corres-
pondiente de x en el puente de la
griia e indicar en qué seccion se ejer-
ce dicho momento.

Resp- M, = L1 - a1, x=-“—§-—’



Estructuras

4/103. La viga AD est4 soportada
y cargada de la manera que se indi-
ca. El cable que soporta la carga de
1000 kg esti arrollado en torno al
tambor situado en E y el tambor est4
trabado a su soporte y no puede gi-
rar. Despréciense las dimensiones de
las bridas que sujetan los soportes a
la viga en B y en D y constriiyanse
los diagramas de fuerza cortante y
momento flector de la viga. Determi-
nar el momento flector maximo M y
la distancia x al pasador A a la cual
se tiene M.
Resp. M = —1350mkp a x = 2,7m

4/104. Dibujar los diagramas de
momento flector de la viga en cada
uno de los planos coordenados x-y
y %-z y escribir la expresién vectorial
del momento total (torsor mas flec-
tor) M que se ejerce sobre la porcién
izquierda de la viga en la seccion
b=25cm.

Resp. M = — 176,75i 4 85,75j +
4 114,25k m-N

1000 kg

Problema 4 103

,*”—\\
22771000 N>

50 cm

62,6 m-N
AN
400N

Problema 4/104
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5 Fuerzas distribuidas

22, Introducciéon. En los capitulos anteriores se ha supuesto que todas
las fuerzas estaban concentradas y se han representado mediante simples vecto-
res con punto de aplicacién determinado o situados sobre las lineas de accién
de las fuerzas. En realidad, no existen fuerzas “concentradas”, ya que toda fuer-
za real aplicada a un cuerpo se distribuye sobre un 4rea o volumen finitos. En
el caso de una fuerza aplicada a una superficie es evidente que, cuando las di-
mensiones del 4rea sobre la que se distribuye la fuerza son despreciables frente
a las demés dimensiones del cuerpo, el concepto de fuerza concentrada no in-
troduce ninguna complicacién. Por otra parte, la fuerza puede estar aplicada
sobre una superficie de extensién considerable y debera tenerse en cuenta la
variacién de la distribucién de la fuerza sobre la superficie. También existen
fuerzas que se distribuyen sobre el volumen de un cuerpo, por ejemplo, las fuer-
zas del campo gravitatorio terrestre, o de los campos eléctrico y magnético.
‘Cuando una fuerza est4 distribuida sobre una region, a la distribucién se le llama
campo de fuerzas. El campo puede estar representado por la distribucién de la
fuerza a lo largo de una linea, sobre una superficie, o en todo un volumen.

Una fuerza distribuida viene medida en cada punto por su intensidad. Asi,
una fuerza distribuida sobre una superficie recibe el nombre de presion o esfuer-
z0 y se mide como fuerza por unidad de superficie sobre la cual actia, La
unidad bésica para la presién o esfuerzo es el newton por metro cuadrado
(N/m?), llamada también un pascal (Pa). Esta unidad es sin embargo dema-
siado pequefia para la mayoria de las aplicaciones y resultan mas dtiles los
multiplos kilo-pascal (kPa) igual a 1000 Pa, y el megapascal (MPa) igual a
1000 000 Pa. Otra unidad de presién o esfuerzo aceptada es el bar (b) igual a
107 Pa o 102 kPa. La palabra presidn suele emplearse para designar la intensidad
de fuerza distribuida debida a la accién de fluidos, mientras que la palabra
esfuerzo se emplea mas generalmente para designar la fuerza distribuida inte-
riormente en los sélidos. Las fuerzas distribuidas sobre el volumen de los cuerpos
reciben el nombre de fuerzas mdsicas y se miden como fuerzas por unidad de
volumen (N/m?) o por unidad de masa (N/kg). Cuando la fuerza mésica se debe
a la atraccién de la gravedad, la intensidad se escribe pg, donde p representa
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el peso especifico (peso por unidad de volumen) y g la aceleracién de la gra-
vedad. La unidad de pg es, pues (kg/m®) (m/s?) = (N/m?3).

En este capitulo se describen los sistemas equivalentes y el equilibrio de
diversos sistemas de fuerzas distribuidas. Los problemas de este tipo contienen
siempre una variacion continua en la regidn que se considera, por lo que la
herramienta analitica adecuada es el Célculo Infinitesimal.

23. Centro de gravedad; centro de masa. La fuerza distribuida mads
conocida es la fuerza de atraccién de la Tierra. Esta fuerza masica se distribuye
por todas las partes de todos los objetos situados en el campo de influencia de
la Tierra. La resultante de esta distribucién de fuerza mésica se conoce con el
nombre de peso del cuerpo, y es necesario determinar su magnitud y posicién
en el caso de cuerpos cuyo peso sea apreciable.

Consideremos un cuerpo tridimensional de tamafio, forma y peso cuales-
quiera. Si se le suspende, como se indica en la figura 50, de un punto cualquiera
tal como el A mediante una cuerda, el cuerpo se hallard en equilibrio bajo la
accién de la tensién de la cuerda y la resultante de las fuerzas maésicas o de
gravedad que actiian sobre sus particulas. Es evidente que esta resultante tendra
por linea de accidn-la-recta definida por la cuerda, y se supondrd que puede
sefialarse su posicién, por ejemplo, practicando en el cuerpo un hueco de tamafio
despreciable a lo largo de su linea de accién. Se repite este experimento suspen- .
diendo el cuerpo por otros puntos tales como el By el C, y en todos los casos se
marca la linea de accién de la resultante. Para todos los fines practicos estas lineas
de acci6n concurrirdn en un punto al que se da el nombre de centro de gravedad
o centro de masa del cuerpo. No obstante, un anlisis preciso tendria en cuenta
el.hecho de que las direcciones de las fuerzas de gravedad correspondientes a

———————

(J]
Figura 50

Figura 51
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las distintas particulas que constituyen el cuerpo son ligeramente diferentes
a causa del hecho de que convergen hacia el centro de atraccién de la Tierra.
Ademés, como las particulas se hallan a diferentes distancias de la Tierra, la
intensidad del campo de fuerzas de la Tierra no se mantiene exactamente cons-
tante sobre todo el cuerpo. Estas consideraciones llevan a la conclusién de que
las lineas de accién de las resultantes de las fuerzas de gravedad, en los experi-
mentos antes mencionados, no serdn exactamente concurrentes y por tanto no
existira, en el sentido exacto, un centro de gravedad. Esta condicién carece de
importancia practica mientras tratemos con cuerpos cuyas dimensiones sean
pequefias frente a las de la Tierra. Por tanto, supondremos un campo uniforme
de fuerzas (paralelas) debido a la atraccidn gravitatoria terrestre y esta condi-
cién da como resultado el concepto de un centro de gravedad tnico.

Para determinar matematicamente la posicion del centro de gravedad G de
un cuerpo cualquiera, figura 5la, debera escribirse una ecuacién que establezca,
por el teorema de Varignon, que el momento respecto a un eje de la resultante
P de las fuerzas de gravedad es igual a la suma de los momentos respecto al
mismo eje de las fuerzas de gravedad dP que se ejercen sobre todas las particulas
consideradas como elementos infinitesimales del cuerpo. La resultante de las fuer-
zas de gravedad que se ejercen sobre todos los elementos es el peso del cuerpo
y viene dado por la suma P = [dP. Si se aplica el principio de los momentos
respecto al eje y, por ejemplo, el momento respecto a este eje del peso elemental
serd x dP y la suma de dichos momentos para todos los elementos del cuerpo
es [ x dP. Esta suma de momentos debe ser igual al momento de la suma Pz. Asi
pues, las' expresiones de los momentos respecto a los tres ejes daran;

fde fydP [zdP'

< =t =T PE T an

El numerador de cada expresién representa la suma de momentos y el pro-
ducto de P por la coordenada correspondiente de G representa el momento de la
suma. La tercera ecuacién se obtiene girando el cuerpo y-el sistema de referencia
90° alrededor de un eje horizontal de manera que el eje z quede horizontal,

Las ecuaciones 17 pueden expresarse en forma vectorial con ayuda de la
figura 51b, en donde la masa elemental y el centro de gravedad G estin lo-
calizados por sus vectores de posicién respectivos r=ix+jy-+kz y F=
i#4 jy 4 k2 Asi, las ecuaciones 17 son las componentes de la ecuacién vec-
torial vnica

frdP frdm a8)

| l'=-——-?— o r= -
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donde, en la segunda ecuacibn, la masa ha sustituido al peso en virtud de la
relacion P =mg.

Esta segunda ecuacién define la posicién del centro de masa, que coincide,
evidentemente, con el centro de gravedad mientras el campo de la gravedad pue-
da considerarse uniforme y paralelo. Carece de sentido hablar de centro de gra-
vedad de un cuerpo que se saque del campo gravitatorio terrestre, ya que sobre
dicho cuerpo no se ejercerian fuerzas de gravedad. En cambio, seguiria teniendo
su centro de masa Unico, Es totalmente adecuado utilizar el término centro de
gravedad siempre que se haga referencia al efecto de las fuerzas de la gravedad
sobre un cuerpo. En cambio, el término centro de masa se utiliza més adecuada-
mente cuando se hace referencia a la influencia de la distribucién de la masa so-
bre la respuesta dindmica de un cuerpo a fuerzas no equilibradas. Esta clase
de problemas se estudiard detenidamente en el tomo compafiero de éste, titu-
- lado Dindmica.

En la mayoria de los problemas se podran simplificar los célculos del cen- -
tro de gravedad mediante una eleccién inteligente de los ejes de referencia. En
general, los ejes se deberan colocar de manera que simplifiquen todo lo posible
las ecuaciones de los contornos. Asi, las coordenadas polares simplificardn, en
general, aquellos problemas que tengan contornos circulares, Otro indicio im-
portante surgird de las cuestiones de simetria, Siempre que exista un eje o un
plano de simetria, con él deber4d hacerse coincidir un eje o plano coordenado.
El centro de gravedad se hallara siempre sobre dicho eje o plano, ya que los
momentos debidos a elementos situados simétricamente se compensarin y el
cuerpo podra considerarse constituido por pares de elementos de este tipo, Asi,
el eje de un cono recto de revolucién es un tal eje de simetria y el plano central
vertical en la direccién de popa a proa del casco de un buque es un tal plano
de simetria.

Es importante la eleccién adecuada del elemento diferencial para el proceso
de integracion. Siempre que sea posible se tomara un elemento diferencial de
primer orden de manera que pueda cubrirse toda la figura con una sola integra-
cién. Independientemente del elemento empleado, la coordenada x, y o z que
multiplica a dP en el numerador de las ecuaciones 17 es la coordenada del centro
de gravedad del elemento. Cuando no convenga un elemento de primer orden, se
tomara una cantidad de segundo orden preferentemente a una de tercero. Como
ejemplo de estas observaciones, consideremos el célculo del centro de gravedad
de un cono recto de revolucién. Podria tomarse un elemento dx dy dz y realizar
una triple integracién. El proceso seria relativamente laborioso. Por otra parte,
si se tomara un elemento de primer orden definido por una rebanada cilindrica
coaxial de altura diferencial, s6lo se requeriria una integracién simple, despla-
zando el elemento desde el vértice hasta la base. Otras consideraciones acerca
de la seleccién del elemento y los limites de integracién se veran mejor con
ejemplos reales, varios de los cuales se hallan a continuacién del apartado si-
guiente.
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El peso especifico ¥ de un cuerpo es su peso por unidad de volumen, Asi
pues, el peso de un elemento diferencial de volumen dV serd dP =+~ dV. En el
caso en que y no sea constante en todo el cuerpo pero pueda expresarse como
funcién de las coordenadas de sus puntos, serd necesario tener en cuenta dicha
variacién en el calculo de los numeradores y denominadores de las ecuaciones 17.
Estas expresiones se escribirian entonces en la forma

X=‘M -=M sz. (19)

fde fde fde

24. Centroides de lineas, superficies y voliumenes. Siempre que el peso
especifico y de un cuerpo tenga el mismo valor en todos sus puntos, serd un fac-
tor constante existente en los numeradores y denominadores de las ecuaciones 19
y por lo tanto se suprimird. Las expresiones definen entonces una propiedad pu-
ramente geométrica del cuerpo, ya que no hay referencia alguna a sus propieda-
des fisicas. Cuando el célculo se refiera solamente a una forma geométrica se
utiliza el término centroide. Cuando se hable de un cuerpo fisico real, se utilizara
el término centro de gravedad o centro de masa. Si el peso especifico es el mismo
en todos los puntos, las posiciones del centroide y del centro de gravedad coinci-
den, mientras que si el peso especifico varia de unos puntos a otros, aquéllos no
coincidirdn, en general.

En el caso de una varilla delgada o un alambre de longitud L, seccién recta
de 4rea A y peso especifico y (fig. 52a), el cuerpo puede aproximarse a un seg-
mento de linea y dP =y AdL. Si v y A son constantes a lo largo de la varilla,
las coordenadas del centro de gravedad coincidirdn con las del centroide C del
segmento de linea,las cuales, segin las ecuaciones 17, podran escribirse en la
forma

> ]de [ydL i [zdL @0)

X = V = =

r - YT ‘TTL

Obsérvese que, en general, el centroide no sera un punto de la linea. Si la va-
rilla se encuentra en un solo plano, que podemos considerar como plano x-y,
solo se precisara de dos coordenadas en el calculo,

Cuando un cuerpo de peso especifico y tenga un grosor pequefio ¢ y pueda
aproximarse a una superficie de 4rea A (fig. 52b), tendremos dP = y t dA. Tam-
bién ahora, si y y ¢ son constantes en toda la superficie, las coordenadas del
centro de gravedad del cuerpo coincidirdn con las del centroide C de la su-
petficie y podremos escribir, en virtud de las ecuaciones 17,

[);dA, )_}zfyAdA, szzAdA. -

Si la superficie es curva, como se indica en la figura 52b mediante el segmento

> =




186 Fuerzas distribuidas

de céscara, intervendrén las tres coordenadas, El centroide C de la superficie
curva tampoco se hallara, en general, sobre ella. Si la superficie fuese plana, to-
mando su plano como plano x-y, por ejemplo, sélo serian incégnitas las coorde-
nadas en dicho plano.

En el caso general de un cuerpo de volumen V y peso especifico v, el ele-
mento tendrd un peso dP = y dV. El peso especifico y desaparecer4 de las ecua-
ciones si es constante en todo el volumen y las coordenadas del centro de gra-
vedad serdn las del centroide C del cuerpo. De las ecuaciones 17 6 19 tenemos,
entonces,

[xav [y av [zav
> x=——7—, y:——V—, Z=—-V——-. (22)
En las Tablas C4 y C5 del Apéndice C se da un resumen de las coordena-
das de centroides de algunas de las formas mas corrientes empleadas.

(a) )
Figura 52

Problemas tipo

5/1. Centroide de un arco de circunferencia. — Localizar el centroide de un seg-
mento lineal en forma de arco de circunferencia como el indicado en la figura.

Solucién. Tomando como eje x un eje de simetria se tiene §j = 0. Un elemento
diferencial de arco tiene una longitud dL = rdf, y la coordenada x del elemento es
r cos 8. Aplicando la primera de las ecuaciones 20 da

(L% = [ xdL] (2ar)% = j_ (rcos 8)r df,
2arx = 2r2senq,
X = rszna . Resp.

Para 2a = #/2,X = 0,900%; para un arco semicircular 2a = #, lo cual da X = 2r/7.
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Problema 5/1

5/2. Centroide de una superficie triangular. — Localizar el centroide de la super-
ficie de un tridngulo de base b y altura h.

Solucion. El eje x se toma coincidente con la base. Se toma una faja diferencial
de 4rea x dy. Por tridngulos semejantes x/(h — y) = b/h. La segunda de las ecuacio-
nes 21 da para este caso

o bh_ _(r blh—p) , _ bh?
[Ay—fydA] Ty—nyTdy— =

Y h

y= T -Resp.
Este mismo resultado se cumplird para cualquiera de los otros dos lados del
trizngulo considerado como nueva base y con la nueva altura correspondiente. Asi,
puede decirse que el centroide se halla en la interseccién de las medianas, ya que la

distancia de este punto a uno cualquiera de los lados es un tercio de la altura del
tridngulo en el que se considere dicho lado como base.

Problema 5,2
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Obsérvese que la faja diferencial es un trapecio y su 4rea valdrd x dy solamente
en el limite, cuando dy tiende a cero. Al establecer, pues, la expresién del elemento
de superficie se han omitido las pequefias secciones triangulares de los extremos, pues
constituyen el infinitésimo de orden superior dx dy.

5/3. Centroide de la superficie de un sector circular. — Localizar el centroide de
la superficie de un sector circular.

Solucién 1. Se elige como eje x el eje de simetria, con lo que §j se anula automa-
ticamente. La superficie puede barrerse desplazando un elemento de forma de seg-
mento de corona circular (véase la figura) desde el centro hasta el arco que limita al
sector. El radio de la corona es ry y su anchura dr,. En la primera de las ecuaciones 21
la coordenada x es la coordenada del centroide del elemento dA. Segin €' proble-

ma 5/1 esta distancia vale -2 S(;n %, donde r, sustituye a r. Asi, la primera de las
ecuaciones 21 da
- _ 2a - _ ["{rosena
[A% = fx dA] ﬁ('nr?)x = fo (———a—)(2roa dro),
r2ax = 4risena,
%= 2 rsena Resp.
3 a

Para un area semicircular 2a = 7 y X = 4r/3x.

Solucién II. La superficie también puede ser barrida por un triAngulo de area di-
ferencial con vértice en el centro del circulo, que gire barriendo el 4ngulo total del
sector. Este tridngulo, que puede verse en la figura, tiene un drea dA = (r/2) (r dd) en.
donde se han despreciado los términos de orden superior. De nuevo se toma como coor-
denada x la del centroide del elemento, y en el problema 5/2 se ha visto que esta
coordenada es 2r/3 multiplicada por cos 8. Aplicando la primera de las ecuaciones 21
se tiene

[4x = f x dA] (r?a)% = L (3r cos 0) (472 dB),

r2ax = $r3sena,
y como antes
% = 2 rsena Resp.
3 a
Obsérvese que si se toma un elemento de segundo orden rdrdd la integracién
respecto a 6 daria la corona circular con la que se inicié la Solucién 1. Por otra parte,
la integracién respecto a r, primeramente daria el elemento triangular con el que se
inicié la Solucién II.
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Soluciéoni Solucionll
Problema 5/3

5/4. Localizar el centroide de la superficie situada bajo la curva x = ky® entre
xr=0yx=a

Solucion I.-Se toma un elemento vertical de drea dA =y dx tal como se indica
en la parte izquierda de la figura. La coordenada x del centroide se halla a partir de
la primera de las ecuaciones 21. Asi

[Ax:fdi] J‘cf:ydxzj;xydx.

Sustituyendo y = (x/k)'/3 y k = a/b* e integrando se tiene

T)_C = —7 R X = i7‘~a R@Sp
Al despejar i de la segunda de las ecuaciones 21, la coordenada y no es la coor-
denada de la curva x = ky® sino la distancia y al centroide del elemento dA. Asi, pues,

debera utilizarse el valor y/2, que localiza el centroide del elemento rectangular. El
principio de los momentos se escribira, pues,

o 3ab _ _ (afy )
[4y = [y dA] 2y = [7(%)yax
Sustituyendo y =b(x/a)"/* e integrando, se tiene

3ab . _ 3ab? -
= 7= ‘110 , J=4b Resp.

Solucién II. En lugar del elemento vertical puede utilizarse el elemento horizon-
tal que se indica en la parte derecha de la figura. Al calcular { x dA deberi emplearse
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la coordenada x del centroide del elemento.Esta distancia es x +(@ —x)/2 =(a + x)/2.
Asi

4% = [ x dd] *[fa-xd= ﬁ(g—;ﬁ)(a—x)tb).

El valor de i se obtiene de
[y = [y da) Fi@-xd =] ya-xd.

El célculo de estas integrales comprobard los resultados obtenidos anteriormente para
ey

Solucién I Solucion IT
Problema 5/4

5/5. Volumen hemisférico. — Localizar el centroide del volumen de un hemis-
ferio de radio r.

Solucion. Con los ejes elegidos en la forma que se indica en la figura §=7=0,
por razén de simetria. El elemento de volumen mas sencillo es una rebanada cilindrica
de altura dy paralela al plano x-z. Como la semiesfera corta al plano y-z segin el
circulo y* + z? = 1%, el radio de la rebanada serd z = + /r2 — 32, El volumen de
la rebanada elemental sera, pues, ‘

dv = w(rz — y?) dy.
La segunda de las ecuaciones 22 requiere

[Vy =f)’ v yfo’ m(r2 ~ y?) dy = fo’ ym(r2 — y2) dy.

Integrando resulta w3y = fart,  y = 3r. Resp.
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K4

Y242t =r2

Problema 5,5

Problemas

5/6. Localizar el centroide del

area sombreada de la figura,
Resp. ¥ =2,09, 5 =143

5/7. Localizar el centro de grave-
dzd del alambre en forma de arco
circular. Resolver el problema por in-
tegracién directa y comprobar el re-
sultado con los obtenidos en el pro-
blema tipo 5/1.

5/8. Localizar el centroide del
drea sombreada comprendida entre

las dos curvas.
Resp. # = 12/25, 5 =37

¥ x=y2
f - ye/4
I
I
|
|
|
|
i

L
1 3

Problema 5/6

——z

Problema 5/7

y=x3
le=y2

L=

————————R

Problema 5,8
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5/9. Localizar el centroide del
drea sombreada situada sobre la pa-
rdbola utilizando en la integracién
una franja horizontal de 4rea dA.

5/10. Resolver el problema 5/9
utilizando una franja vertical de 4rea
dA para la integracion.

5/11. Especificar las coordenadas
del centro de gravedad de la seccién
de céscara circular haciendo referen-
cia directa a los resultados del pro-
blema tipo 5/1.

5/12. Hallar la distancia Z entre el
centroide y el vértice del cono recto
de revolucién macizo.

Resp. 2=3h

Problema 5/12

5/18. Una parébola gira en tormno
al eje z generando el paraboloide de
revolucién de la figura. Localizar el |
centroide de su volumen respecto a
la base z = 0.

R .':E-
esp. Z 3

Problema 5/13
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5/14. Localizar el centroide del 7 e 2y
drea del cuadrante eliptico.

Problema 3, 14

5/15. Determinar la distancia Z en-
tre la base de un cono o pirdmide
cualquiera de altura h y el centroide
de su volumen.

Resp. 2=h/4

5/16. Determinar la distancia 7 en-
tre el centroide de la superficie l:-
teral de un cono o pirdmide cual-
quiera de altura h y la base de la
figura,

Problema 5/15

5/17. Localizar el centro de grave-
dad de la céscara semiesférica homo-
génea de radio r y espesor despre-
ciable.

Resp, 7 = L.
p. Z 0

Problema 5/17

5/18, Localizar por integracién di-
recta el centroide de la superficie li-
mitada en la figura.

Resp.x = 2~ —27 2

Problema 3, 18

Meriam(E) — 7
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Problema 5, 19

Problema 5/20
0]

10 em

|
|
|
|
|
|
|
| I,
|
|
y
Problema 5/21

Problema 5,22

5/19. Localizar el centroide de la
superficie sombreada comprendida
entre la elipse y el circulo.

5/20. Determinar la coordenada #
del centroide del 4rea sombreada que
se indica. Resp. ¥ = 0,339

5/21, La varilla delgada tiene sec-
cién recta uniforme y estd curvada
en forma de arco de pardbola con
vértice en el origen. Determinar las
coordenadas del centro de gravedad
de la varilla.

5/22. Determinar la coordenada z
del centro de gravedad del sélido que
se obtiene haciendo girar el 4rea del
cuadrante circular alrededor del eje z.

11la

Resp. z = 3@+ 37)
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5/28. Determinar la coordenada z
del centroide del volumen generado
al hacer girar la superficie del cua-
drante circular 90° alrededor del
eje z.

5/24. Se forma una porcién de
tubo cilindrico de revolucién de pa-
red delgada de radio r cortando el
cilindro por un plano que pase por
un punto de altura h y por el dii-
metro AB de la base. Determinar las
coordenadas del centro de gravedad
de la porcién de cascara.

5/25. Localizar el centroide de la
cufia cénica generada al hacer girar
el triangulo rectingulo de altura a
un 4ngulo 6 alrededor de su base b.

asen(6/2) b

Resp. ?:-—-—0——, Z:Z

I

\\\}/f/ -

Problema 5,23

Problema 5, 24

Problema 3, 25

X

195
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Problema 5§ 26

Problema 5/27

Problema 5,28

Problema 5/29

5/26. Localizar el centro de gra-
vedad de la cdscara esférica delga-
da que se forma al cortar un octavo
de una céscara esférica completa.

45/27. El peso especifico de una
esfera disminuye uniformemente con
la distancia radial, desde un valor y,
en su centro hasta la mitad de este
valor en la superficie r =a. Si cor-
tamos la esfera por un plano diame-

tral en la forma indicada, determinar

la distancia 7 entre este plano base
y el centro de gravedad de cada he-
misferio. (Sugerencia: Utilicense los
resultados del problema 5/17 al de-
finir el elemento de volumen.)

A - 9
esp. = e——a
P 2=08

45/28. Determinar la posicién del
centro de gravedad de la céscara cé-
nica delgada de la figura.

€45/29. Determinar la distancia 7 al
centro de gravedad de la cufia esfé-
rica solida que se indica.

Resp. 7 = %______wasen;(ﬂ/ 2)
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4 5/30. Un cuerpo cilindrico de ra-
dio 7 y altura h se divide en dos par-
tes iguales mediante un corte diagonal
como el indicado en la figura. Locali-
zar el centro de gravedad de la parte
indicada,

45/31. Localizar el centro de gra-
vedad de la céscara acampanada de

espesor uniforme pero despreciable.
a
T —2

Resp. Z =

4 5/32. Determinar la posicién del
centroide del volumen interior a la
cascara acampanada del problema
5/31.

a

Resp. Z=2—(1E)T-7r)_

45/33. Localizar el centro de grave-
dad G del medio toro de acero. (Suge-
rencia: Elijase un elemento de volu-
men en forma de céscara cilindrica
cuya intersecciéon con el planc de los
extremos sea la que se indica en la
seccién.)

7 — 82+ 4R?
Resp. F 3R

ol

F4

| 25

Problema 5/30

Problema 5/31

Problema 5/33
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25. Figuras y cuerpos compuestos; aproximaciones. Cuando un cuer-
po o figura pueda dividirse convenientemente en varias partes de forma sencilla,
se podra utilizar el teorema de Varignon si se trata cada parte como un elemen-
to finito del conjunto. Asi, para un cuerpo cuyas distintas partes pesen P, Ps,
P, ... y cuyas correspondientes coordenadas de los respectivos centros de gra-
vedad de dichas partes, por ejemplo, en la direccién x sean %, %2, Zs3..., €l
principio de los momentos nos da:

(Py+ Pp+ P34+ - )X =Pi%1+ PoXo+ Psfa+ -,

donde X es la coordenada x del centro de gravedad del conjunto. Para las coor-
denadas correspondientes a las otras dos direcciones se tendrdn expresiones

"=, analogas. Estas sumas pueden expresarse en forma condensada y escribirse en
Ia forma -

v_ SPx v_ 3Py - _SPz
> Y=%5 Y=%5 Z=%5 (23)

Para lineas, superficies y volimenes compuestos se cumpliran relaciones analo-
gas en las que las P estaran sustituidas por L, A y V, respectivamente. Hagamos
notar que si se considerara como una de las partes componentes un orificio o
cavidad, el peso o 4rea correspondiente representado por la cavidad u orificio
se considerarda como cantidad negativa.

En la prictica, los limites de una superficie o volumen no pueden expre-
sarse, frecuentemente, en funcién de formas geométricas sencillas o segin for-
mas que puedan representarse matematicamente..En tales casos es necesario
recurrir a algin método de aproximacién.

Consideremos el problema de localizar el centroide C de la superficie irre-
gular representada en la figura 53. La superficie puede descomponerse en fran-
jas de anchura Ax y altura h variable. El 4rea A de cada franja, tal como la
sombreada, se multiplica por las coordenadas x e y de su centroide para obte-
ner los momentos del elemento de superficie. La suma de los momentos de

Figura 53
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todas las franjas dividida por el area total de éstas dard la componente cen-
troidal correspondiente. La tabulacién sistematica de los resultados permitird
una evaluacién ordenada del rea total 3A, de las sumas LAx y XAy y de los re-
sultados

x__EAx - 2Ay
=i VTSI

Se aumentara la precisién de la aproximacién haciendo més estrechas las
franjas que se empleen. En todos los casos se estimard la altura media de la
franja al aproximar las 4reas. Aun cuando suele ser conveniente emplear ele-
mentos de anchura constante, no es necesario hacerlo. En realidad, podran
emplearse elementos de cualquier tamafio y forma que den aproximadamente
el 4rea dada con precisién satisfactoria.

En la localizacién del centroide de un volumen irregular el problema puede
reducirse al de determinar el centroide de una superficie. Sélo es necesario
trazar una curva que represente las 4reas de las secciones rectas del volumen
normales a un eje elegido. La posicién sobre el eje del centroide de la figura
definida por esta curva de éareas sera la posicién correspondiente del centroide
del volumen. )

Problemas tipo

5/34. Localizar el centro de gravedad de la combinacién soporte-drbol. La cara
vertical es de plancha metdlica, que pesa 25 kg/m?, el material de la base horizontal
pesa 40 kg/m? y el arbol de acero tiene una densidad de 7,8 g/cm?®.

Solucion. El cuerpo puede considerarse compuesto de los cinco elementos que
pueden verse en la parte derecha de la ilustracién. La parte triangular se considerara
como 4rea negativa. Para los ejes de referencia indicados la coordenada x del centro
de gravedad es nula, por razén de simetria. )

Problema 5/34
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Se determinan el peso P de cada parte y las coordenadas i§j y Z de sus respec-
tivos centros de gravedad, Manejaremos mejor los términos que aparezcan al aphcar
las ecuaciones 23, tabulindolos en la forma siguiente:

Parte P, kp ¥, cm Z, cm Py, kp-cm Pz, kp-cm
1 0,0981 0 2,12 0 0,208
2 0,562 0 — 7,50 0 — 4,215
3 — 0,0938 0 — 10,0 0 0,938
4 0,600 5,00 — 15,0 3,00 — 9,00
5 1,47 7,50 11,03 0
Totales 2,636 14,03 — 12,069
Aplicando ahora las ecuaciones 23 resulta
= 3Py < _ 14,08
= Y = — = - Re >
[ Y 2,636 5,32 cm, 'SP
— Pz - —12,069
[Z: ki ] Z=—— —458cm. Resp.
3P 2,636

Problema 5/35

Problema 5/36

5/35. Calcular la dimensién b que
situarfa el centroide del 4rea som-
breada 7 cm por encima de la base.

Resp. b = 8 cm,

5/86. En la placa triangular se ha
recortado en la base un semicirculo
en la forma que se indica. Calcular

la distancia Y del centro de grave-
dad de la placa a la base.
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5/87. Determinar las coordenadas
del centroide del Area sombreada li-
mitada por el arco de circunferencia
y las dos rectas.

Resp. X = 5,00 cm, Y = 4,27 cm

5/38. Calcular las coordenadas
del centroide del 4rea sombreada.

5/89. Calcular las coordenadas
del centro de gravedad de la varilla
delgada curvada en la forma que se
indica.

Resp. X =311cm, Y = 4,89 cm,

Z =3,11lcm

5/40. Determinar la distancia H
del centroide de la seccién estructu-
ral a su base,

»
<
[r]
i

5cm 4em

~N
AN
x

Problema 5/39

2,5 cm—)‘ —)l r—2,5 cm _

|<-2,5 em 30 cm

X

40 em

Problema 5/40
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A
1
I
|
J
y

Problema 5/43

Problema 5/44

2
7

5/41. Calcular la distancia Y del
centroide del 4rea sombreada al eje x.

Resp. Y = 1,14 em

5/42. Un cuerpo homogéneo de
revolucién, representado en seccin,
consiste en un tronco de cono de re-
volucién en el que se ha practicado
un hueco cilindrico de 8 cm de dis-

metro. Caleular la altura Z del cen-
tro de gravedad del sélido sobre la

base. —
Resp. Z = 4,97 cm

5/48. Calcular las coordenadas del
centro de gravedad del semicilindro
de revolucién macizo al que se ha
quitado la cuiia prismatica.

5/44. La céscara semiesférica y su
base semicircular est4n formadas de
una misma. chapa metélica de peque-
fio grosor. Utilizar los resultados del
problema 5/17 y calcular las coorde-
nadas del centro de masa del con-
junto de cascara y base.

Resp. X = 0,475r, Y= r/3
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- 5/45. El disco semicircular y la
placa cuadrada estin formados de
plancha de acero que pesa 195 kg/m?
y estan soldados al 4rbol de acero que
pesa 6,8 kg por metro de longitud.
Calcular las coordenadas del centro
de gravedad del conjunto.

5/46. Determinar las coordenadas
del centro de gravedad del soporte,
el cual esti constituido por chapa de
grosor uniforme.

Resp. X=—083cm
Y =—3,14cm
Z= 1,03cm

5/47. Una armadura tubular cons-
ta de un miembro semicircular y un
tirante que se sueldan a una placa tri-
angular en la forma que se indica. Si
el material tubular pesa 8 kg por
metro de longitud y el de la base
pesa 100 kg por metro cuadrado de
superficie, calcular las coordenadas
del centro de gravedad del conjunto
de base y armadura.

5/48. Determinar la posicién del
centro de gravedad de la cascara ci-
lindrica con un extremo semicircular
cerrado. La cédscara estd constituida
de plancha metilica que pesa
26,5kg/m? y el extremo lo est4 por
otra plancha de 40 kg/m?2.

Resp. X = 34,78 cm,-l—? = —9,04 cm

203

!

Problema 5 45

Problema 5 /48
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5/49. Localizar el centro de gra-
vedad de la placa delgada cuya for-
ma es la que se indica.

5/50. Como ejemplo de la preci-
sion de las aproximaciones gréficas,
calcular el tanto por ciento de error
¢ cometido al determinar la coorde-
nada x del centroide del 4rea trian-
gular utilizando la aproximacién de
los cinco rectdngulos de anchura a/5
en lugar del tridngulo.

‘Resp. e = 1,00 % por defecto

Problema 5/50

5/51. Un patrén de plancha meta-
lica tiene la forma que se indica. Con
ayuda del reticulo superpuesto de-
terminar las coordenadas del cen-
troide.

Resp. X = 6,14 cm, Y= 3,92 cm

0 12 "

cm

‘Problema 5/51
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5/52. El centro de empuje B del
casco de un buque es el centroide
de su volumen sumergido. Las 4reas
A de las secciones rectas bajo el agua
del casco del buque se han tabulado
para cada cinco metros a lo largo de
la eslora en la flotacién. Representar
graficamente estos valores y determi-
nar con error menor que 0,5 m la dis-

tancia ¥ a que se halla B a popa
de A.

X, m A, m? X, m A, m?
0 0 25 25,1
5 7,1 - 30 23,8

10 15,8 "85 19,5

15 22,1 40 12,5

20 24,7 45 51
' 50 0

Resp. ¥ = 24m

5/53. El disco circular contiene
dos orificios de 2,5 cm de didmetro y
la ranura rectangular que se indica.
Determinar el didmetro d y la posi-
cién angular 8 del orificio que habria
que perforar en el disco a un radio dz
15 cm para asegurar una rotacién
equilibrada del disco alrededor de su
centro Q.

Resp, d = 3,875 em, 6 = 48035’

5/54. Se quiere formar una carga
homogénea de explosivo en forma de
cilindro de revolucién de generatriz
L y didmetro d, con un hueco axil
de didmetro d, y profundidad h segin
puede verse en el corte de la figura.
Determinar el valor de h que haria
que el centro de gravedad de la carga
final se hallard a una distancia maxima
del extremo abierto.

Reop. h=(%f 1 [1 - /1= (&]

1

Problema 5/52

Problema 5/53

7//////////

— j

Problema 5/54
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26. Teoremas de Pappus-Guldin.* Existe un método muy sencillo para
calcular el irea de la superficie generada por una curva plana al girar en torno
a una recta que no la corte y sea coplanaria con la curva. El segmento curvilineo
de longitud L de la figura 54 esta situado en el plano x-y y genera una superficie
al girar en torno al eje x. Un elemento de esta superficie es el anillo generado
por dL. El 4rea de este anillo es

o — e

I
i
f—_———

Figura 54

y el 4rea total sera, pues,
A=2nydL
Pero como jL = f y dL, el drea vale

> A = 27yL, 29

donde § es la coordenada y del centroide del segmento curvilineo de longitud L.
Asi, pues, el 4rea de la superficie generada es igual al 4rea de la superficie late-
ral de un cilindro recto de revoluciéon de generatriz L y radio .

En el caso del volumen generado haciendo girar una superficie plana en
torno a una recta coplanaria con ella y que no la corte, existe una relacién igual-
mente sencilla para hallar el volumen. En la figura 55 puede verse que al girar

* Atribuidos a Pappus de Alejandria, gedmetro griego del siglo m a. J. C. Los
teoremas suelen llevar el nombre de Guldin (Paur GurpiN, 1577-1643), quien recla-
mé para si la originalidad del teorema, si bien parece ser que ya conocfa los traba-
jos de Pappus.
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la superficie de 4rea A alrededor del eje x, uno de los elementos de volumen
generados es el anillo elemental de seccién recta de drea dA y radio y. El volu-
men del elemento es dV = 2xy dA siendo el volumen total

V=2n f ydA.
Pero como 54 = / ) dA, el volumen sera

> V =2uy4, (25)

donde § es la coordenada y del centroide de la superficie giratoria de 4rea A.
Luego, el volumen generado se obtendra multiplicando el area de la superficie
generadora por la longitud de la circunferencia que constituye la trayectoria
circular descrita por su centroide.

Los dos teoremas de Pappus-Guldin, expresados por las ecuaciones 24 y 25,
no solamente son utiles para determinar areas y volimenes de revoluci6n, sino
que también se emplean para hallar centroides de curvas planas y superficies
planas cuando se conocen las correspondientes areas y volimenes debidas a la
revolucién de estas figuras alrededor de un eje que no las corte. Dividiendo el
4rea o volumen por el producto de 2= por la longitud del segmento o area de la
superficie correspondiente, tendremos la distancia del centroide al eje de re-
volucion.

En el caso en que la linea o superficie gire un angulo § inferior a 2x, se
obtendr4 la superficie o volumen generados sustituyendo 2x por 0 en las ecua-
ciones 24 y 25,

donde 0 viene expresado en radianes.

y
|
|
|
i
|
t
t
|
1
|
|
|
1
|
[

Figura 55
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L
R

Problema 5 59

T
l

Problema 5/60

Problemas

5/55, Determinar el volumen V y
el 4rea de la superficie lateral de un
cono recto de revolucién cuyo radio
de la base es r y cuya altura es h
aplicando el método de este apartado.

5/56. A partir de la expresién co-
nocida del 4rea de una superficie
esférica A = 42, determinar la dis-
tancia radial 7 al centroide del arco
semicircular utilizado para generar la
superficie esférica.

5/57. A partir de la férmula del
volumen de una esfera de radio 7,

4
V= -3—m3, determinar la distancia

radial 7 al centroide de la superficie
semicircular utilizada para generar la
esfera.

5/58. Utilizar la notacién del me-
dio toro del problema 5/33 y deter-
minar el volumen V y el 4rea A de
la superficie de un toro completo.

5/59. Una cascara tiene la forma
de una superficie obtenida haciendo
girar 360° alrededor del eje z el arco
de circunferencia. Determinar el area
de la superficie de una cara de la
céscara completa.

5/60. El triangulo sombreado de
base b y altura h se hace girar un
angulo © alrededor de su base para
generar una porcién de sélido de re-
volucién. Escribir la expresion del vo-
lumen V del sélido generado.
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5/61. Calcular el volumen V del
solido generado al hacer girar 180° al-
rededor del eje z al trisngulo rec-
tangulo. Resp. V = 56547 cm?

5/62. Determinar el volumen V
generado al hacer girar 90° alrede-
dor del eje z un cuarto de circulo
colocado en la forma que se indica.

5/63. Determinar el volumen V
generado al hacer girar 90° alrede-
dor del eje z, en la forma que se
indica, un cuarto de circulo.

Resp. V= l’lgzi(sw -2

5/64. Determinar el irea de la su-
perficie de una cara de la céscara en
forma de campana del problema 5/31
por el método de este apartado.

5/65. Calcular el volumen V y el
area A de la superficie total del anillo
completo cuya secci6n recta se indica.

N

/

! so,l

/L 20'Lcm
cm’

Problema 5, vl

N | Co
-

.
\\\IIZZ///

Problema 5,62

N

Problema 5,63

Problema 5,65

209
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]

-

Problema 5/66

Problema 5/68

5/66. Calcular el peso P y el area
A de la superficie total de la rueda
generada al hacer girar alrededor del
eje z la seccién sombreada. El ma-
terial de la rueda pesa 8333 kg/m3.

Resp. P = 336 kp, A = 11 490 cm?

5/67. Se genera una superficie ha-
ciendo girar por completo alrededor
del eje z un arco de circunferencia
de 20 cm de radio que subtiende un
dngulo de 120°. El didmetro de I
garganta es de 15 cm. Determinar el
drea A de la superficie generada.

Resp. A = 2780 cm?

5/68. Calcular el peso P en tone-
ladas del hormigén necesario para
construir la presa indicada. El hor-
migdén pesa 2777 kg/mé®.

Resp. P = 35,18(10%) toneladas
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27. Cables flexibles

(@) Relaciones generales. Un tipo importante de miembro estructural es
el cable flexible que se utiliza en puentes colgantes, lineas de transmision, cables
para soportar lineas pesadas telefénicas o de trole, y en otras muchas aplicacio-
nes. En el proyecto de estas estructuras es preciso conocer las relaciones entre
la tensién, longitud de tramo, flecha y longitud de los cables. Estas cantidades
se determinan examinando el cable como un cuerpo en equilibrio. En el analisis
de cables flexibles se supone despreciable toda resistencia opuesta a la flexi6n.
Esta hipétesis significa que la fuerza en el cable tiene siempre la direccién de
éste.

Los cables flexibles pueden siempre soportar una serie de cargas concen-
tradas distintas, segin se indica en la figura 56a, o pueden soportar cargas dis-
tribuidas con continuidad a lo largo del cable, segin indica la intensidad de
carga variable p en la figura 56b. En algunos casos, el peso del cable es des-
preciable frente a las cargas que soporta, y en otros el peso del cable puede
constituir una carga apreciable e incluso la tnica, en cuyo caso no puede des-
preciarse. Independientemente de cuél de estas condiciones sea la existente, los
requisitos de equilibrio del cable deberan formularse de la misma manera.

Representando por p kilos por metro de longitud horizontal x la carga va-
riable y continua aplicada al cable de la figura 56D, la resultante R de la carga
vertical es

R=[dR, R:fpdx,

donde la integracion se extiende al intervalo que se considere. La posicién de R
puede hallarse aplicando el principio de los momentos, con lo que

/de

Rx:[de, %=

La carga elemental dR = p dx estd representada por una franja elemental de
longitud vertical p y anchura dx del 4rea sombreada del diagrama de carga
y R est4 representada por el 4rea total. De la expresién anterior se deduce que
R pasa por el centroide del area sombreada.

La condicién de equilibrio del cable se satisfara si cada elemento infinite-
simal de cable estd en equilibrio. En la figura 56¢ puede verse el diagrama
para sélido libre de un elemento diferencial. La tensién del cable en una po-
sicién genérica x es T, y el cable forma un 4ngulo 6 con la direccién horizontal x.
En la seccién x + dx la tension es T + dT y el dngulo es § + df. Obsérvese que
las variaciones de T y de 0 se toman ambas positivas para una variaciéon posi-
tiva de x. La carga vertical p dx completa el diagrama para sélido libre. El
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equilibrio de las fuerzas verticales y de las horizontales exige, respectivamen-
te, que

(T + dT)sen (6 + df) = Tsend + p dx,
(T 4 dT) cos (6 + df) = Tcos#.

El desarrollo trigonométrico del seno y del coseno de la suma de dos 4ngulos
y las sustituciones sen d§ = d0 y cos df =1, validas en el limite cuando dd
tiende a cero, conducen tras simplificar a ' ‘

d(Tsend) = pdx y d(Tcos ) = 0.

La segunda relacién expresa el hecho de que la componente horizontal de T
permanece invariable, hecho que resulta evidente en el diagrama para sélido
libre. Si esta fuerza horizontal constante es To=— T cos 0, sustituyéndola en la
primera ecuacién da d(T, tg 0) = p dx. Pero tg 6 = dy/dx, con lo que la ecua-
cién de equilibrio podra escribirse en la forma

dy _ P
oz T, (26)

La ecuacién 26 es la ecuacién diferencial del cable flexible. La solucién
de la ecuacién serd la relacién funcional y = f(x) que satisfaga a la ecuacién y
también las condiciones en los extremos fijos del cable, llamadas condiciones
en los limites.

El método general de obtencién de la ecuacién diferencial de definicion
que se ha ilustrado es aplicable a gran ntimero de problemas diferentes de
éste que se ilustrardn en apartados posteriores. En cada caso, se aplican los
principios rectores a un elemento diferencial genérico del material y las expre-

"

(a) (2]
Figura 56
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siones que resultan dan las ecuaciones diferenciales que definen el comporta-
miento del cuerpo en cada punto. Obsérvese que en el problema que nos ocupa
s6lo hay una variable independiente x, dando asi una ecuacidén diferencial ordi-
narig. Cuando las variables dependientes dependen de dos o mas coordenadas
independientes, resulta una ecuacién en derivadas parciales. En el apartado 31
se veran varios ejemplos de ecuaciones en derivadas parciales correspondientes
al equilibrio de esfuerzos internos.

Vamos a resolver ahora la ecuacién diferencial 26 para dos casos limites
importantes de carga de un cable.

(b) Cable parabélico. Cuando es constante la intensidad p de la carga ver-
tical, la descripcién se aproxima mucho a la de un puente colgante en el que el
peso uniforme de la calzada puede expresarse por la constante p. El peso del
cable no se distribuye uniformemente segin la horizontal, pero se desprecia por
ser relativamente pequefio. Para este caso limite se demostrara que el cable toma
la forma de arco de parabola. En la figura 57 puede verse un puente colgante
de luz L y flecha h con origen de coordenadas en el punto medio de la luz.
Siendo constantes p y Ty, la ecuacién 26 podra integrarse una vez respecto a x
para obtener

& _ px

dx_T0+C’

donde C es una constante de integracién. Para los ejes de coordenadas elegidos,
dy/dx =0 cuando x = 0, con lo cual C = 0. Luego

& _ rx
dx_To

define la pendiente de la curva en funcién de x. Una nueva integraciéon da

Yy = [FPX =P
=y ose = @n

Figura 57
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El alumno debe comprobar que se llega al mismo resultado mediante una inte-
gral indefinida junto con la evaluacién de la constante de integraciéon. La ecua-
ci6n 27 da la forma del cable que es, evidentemente; una parabola vertical. La
componente horizontal constante de la tensién del cable se convierte en la ten-
sién en el origen.

Introduciendo los valores correspondientes x =L/2 e y =h en la ecua-
cion 27 se tiene

To = pL? 4hx2

8h © y="T7

La tensién T se halla mediante un diagrama para sélido libre de una porcién

finita del cable (fig. 57) lo cual exige que T =+/To? + p2x2. Eliminando T, se

tiene

12\2
s J G
P/ \g (28)

La tension maxima tiene lugar cuando x = L/2 y es

Tt = 2L Lz
mAXx. 5 1 + 6%

La longitud S de todo el cable se obtiene de la relacién diferencial

dS =+/(dx) + (dy)2.Asi,

S _ (L2 (a’y)2 _ (L2 |/ (px)2
2—fo \/l_f-—zﬁ_ dx_fo 1+_7_’0_ .

Para facilitar el célculo, esta expresién se desarrolla en serie convergente y se
integra término a término. En virtud del desarrollo

n(n — 1) X2+ n(n — y(n—12) 33

(l4+x)»=14+nx+ T 30

la integral puede escribirse en la forma,

2y2 4x4
s=2f" (1 G~ e + )

_ p2L2 _ peLs )
= L(l t 24T T sdore T )
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Haciendo la sustitucion p/Ty = 8h/L? resulta

8(h\ 32(h\¢
s=[1+3(z) -2(z) + ) (29)
Al examinar las propiedades de esta serie, se encuentra que converge para todos
los valores de h/L < 1/4. En la mayoria de los casos h es mucho menor que
L/4, con lo que los tres términos de la ecuacién 29 dan una aproximacién sufi-
cientemente precisa. -

(¢) Catenaria. Consideremos ahora un cable uniforme (fig. 58) suspendido
de dos puntos de un mismo plano horizontal y que cuelgue bajo la accion de
su propio peso solamente. A a la derecha de la figura puede verse el diagrama
para el s6lido libre de una porcién finita del cable de longitud s. Este diagrama
para el sélido libre difiere del de la figura 57 en que la fuerza vertical total que
soporta es igual al peso de la seccién de cable de longitud s, en lugar de la
carga horizontal uniforme. Si el cable pesa p kilos por metro de su propia lon-
gitud, la resultante R de la carga es R =ps y la carga vertical incrementada
pdx de la figura 56¢c se sustituye por pds. Asi, pues, la relacién diferencial,
ecuacién 26, del cable queda en la forma

dr _ u ds
daxz T To dx’ (30)

Como s = f(x, y), habrd que transformar esta ecuacién en otra que sélo
tenga las dos variables.
Sustituyendo la identidad (ds)? = (dx)? 4 (dy)?* resulta:

a¥y _ » dy)2 31
w‘n‘+@' (31)

La ecuacién 31 es la ecuacién diferencial de la curva (catenaria) que adopta el
cable. La solucién de esta ecuacién se facilita con el cambio ¢ = dy/dx, lo
cual da

_d9 v,
V1i+q: To

La integracién de esta ecuacion da
In (g+ T+ 42 =—T‘u—x+ C.
)

La constante C es nula puesto que dy/dx = q = 0 cuando x = 0. Sustituyendo
g = dy/dx, pasando a la forma exponencial y simplificando el radical, se tiene

dy _ ep,w/To — e—pw/To _ E
ax — 2 senh To’
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- b

e x A—>I T

3,’ A | /)\ﬂ

! h :/S Yy

' — 1 % A [~ — ¥ x

To
: R=pus
Figura 58

donde se ha introducido la funcién hiperbélica.® Puede integrarse la pendiente
para obtener

y= -%’-coshﬂx— + K.

To
La constante de integracién K se calcula a partir de la condicién en el limite
x = 0 cuando y = 0. Esta sustitucién requiere que K = —T,o/p y por lo tanto
T ( g )
=— h-=—- —1).
y m cos T 1 (32)

La ecuacién 32 es la de la catenaria que forma el cable al colgar bajo la accién
exclusiva de su peso.

En el diagrama para sélido libre de la figura 58 se ve que dy/dx=tg0 =

us/To. Asi, pues, de la expresién anterior de la pendiente,

s = Igsenhhx- . (33)
w T,
_ La tensién T del cable se obtiene a partir del tridngulo de fuerzas en equi-
librio de la figura 58. Asi, pues
T2 = p2s? 4+ T2,
que, combinada con la ecuacién 33, da
T2 = T02(1 + senhzﬁx—) = T2 coshz 2% |
4 To To

o sea,

T="T, cosh—’%— . (34)

La tensién puede expresarse también en funcién de y con ayuda de la ecuacién
32, la cual, sustituida en la 34, da

T="To+ . (35)

* Véase tabla C-3, Apéndice C.
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La ecuacién 35 indica que el incremento de la tensién del cable sobre la existen-
te en la posiciéon mas baja depende solamente de py.

La mayoria de los problemas en los que intervengan catenarias llevan con-
sigo la solucién de las ecuaciones comprendidas entre la 32 y la 35, las cuales se
manejan graficamente o se resuelven con calculadora. En el problema tipo que
se halla a continuacién de este apartado se ilustra el procedimiento grafico.

Los problemas de catenarias en los que la razén flecha:claro sea pequeria,
pueden resolverse en forma aproximada mediante las relaciones desarrolladas
para el cable parabélico. Una razén flecha:claro de pequefio valor significa que
el cable estd tenso, y la distribucién uniforme del peso a lo largo del cable no
difiere gran cosa de la misma intensidad de carga distribuida uniformemente a
lo largo de la horizontal.

Muchos problemas en los que intervienen catenarias o cables parabdlicos
llevan consigo la existencia de puntos de suspensiéon que no se hallan al mismo
nivel. En tales casos, podran aplicarse las relaciones a cada parte del cable que
se hallen a uno y otro lado del punto mas bajo.

Problema tipe

5/69. Se suspende un cable que pesa 13 kg/m entre dos puntos situados a un
mismo nivel y separados 300 m. Si la flecha es de 60 m, hallar la longitud del cable
y la tensién méxima.

Solucion. Las ecuaciones 33 y 34 para la longitud del cable y la tensién con-
tienen ambas la tension minima T, que debe hallarse a partir de la ecuacién 32.
Asi, para x =150 m, y =60 m y u = 13 kg/m

60 = o sea = cosh
13 0 0 [\]

T, 13 x 150 780 1950
= —| cosh ——1

Esta ecuacion se resuelve mejor graficamente. Se calcula la expresién de uno y
otro miembro de esta ecuacién y se representa graficamente en funcién de la variable
independiente T,. La interseccién de las dos curvas establece la igualdad y determina
el valor correcto de T,. En la figura que acompaiia a este problema puede verse esta
representacién grafica que da la solucion

T, = 2550 kp
La tensién maxima corresponde al valor méximo de y, obteniéndose de la ecuacién 35

La longitud total del cable resulta ser, en virtud de la ecuacién 33

2550 13 x 150
25 =2 senh = 330 m. Resp.
13 2550
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Soluciéon
T, = 2550 kp
0,33
032N
N (coshlg,ﬁ -1
0,31 S~ d
330 i
T
0,30[—2 § P~
\\
0,29
N
0,28
2475 2525 2575 2625
Problema 5/69
Problemas

Problema 5/70

135 m 44

Problema 5/71

5/70. Un cable que soporta una
carga uniformemente distribuida a lo
largo de la horizontal est4 amarrado
al soporte A con una tensi6n horizon-
tal de 15000 N. Si la tangente al ca-
ble en el punto de amarre B forma
un 4ngulo de 50° con la vertical, de-
terminar la altura h de B por enci-
ma de A y la carga p por unidad de
longitud horizontal que estd distribui-
da horizontalmente.

Resp. h=12,59m, p = 419,5N/m

5/71. El cable que va de A a B
soporta una carga de 120000 kp dis-
tribuida uniformemente a lo largo de
la horizontal. La pendiente del cable
es nula en A y su peso es pequeiio
frente a las cargas que soporta.
Calcular la tensién maxima del cable.
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5/72. Desarrollar la ecuacién 32 en
serie de potencias de cosh (ux/T)
y demostrar que la ecuacién 27 para
la pardbola se obtiene tomando sola-
mente los dos primeros términos de
la serie. (Véase Tabla C3, Apéndi-
ce C, para el desarrollo en serie de la
funcién hiperbdlica.)

5/73. Los dos cables de un puente
colgante con una luz de 1200 m y
una flecha de 180 m soportan una
carga vertical de 80(10%) kp distribui-
da uniformemente respecto a la dis-
tancia horizontal entre sus torres.
Calcular la tensién T, en cada cable
en su punto medio y el angulo 6 que
forman los cables con la horizontal
al aproximarse al punto de amarre
en la parte superior de cada torre.
Resp. T, = 33(10%kp, 6 = 30°58

5/174. El cable soporta una carga
total de 30000 kp distribuida unifor-
memente respecto a la horizontal. Si
la pendiente del cable es de 1/3 en
el punto medio de la horizontal y
nula en su extremo de la derecha,
determinar la tensién T del cable en
la posicién A. El peso del cable pue-
de despreciarse frente a la carga que
soporta,

5/75. El cable de un puente col-
gante de 600 m de luz, se halla a
90 m por debajo de las torres sopor-
tantes en el punto correspondiente a
un cuarto de su luz. Calcular la lon-
gitud S total del cable entre las dos

torres iguales.
Resp. S = 658 m

-6 M— 21«3 mpre—-9 ma)l

Problema 5,74

219
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Problema 5/77

Problema 5/78

5/76. Un cable de peso despre-
ciable soporta una carga de 67 kp/m
distribuida uniformemente respecto a
la horizontal. El cable est4 amarrado
a dos puntos de una misma horizon-
tal separados 36 m y tiene una fle-
cha de 9 m. Con auxilio del princi-
pio de que tres fuerzas en equilibrio
son concurrentes, determinar grafica-
mente la tensién T en el punto de
amarre y el 4dngulo 6 que forma T
con la horizontal. Determinar tam-
bién graficamente la altura b sobre
el cable en el punto medio de la luz,
de un punto del cable situado a 12 m
de dicho punto medio, midiéndose
horizontalmente esta posicién.

5/77. Se suspende un cable, de
peso despreciable, de los puntos fijos
indicados y tiene pendiente nula en
su extremo inferior. Si el cable so-
porta una carga por unidad de lon-
gitud p que disminuye uniformemen-
te con x desde p, hasta cero en la
forma indicada, detexminar la ecua-
cién de la curva que forma el cable.

3 ha? x
Resp v = —om U=

5/78. El cable ligero tiene pendien-
te nula en su punto de amarre in-
ferior y soporta la carga unitaria que -
varfa linealmente con x desde p,
hasta p; en la forma que se indica.
Deducir la expresién de la tensién
T, del cable en el origen.
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5/79. El cable ligero estd amarra-
do a dos puntos de una misma hori-
zonta] separados una distancia L. Si
la carga por unidad de longitud, se-
gin la direccién horizontal, que so-
porta el cable varia desde p, en el
centro hasta p, en los extremos de
acuerdo con la relacién p = a + bx?,
deducir la ecuacién de la flecha h
del cable en funcién de la tensién
T, correspondiente al punto medio

de la luz.
2

48T,

Resp. h = (Bpo + p1)

5/80. Un cable de 90 m de lon-
gitud estd suspendido entre dos pun-
tos a un mismo nivel separados 64 m.
Si el cable soporta una carga distri-
buida uniformemente respecto a la
direccién horizontal, hallar la flecha
h del cable a partir de la ecuacién 29
mediante aproximaciones sucesivas,

5/81. Un cable soporta una carga
de 83 kp/m distribuida uniformemen-
te respecto a la horizontal y est4 sus-
pendido de los dos puntos fijos situa-
dos en la forma indicada. Determi-
nar las tensiones mixima T y mini-
ma T, del cable.

Resp. T = 1815kp, T, = 1073 kp

5/82. Un cable flexible esta
amarrado a un punto A y pasa sobre
una pequefia polea situada en el
punto B que se halla 200 m por en-
cima de A. Si para hacer « = 0 en
A se precisa de una tensién
T=60000N en B, determinar el
peso u del cable por metro de lon-
gitud del mismo.

Problema 5/;9

83 kp/m
Problema 5/81

AN m;_l

Problema 5/82
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les o _)[ 5/83. Una cuerda de 12 m de lon-

gitud se suspende entre dos puntos

situados a un mismo nivel y separa-

dos 3m. Calcular la distancia h al
punto més bajo del seno.

Resp. h=555m

5/84. Entre dos puntos a un mis-
mo nivel separados 120 m se suspen-
de un cable sometido Gnicamente a
la accién de su propio peso. Deter-
minar la longitud total S del cable
sabiendo que la flecha es de 30 m.
éQué error se cometeria al calcular
la longitud con la expresién corres-
pondiente al cable parabdlico?

Problema 5/83

5/85. Una linea de transmisién de
energia eléctrica esta suspendida en-
tre dos torres separadas 150 m sobre
la misma horizontal. El cable pesa
20kp/m de longitud y tiene una
flecha de 24 m en el punto medio
de la luz. Si el cable puede soportar
una tensién mixima de 6000 kp, de-
terminar el peso p” de hielo que pue-
de formarse por metro de cable sin
que se sobrepase la tensiéon maxima

de éste.
Resp. p” = 20,95 kp
de hielo por m
< El dirigible estd unido al

torno del suelo y sometido a un
viento suave, siendo 100 m la longi-
tud del cable de amarre de 12 mn,
que pesa 0,50kp/m. Para empezar
a arrollar el cable hay que aplicar al
torno un par de 400 m - N. En estas
condiciones el cable forma un 4ngulo
de 30° con la vertical en las proxi-
midades del torno. Calcular la altu-
ra H a que se halla el globo. El dié-
metro del torno es de 50 cm.

Resp. H =90 m

Problema 3, 86
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4 5/87. Mientras se efecthan repara-
ciones en el cable, las hélices del bu-
que que lo tiende ejercen un empuje
hacia adelante de 30000 kp para man-
tener una posicion fija en aguas tran-
quilas. La profundidad del océano en
el lugar considerado es de h metros y
se observa que el cable forma un 4n- o
gulo 6 = 60° con la horizontal en el x >l
punto P. El cable pesa 25 kp/m y Problema 5,87
tiene una seccibn recta de 4rea
45 cm?. La densidad del agua sa-
lada es 1,02 g/cm3. Calcular la lon-
gitud s de cable desde el punto P
hasta el punto en donde el cable se
separa del lecho del océano y hallar
la distancia horizontal x desde este
punto hasta el que se encuentre direc-
tamente debajo del punto P. Determi-
nar la profundidad h del océano. Cal-
cular también el momento del par M
que hay que aplicar al cilindro de
1,8 m de didmetro que deposita el ca-
ble para evitar que gire. (Nota: La
carga vertical es la diferencia entre el
peso del cable y el peso del agua
desalojada.)
Resp. s =2630 m, x= 2000 m

h= 1520 m, M = 54000mkp

2§. Vigas con cargas distribuidas. En el apartado 21 se desarrollé el
estudio de las fuerzas cortantes y los momentos tlectores en las vigas con cargas

concentradas, Extenderemos ahora este desarrollo al caso de vigas sometidas
a cargas distribuidas que varian continuamente sobre las mismas o sobre parte
de ellas. Para las fuerzas distribuidas se emplearan también los convenios uti-
lizados para el corte V y el momento M y el método basico de equilibrio de-
sarrollado en el apartado 21. Adicionalmente, existen varias relaciones que
contienen V. y M que pueden establecerse para toda viga con carga distri-
buida y que ayudaran en gran manera a la construccién de las distribuciones
de fuerzas cortantes y de momentos flectores. La figura 59 representa una
porcién de viga cargada, en la que se aisla un elemento dx de la viga. La
intensidad de carga p representa la fuerza por unidad de longitud de la viga. En
la posicién x se han dibujado en sus sentidos positivos la fuerza cortante V'y
el momento M que actan sobre el elemento. En el lado opuesto del elemento,
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donde la coordenada es x - dx, también se dibujan estas cantidades en sus
sentidos positivos, pero deben representarse por V +dV y M + dM ya que se
requiere que V y M varien con x. La intensidad de carga aplicada p se puede
considerar constante sobre toda la longitud del elemento por ser ésta una can-
tidad infinitesimal. La asignacién de las fuerzas y momentos y sus variaciones
incrementales a un elemento infinitesimal de la viga, figura 59, sigue un proce-
dimiento analogo al empleado para definir el equilibrio de un elemento infini-
tesimal del cable flexible.

El equilibrio del elemento exige que la suma de las fuerzas verticales sea
cero, Asi

V4+pdx—- (V+dV)=0
o sea

> p=42. (36)

De la ecuacién 36 queda claro que la pendiente del diagrama de fuerza
cortante debe ser igual en todos los puntos al valor de la carga aplicada. La
ecuacién 36 es valida a uno y otro lado de una carga concentrada, pero no en
la carga concentrada a causa de la discontinuidad debida al brusco cambio de
fuerza cortante.

El equilibrio del elemento de la figura 59 exige también que la suma de los
momentos sea cero. Tomando momentos respecto al extremo de la izquierda del
elemento se tiene

M+pdxdx (V4 dVyde— (M+dMy=0.
o . - (dx)?
Las dos M se destruyen y pueden despreciarse los términos p 5 Y dv dx

p
V+dV
(

M+dM
de e
|4

Figura 59
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por ser infinitésimos de orden superior a los términos restantes. Queda, pues,
simplemente,

> v= -4 37

que expresa el hecho de que en todas partes la fuerza cortante es igual a la
pendiente de la curva del momento cambiada de signo. O bien el momento M
puede considerarse igual a la integral cambiada de signo de la fuerza cortante.
La ecuacién 37 puede ponerse, pues, en forma integral de la manera siguiente:

[ am =~ [ vax
o sea
M = M, — (4rea bajo el diagrama de corte entre x, y x).

En esta expresion M, es el momento flector en o y M lo es en x. En el caso
de vigas a las que no se aplique exteriormente momento Mo, en x, =0, el mo-
mento total en una seccién cualquiera es igual y de signo contrario al 4rea li-
mitada bajo el diagrama de corte hasta la seccién considerada. La manera més
sencilla de construir el diagrama del momento suele ser midiendo el 4rea limi-
tada por el diagrama de corte. :

Cuando V pase por cero siendo funcién continua de x con dV/dx#0, el
momento flector M serd méximo o minimo, ya que en dicho punto dM/dx = 0.
También pueden aparecer valores criticos de M cuando V cruce el eje de absci-
sas en una discontinuidad, como se vio en el apartado 21 para el caso de vigas
sometidas a cargas concentradas.

En las ecuaciones 36 y 37 puede verse que el grado de V respecto a x es
superior en una unidad al de p. También el de M es superior en una unidad
al de V. Ademas, el grado de M respecto a x es superior en dos unidades al
de p. Asf, para una viga cargada con p = kx, que es de primer grado en %, la
fuerza cortante V es de segundo grado en x y el momento flector M es de
tercer grado en .

Las ecuaciones 36 y 37 se pueden combinar para dar

M
> d7xT = —p. (38)

Asi, si p es funcién conocida de x, podré obtenerse el momento M mediante dos.
integraciones, siempre que en cada una de ellas se fijen adecuadamente los
limites de integracion. Este método sera utilizable solamente cuando p sea fun-
cién continua de x. Cuando p sea una funcién discontinua de x es posible in-

Meriam(E) — 8
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troducir un sistema especial de expresiones llamadas funciones de singularidad
que permiten escribir expresiones analiticas de V y M que cubran las integrales
en un dominio de discontinuidades. En este libro no se tratardn dichas fun-
ciones.

Cuando se presente flexién de la viga en més de un plano, se realizarad un
analisis separado en cada plano. Después se combinan vectorialmente los resul-
tados, segin se describié en el apartado 21 para el caso de vigas sometidas a
cargas concentradas y segiin se indicé en la figura 47 y en el problema tipo 4/86.

Problema tipo

5/88. Dibujar los diagramas de corte y de momento de la viga cargada indicada
en la parte superior de la figura y determinar el momento maximo M y su situacién x
respecto al extremo izquierdo.

Solucion. Las reacciones de los apoyos se obtendrin mis ficilmente conside-
rando las resultantes de las cargas distribuidas en la forma indicada sobre el diagrama
para el sélido libre de la viga en conjunto. Se analiza el primer intervalo de la viga
mediante el diagrama para el sélido libre correspondiente a la seccién en que x < 1 m.
La suma de las fuerzas verticales de esta seccién da

[3F, = 0] V = 8§5x2 — 100
y la suma de los momentos respecto a la seccién cortada da

X
[SM = 0] M + (85x2) - —100:=0

M = 100x — 28,3x3

Estos valores de V y M son vélidos para 0 < x < 1 m y pueden verse representados
en los diagramas de corte y de momento de la figura.

Del diagrama para el sélido libre correspondiente a la seccion para la cual
1 < x < 2 m el equilibrio para las componentes verticales exige

[2F, = 0] V—170(x —1)—85 + 100 =0
V = 170x — 185

Sumando momentos respecto a la seccién cortada se tiene
x—1
[ZM = 0] M+ 170(x — 1)——2—— + 85(x — %) — 100x = 0
M = — 28,3 4 185x — 85x2

Estos valores de V y M estan representados en los diagramas de corte y momento
en el intervalo 1 < x < 2 m,
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Problema 5/88
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Se prosigue el analisis del resto de la viga con el diagrama para el sélido libre
de la porcién de viga a la derecha de una seccién en el intervalo siguiente. Obsérvese

que V y M estan representados en sus sentidos positivos. La suma de las componentes
verticales requiere,

[SF, = 0] V—305+150=0 V=155kp
y la suma de momentos respecto a la seccién da
[SM = 0] M + 150(3 — x) — 305(3— x — 0,5) = 0.

M = 312,5 — 155«

Estos valores de V y M estin representados en los diagramas de corte y momento
para el intervalo 2 < x < 2,5 m.

El dltimo intervalo se puede analizar a simple vista. El esfuerzo cortante es
constante e igual a + 150 kp y el momento sigue una relacién lineal que comienza
con un valor nulo en el extremo derecho de la viga.

El momento miximo se tiene a x = 2,5 m, donde la curva de corte corta al eje
de abscisas y la magnitud de M se obtiene sustituyendo este valor de x en la expre-
si6n de M para el segundo intervalo. El momento méximo vale

M = 75m. kp Resp.

Para este segundo intervalo, la deduccién de dM/dx = 0 comprobaria el valor de
x=25m.

Aun cuando el diagrama de corte vuelve a cortar al eje de abscisas en x = 1,09 m,
la magnitud del momento flector es menor que para x = 2,5 m.

E]l momento M podria también obtenerse del diagrama de corte en la forma expli-
cada a continuacién de la ecuacién 37. Asi, el momento M en una seccién cualquiera
de abscisa x es igual al 4rea total de la superficie limitada bajo el diagrama de corte
a la izquierda de % con signo cambiado. Para x <C 1 m, por ejemplo, el momento vale

X
[AM = fV dx] M—0= fo (85x2 — 100) dx, M = 100x — 28,313

que concuerda con los resultados antes obtenidos.

Problemas

P kp/m — 5/89. Trazar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector
para la viga cargada uniformemente
y hallar el momento flector ma-
ximo M.

pl?
Problema 5/89 Resp. M = T
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5/90. Trazar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector de
la viga en voladizo cargada con car-
ga uniforme p por unidad de lon-
gitud.

5/91. Trazar los diagramas de !

fuerza cortante y momento flector de
la viga sometida a una carga de 80 kp
por metro de longitud de viga, dis-
tribuida sobre el tramo central.

5/92. Trazar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector de
la viga cargada y hallar la magnitud
méxima M del momento flector.

5
Resp. M = 3 Pl

5/98. Trazar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector
para la viga en voladizo cargada de
la manera que se indica.

5/94. Trazar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector de
la viga en voladizo cargada en la
que se ajusta el par M; en un extre-
mo de manera que se tenga momen-
to nulo en el empotramiento. Hallar
el momento flector M en x = 1,2 m.

Resp. M = 720 m-kp

5/95. Trazar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector de
la viga en voladizo sometida a den-
sidad de carga lineal y hallar el va-
lor maximo M del momento flector.

12
Resp. M = Po

» _kp/m

Problema 5/90

80 kp/m

}<-1,5m~~>< L5mat 1,5 m>]
Problema 5/91

P/l N/m 4

Problema 5/92

150 kp/m

G

k“»zzn;+1<— 2 m—)‘

Problema 5/93

333 kp/m

M,

5

e——2.4 m-

Problema 5/94

f— l

Problema 5/95

229
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1

S

Problema 5/96

Problema 5/97

Problema 5/99

150 kp/m

o

Problema 5/100

5/96. Trazar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector de
la viga en voladizo cargada lineal-
mente.

5/97. Trazar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector
para la viga simple cargada lineal-
mente. La intensidad de carga en el
extremo de la derecha es de p, ki-
lopond por metro de longitud de viga.
Escribir la expresion del valor maxi-
mo M del momento flector y la dis-
tancia x, medida hacia la derecha a
partir del extremo izquierdo, hasta
el punto en el que se tiene el mo-
mento flector maximo.

I —
Resp.M—_—g)z/5 en x=1v3

5/98, Trazar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector
para la viga simple cargada lineal-
mente de la figura. Determinar el
valor maximo M del momento flector.

Pol?
Resp. M =
P 12

5/99. Trazar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector de
la viga sometida a las cargas varia-
bles linealmente y hallar el valor
méximo M del momento flector.

5/100. Trazar los diagramas de
fuerza cortante y momento flector
para la viga representada. Determi-
nar la distancia b, medida a partir
del extremo izquierdo, hasta el punto
en que el momento flector es nulo
entre los apoyos.

Resp. b =15m
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5/101. Trazar los diagramas de

50 kp
fuerza cortante y momento flector 100 kp/m
para la viga cargada y determinar el

momento flector M que induce la [0 ]
o

compresién méaxima en las fibras su-

periores de la viga. ) fe—12 m—J«),Gm
Resp. M = 7,02mkp

Problema 5/101

5/102. Determinar el momento
flector M en funcién de x en la viga
piramidal en voladizo que soporta su
propio peso. El peso especifico del
material es y.

45/103. La viga curvada en vola-
dizo tiene forma de cuarto de cir-
cunferencia y soporta una carga de
p kp/m aplicada a lo largo de la cur-
va de la viga sobre su cara superior.
Determinar el momento torsor T y el
momento flector M de la viga en
funcién de 6.

Resp. T = pr? (g—e—cose)
M = — pr¥(1 — sen 6)

45/104. El érbol apoyado por sus /r]

extremos estd sometido a cargas va-
riables linealmente, contenidas en
planos ortogonales. Determinar la ex-
presién del momento flector resultan-
te M en el 4rbol.

Resp.

M= %‘}x(l — X)\3IE =2k + 5%

Problema 5/104
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P kp/m

l l l l l l <5 /.105. La viga soporta una carga

distribuida uniformemente en la for-
ma que se indica. Determinar la si-
tuacién x de los dos apoyos que re-
e x> duzca al minimo el momento flector
l miximo M en la viga. ¢Culnto
vale M?

Resp. M = 0,0215 pl?, x = 0,207

4 5/106. La viga en voladizo soporta
la carga distribuida sinusoidalmente
(s6lo media onda) p = p, sen (wx/l)
kilos por metro de longitud. Determi-
nar el momento flector M en funcién
de x utilizando directamente la ecua-
cién 38.
BResp. M = &I(L senTX 4 x — l)
7 \7 {

Problema 5/106

29, Estatica de fluidos. En todo lo visto hasta ahora, se ha dirigido
la atencién principalmente hacia la accién de fuerzas que se ejercen entre cuer-
pos rigidos. En este apartado se desarrollard el estudio de cuerpos sometidos
a fuerzas debidas a la accién de las presiones de los fluidos. Llamaremos fluido a
toda sustancia continua que, en estado de reposo, es incapaz de soportar una
fuerza cortante. Fuerza cortante es la que es tangente a la superficie sobre la
que se ejerce y aparece cuando en capas contiguas de fluido existen velocidades
diferentes. Asi pues, un fluido en reposo sélo puede ejercer fuerzas normales
sobre una superficie limite. Los fluidos pueden ser gaseosos o liquidos. A la
Estatica de fluidos se le suele llamar Hidrostdtica cuando el fluido es un li-
quido y Aerostdtica cuando es un gas.

(a) Presién en un fluido. La presién en un punto de un fluido es la misma
en todas direcciones (principio de Pascal), Se puede poner de manifiesto este he-
cho considerando el equilibrio de un elemento triangular infinitesimal de fluido,
tal como el representado en la figura 60. Tomando la unidad sobre la dimen-
si6n z y llamando a las presiones sobre los tres lados p1, p2 y ps el equilibrio
de las fuerzas en las direcciones x e y podra venir expresado por las ecuaciones

pedx dz = psdsdzcosd, p1dy dz = psds dzsénd.

Como ds sen 0 == dy y ds cos § = dx, estas ecuaciones requieren que

Pr=p2=p3=p-
Girando 90° el elemento se encuentra que p; también es igual a las otras pre-
siones. Luego la presién p es la misma en todas direcciones. En este estudio no
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es preciso tener en cuenta el peso del elemento de fluido, puesto que al mul-
tiplicar el peso especifico y (peso por unidad de volumen) del fluido por el vo-
lumen del elemento, se obtiene un infinitésimo de orden superior que puede
despreciarse frente a los términos de las fuerzas. ;

En todos los fluidos en reposo, la presion es funcién de la dimensién vertical.
Para determinar esta funcién habrd que considerar una variacién de la dimen-
sién vertical y tener en cuenta el peso del fluido. En la figura 61 puede verse un
elemento diferencial de fluido en forma de cilindro de eje vertical y seccién
recta de area dA. El sentido positivo de la coordenada vertical h se toma hacia
abajo. La presién sobre la cara superior es p, y sobre la cara inferior serd p mas
la variacién de p, o sea p + dp. El peso del elemento es igual a su peso espe-
cifico ¥ multiplicado por su volumen, Las fuerzas normales a la superficie late-
ral no intervienen en el equilibrio de las fuerzas verticales y por ello no se han
sefialado. El equilibrio del elemento de fluido en la direccion h requiere

> pdA+ydAdh—(p+dp)dA=0, dp=-dh. (39)

Esta relacién diferencial indica que la presién en un fluido crece con la profun-
didad o disminuye al crecer la altura. La ecuacién 39 vale tanto para liquidos
como para gases y esta de acuerdo con los conocimientos corrientes de las pre-
siones en el aire y en el agua.

Los fluidos que son esencialmente incompresibles reciben el nombre de
liquidos, y se deduce que para la mayoria de los fines practicos se puede con-

dxd
P

prdydea N /p3dsdz

|
h

|

dh
A

1
~~t(p +dp)dA
Kigura 61
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siderar el peso especifico constante para todas las parte del liquido.* Sien-
do y constante, se puede integrar directamente la ecuacién 39 y resulta

> pP=po+7h. (40)

La presién po es la presién sobre la superficie del liquido en donde h =0.
Si po es debida a la presién atmostérica y el instrumento de medida sélo regis-
tra el incremento de presién sobre la atmosférica, ** la medida da lo que se co-
noce con el nombre de “presién manométrica” que es p =y h.

Por otra parte, los gases son compresibles y en ellos el peso especifico
varia con la distancia vertical. Para la mayoria de problemas técnicos esta va-
riacién es despreciable al considerar la presién del gas sobre una estructura
puesto que la altura de ésta, por lo general, sélo representa una pequefia va-
riacién de altitud. Cuando sea necesario, para determinar la variacién de pre-
sion con la altitud se podra utilizar la ley de los gases p = yKT, donde T es
la temperatura absoluta del gas y K es una constante. Sustituyendo y = p/(KT)
en la ecuacién 39 y reemplazando la medida hacia abajo h por la medida hacia
arriba z, donde dh = —dz, se tiene KT dp = — p dz. Integrando entre las con-
diciones de presién po a altitud cero y la presién p a altitud z se tiene, en
condiciones de temperatura constante,

z = KTlogBQ .
P

Cuando la temperatura del gas no se mantiene constante con la altura, como
ocurre en la atmésfera terrestre, debera tenerse en cuenta el efecto de la va-
riacién de temperatura,

(b) Presién hidrostdtica sobre superficies rectangulares sumergidas. Una
superficie sumergida en un liquido, tal como la vilvula de un aliviadero en una
presa o las paredes de un depdsito, estd sometida a una presién normal a su su-
perficie distribuida sobre ésta. En los problemas en que son apreciables las fuer-
zas ejercidas por el fluido serd necesario tener en cuenta la fuerza resultante
debida a la distribucién de la presién sobre la superficie y la posicién en la
cual estd aplicada dicha resultante. En los sistemas abiertos a la atmosfera
terrestre, la presién atmostérica po se ejerce sobre todas las superficies y, por
tanto, dard una resultante nula, Asi pues, sélo habrd que considerar el incre-
mento sobre la presién atmosférica, al que hemos llamado “presién manomé-
trica”, que es p = vh.

Consideremos el caso particular pero frecuente de la accién de la presién
hidrostatica sobre una placa rectangular sumergida en un liquido. En la figu-
ra 62z puede verse una tal placa 1-2-3-4 con su borde superior horizontal y

# Ver Tabla C-1, Apéndice C para los pesos especificos.
#4 La presién atmosférica al nivel del mar puede considerarse de 1 kg/cm? (mas aproxima-
damente 1033 kg/cm?).
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con el plano de la placa formando un angulo 8 cualquiera con el piano vertical.
La superficie horizontal del liquido est4 representada por el plano x-y’. La
presién (manométrica) del fluido que actia normalmente al plano en el pun-
to 2 estd representada por el vector 6-2 y es igual al producto del peso espe-
cifico ¥ por la profundidad vertical desde la superficie del liquido al punto 2.
La misma presién se ejerce sobre todos los puntos del borde 2-3. En el punto 1
del borde inferior, la presion del fluido es igual al producto de y por la pro-
fundidad vertical correspondiente al punto 1, y esta presién es la misma en
todos los puntos del borde 1-4. La variacién de la presién p sobre la superficie
de la placa viene regida por la relacién lineal con la profundidad y estara
representada, por tanto, por la altura del prisma truncado 1-2-3-4-5-6-7-8 que
tiene la placa como base. La fuerza resultante producida por esta distribu-
ci6n de la presién esti representada por R, la cual se ejerce sobre un cierto
punto P llamado centro de presién.

Esté claro que las condiciones que prevalecen en la seccién vertical 1-2-6-5
de la figura 62a son las mismas que en la seccién 4-3-7-8 y en cualquier otra

Superficie del liquido

Figura 62



236 Fuerzas distribuidas

seccién vertical que corte a la placa. Asi pues, podremos analizar el problema
bidimensionalmente a partir de una seccién vertical como la 1-2-6-5 de la
figura 62b. En esta seccién, la distribucién de la presién es trapezoidal. Si es
b la anchura horizontal de la placa, sobre el elemento de superficie dA = b dy
se ejercerd la presibn p=+yh, y el incremento de la fuerza resultante es
dR = p dA = bp dy. Pero p dy no es mas que el incremento sombreado del 4rea
trapezoidal dA’, con lo que dR =bdA’. Por tanto, la fuerza resultante que
se ejercerd sobre toda la placa podri expresarse en la forma

R=fbdA’ osea R =bA’

Hay que tener cuidado en no confundir el 4rea fisica A de la placa con el
4drea geométrica A’ definida por la distribucién trapezoidal de la presion.

El 4rea trapezoidal que representa la distribucién de la presién se expresa
facilmente utilizando su altura media. Por tanto, la fuerza resultante R podrd
escribirse en funcién de la presion media pmea =% (p1 + p2), multiplicindola
por el 4rea A de la placa. La presion media es también la presién existente
a la profundidad media correspondiente al centroide O de la placa. Por tanto,
otra expresién de R serd

R = puad = yhA

donde b= i cos 0.
La recta soporte de la fuerza resultante R se obtiene mediante el princi-
pio de los momentos. Utilizando como eje de momentos el eje x (punto B en

figura 62b) se tiene RY:fy(pb dy). Sustituyendo pdy = dA’ y eliminando b
se tiene

que no es mas que la coordenada centroidal del trapecio de 4rea A’. Por tanto,
desde el punto de vista bidimensional, la resultante R pasa por el centroide C
del trapecio definido por la distribucién de la presién sobre la seccién vertical,

Evidentemente, Y sitia también el centroide C del prisma truncado 1-2-3-4-
5-6-7-8 de la figura 62a por el que pasa en realidad la resultante R.

Al tratar con una distribucién trapezoidal de presion, el célculo suele sim-
plificarse considerando la resultante: como compuesta por dos componentes (f-
gura 62c). Se divide el trapecio en un rectingulo y un tridngulo, considerando
por separado las fuerzas representadas por una y otra parte. La fuerza re-
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presentada por la porcién rectangular se ejerce sobre el centro O de la placa
y es R:=p:A, siendo A el 4rea 1-2-3-4 de la placa. La fuerza representada
por el incremento triangular de la distribucién de presién es i(p; —p2)A y
pasa por el centroide de la porcién triangular, segiin se indica.

(¢) Presién hidrostdtica sobre superficies cilindricas. En el caso de una
superficie curva sumergida, la resultante R debida a la presion distribuida Heva
consigo mis célculos que en el caso de superficie plana. Como ejemplo consi-
deremos la superficie cilindrica sumergida representada en la figura 63a en
donde los elementos de la superficie curva son paralelos a la superficie hori-
zontal x-y’ del liquido. Las secciones verticales normales a la superficie dan
todas la misma curva AB y la misma distribucién de presién. Por tanto, po-
dremos utilizar la misma representacién bidimensional de la figura 63b. Para
hallar R por integracién directa es necesario integrar las componentes x e y
de dR a lo largo de la curva AB, ya que la presién cambia de direccién
continuamente. Asi pues,

Rz=bf(de),;=bfpdy y R,,:bf(de),,:bfpdxy.

A continuacién necesitaremos una ecuacién de momentos para establecer la
posicién de R. :

A menudo resulta mas sencillo otro método para hallar R. Consideremos
el equilibrio del bloque de liquido ABC situado inmediatamente encima de la
superficie y que se ha representado en la figura 63c. La resultante R aparece
entonces como la reaccién (opuesta) que la superficie ejerce sobre el bloque
de liquido. Las resultantes de las presiones a lo largo de AC y CB son, res-
pectivamente, P, y P,, y se obtienen fécilmente. El peso W del bloque de l-
quido se calcula a partir del 4rea ABC de su seccién, multiplicdndola por la
dimensién constante b y por el peso especifico. El peso W pasa por el cen-
troide de la superficie ABC. La equilibrante R quedar4 entonces determinada
a partir de las ecuaciones de equilibrio aplicadas al diagrama de solido libre
del bloque de fluido.

(d) Presion hidrostdtica sobre superficies planas de forma cualquiera. En
la figura 64a puede verse una placa plana de forma cualquiera sumergida en
un liquido. La superficie horizontal de éste es el plano x-y’, y el plano de la
placa forma un 4ngulo 6 con la vertical. La fuerza que actia sobre una faja
diferencial de 4rea dA paralela a la superficie del liquido es dR = p dA = yh dA.
La presién p tiene el mismo valor en todos los puntos de la faja, puesto que
no hay ninguna variacién de profundidad a lo largo de la faja horizontal. La
fuerza total que actta sobre el drea A se obtiene por integracion, y es

R=[dR=[pda=v[hda.
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Sustituyendo la relacién centroidal A4 = fhdA se tiene

b R= Y}TA. (41)

La cantidad vh representa la presién que existe a la profundidad del centroide O
de la superficie y es la presiéon media sobre ella.
La resultante R puede también representarse geométricamente por un volu-
"men en la forma indicada en la figura 64b. En este caso, el vector presién p se
representa como altura correspondiente a la placa considerada como base. El
volumen resultante es un cilindro truncado recto. La fuerza dR que actia sobre
el elemento de superficie de 4rea dA = x dy da el volumen elemental dV = p dA

representado por la rebanada sombreada, y la fuerza total es, pues, el volumen
total del cilindro. Asi,

(a) ()] (c)
Figura 63
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De la ecuacién 41 se ve que la altura media del cilindro truncado es la presién
media yh que existe a una profundidad correspondiente al centroide O de la su-
perficie sometida a presién. En los problemas en que no se vea facilmente el
centroide O o el volumen V, se obtendrd R por integracién directa. Asf,

R:[dR:fpdA:f‘thdy,

donde, para integrar, la profundidad h y la longitud x de la faja horizontal de
drea diferencial se deben poner en funcién de y

El segundo requisito del analisis de la presién del fluido es la determina-
ci6n de la posicién de la fuerza resultante a fin de tener en cuenta los momentos
de las fuerzas de presién. Utilizando el principio de los momentos, tomando
como eje de momentos el eje x de la figura 64b, se tiene

fde

R?:fydRo sea Y = 7%

(42)

Esta segunda relacién satisface la definicién de la coordenada Y del centroide
del volumen V, y se concluye, por tanto, que la resultante R pasa por el cen-
troide del volumen descrito por el 4rea de la placa como base y la presién lineal-
mente variable como altura. El punto P de la placa al que hay que aplicar R es
el centro de presién. Téngase en cuenta que el centro de presion P y el centroide
de la superficie plana O no son un mismo punto.

Podemos escribir otra expresiéon de ¥ que contiene el llamado momento de
inercia * de la superficie. Sustituyendo en la expresién del principio de los mo-
mentos R = yhA, dR = yh dA, h = {j cos §, h = y cos §, la expresion RY = [y dR
nos da

Jrrad I
osea Y =-%

Y = Z 74

(43)

donde I, es el momento de inercia | y* dA de la superficie respecto al eje x pa-
ralelo en la superficie del liquido. El momento de inercia de la superficie puede
escribirse en la forma I, = k,’A donde k, es el llamado radio de giro de la
superficie respecto al eje x. Efectuando esta sustitucién, la ecuacién 43 podra
escribirse en la forma

vk (43a)

J

# Los momentos de inercia de superficies se tratan extensamente en el Capitulo 8.
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La utilizacién de las ecuaciones 43 exige el conocimiento de las propiedades
de los momentos de inercia de superficies. Como en este momento no se supone
que el lector posea dicho conocimiento, no insistiremos en el estudio de las
ecuaciones 43. ]

Al tener en cuenta el momento resultante respecto a un eje paralelo a la
placa de las fuerzas de presién que sobre ella se ejercen, la integracion di-
recta resulta a menudo tan inmediata como la aplicacién de las ecuaciones 42
6 43. Asi, el momento resultante M de las fuerzas de presién respecto, por
ejemplo, al eje x es

M =f_y dR =fyyhx d)/‘

y, de nuevo, para realizar la integracién, deberan ponerse en funcién de y la
profundldad h y la longitud x de la faja horizontal de 4rea diferencial.

Problemas tipo

5/107. Una placa rectangular, representada por su seccién vertical AB, tiene una
altura de 4 m y una anchura de 6 m (normal al plano del papel) y bloquea el extremo
de un canal de agua dulce de 3 m de profundidad. La placa est4 engoznada a un
eje horizontal dirigido segin su borde superior que pasa por A y estd impedida de
abrirse por el obsticulo fijo B que s€ apoya horizontalmente contra el borde inferior
de la placa. Calcular la fuerza B que el obstaculo ejerce contra la placa.

Solucién. Se muestra en seccién el diagrama de sélido libre de la placa, el cual
incluye las componentes vertical y horizontal de la fuerza en A, el peso W no espe-
cificado, la fuerza horizontal incégnita B y la resultante R de la distribucién trian-
gular de la presién contra la cara vertical.

El peso especifico del agua dulce es vy = 1000 kp/m3 con lo que la presién me-
dia serd

[Prca = V2] Pune = 1000(2) = 1500 kp/m?

La resultante R de las fuerzas de presién contra la placa serd

[R = Pread] = (1500) (3) (6) = 27 000 kp

Esta fuerza pasa por el centroide de la distribucién triangular de la presién, el cual

esti 1 m por encima de la base de la placa. La anulaciéon del momento resultante
respecto de A dard la fuerza desconocida B. Asi

[SM, = 0] 3(27000)—4B =0, B =20250kp Resp.
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Problema 5/107

' 5/108. Determinar la fuerza resultante R ejercida por el agua sobre la superficie

cilindrica de la presa. El peso especifico del agua es de 1000 kp/m3 y la presa tiene
una longitud normal al papel, de b = 30 m.

Solucion. Se aisla el bloque circular de agua BCDO y se dibuja su diagrama
para el solido libre. La fuerza P, es

, 1000 x 3
P,=vhA =l’21br=——2—-—>< 30 x 3 = 135000 kp

El peso W del agua es

n(3)*
W =V = 1000 X —= x 30 = 212.000 kp

El equilibrio de la seccién del agua requiere
[3F, = 0] R, = P, = 135000 kp
[SF, = 0] R, = W = 212000 kp

La fuerza resultante que el fluido ejerce sobre la presa es igual y opuesta a la
que se indica actuando sobre el fluido y es

[R = VRZ + R2?] R = 251000 kp Resp.

Problema 5,108
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Si se desea, puede localizarse graficamente la coordenada x del punto A por el que
pasa R. Del principio de los momentos puede hallarse x algebraicamente. Tomando B
como centro de momentos, se tiene

12
135000 x 1 + 212000 X —

s wH _Rizo " 100 R
— —— = U, X = =1, . .
23 P 212000 ™ P

Si se desea el punto C sobre la superficie, serd necesario combinar la relacién de
momentos con la ecuacién de la circunferencia.

5/109. Determinar la fuerza resultante R que se ejerce sobre el extremo semi-
circular del tanque de agua de la figura cuando estd completamente lleno. Expresar
el resultado en funcién del radio r del extremo circular y del peso especifico vy del
agua.

Solucién 1. Puede hallarse R por integraciéon directa de la manera siguiente

(R = [4R] R=[pdd = vyexdy) =2v [, yWE= P,
R =3y Resp.
Se determina la localizacién de R mediante el principio de los momentos que nos da
[RY = [y dR] g Y = 2v [ 2V =) dy.
Integrando resulta
Fyr3Y = Iz’f_ -’21 y Y= :;—Zr. Resp.

Solucién II. Utilizando directamente la ecuacién 41 para hallar R se tiene

[R = yhd] Rzy—;%f-;= 2yr3 ' Resp.

Problema 35, 109
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La aplicacién de la ecuacién 42 para determinar el centroide C equivale a la inte-
gracion hecha en la solucién 1. También podria utilizarse la ecuacién 43. Con la
expresiéon I, = §mr* del momento de inercia * de la superficie semicircular respecto
al eje x, resulta,

- _ mr*/8 3w
370 2
Problemas

5/110. La compuerta vertical ac-
cionada por resorte estd engoznada
por su borde superior A segin un
eje horizontal y cierra el extremo de
un canal rectangular de agua dulce
de 1,2m de anchura (normal al pla-
no del papel). Calcular la fuerza F
que debe ejercer el resorte para limi-
tar la profundidad del agua a
h=18m. Resp. F = 3888 kp

Problema 5/110

5/111. Una presa arqueada tiene
la cara que recibe el agua de forma
cilindrica de 240 m de radio y sub-
tiende un é4ngulo de 60°. Si el agua
tiene una profundidad de 90 m, de-
terminar la fuerza total P ejercida
por el agua sobre la presa.

e~
Q }
:’P&

Problema 5/111

* Véase la tabla C4, Apéndice C.
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Problema 5,112

Problema 5/113

Problema 5/114

5/112. Uno de los problemas cri-
ticos del proyecto de vehiculo para
grandes profundidades acuéticas es
dotarlos de ventanas que soporten
grandes presiones hidrostaticas sin
romperse ni presentar filtraciones. En
la figura puede verse la seccién de
una ventana acrilica experimental con
superficies esféricas puesta a prueba
en una camara de liquido a alta pre-
sién. Si se eleva la presién p hasta
un nivel que simule el efecto de una
inmersin a una profundidad de
915 m en agua salada, calcular la pre-
sién media ¢ soportada por el anillo
de cierre A.

Resp. ¢ = 248kp/cm?

5/113. E1 barracén representado
en la figura est4 sometido a un vien-
to horizontal y la presién p sobre el
techo de seccion circular puede apro-
ximarse a p, cos 0. La presién es po-
sitiva a barlovento del barracén y
negativa a sotavento. Determinar la
fuerza cortante horizontal V sobre los
cimientos por unidad de longitud de
techo medida normalmente al papel.

5/114. Las caras de un canjilén
en V para agua dulce, representado
en seccidn, estan articuladas por su
interseccién comin que pasa por O
y unidas por un cable y un tornique-
te colocados cada 183 ¢cm a lo largo
del canjilén. Calcular la tensién T
que soporta cada torniquete.

Resp. T = 5470 N
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5/115. Un canal de agua dulce de
9,14 m de anchura (normal al plano
del papel) estd bloqueado por una
barrera rectangular, representada por
su seccién AEF. Cada 61 cm a lo lar-
go de la anchura del canal se colo-
can puntales soportantes horizontales
BE. El peso de la barrera se supone
pequerio frente a las otras fuerzas que
actian. Determinar la compresién C
en cada puntal BE.

5/116. La forma de un encofrado
de hormigén estd articulada por su
borde inferior A y apuntalada cada
120 cm por un puntal horizontal BC.
Despreciar el peso de la forma y
calcular la compresiéon C en cada
puntal resultante del comportamien-
to liquido del hormigén fresco, el
cual tiene una densidad de 2777
kg/m8, Resp. C =1787,5kp

5/117. La tapa de la abertura de
20 por 30cm del depdsito estd ro-
blonada, siendo despreciables las
tensiones iniciales en los roblones. Si
se llena de mercurio el depésito hasta
el nivel que se indica, calcular la ten-
sién inducida en cada uno de los
roblones A y B. El mercurio tiene
un peso especifico de 13 600 kp/m?,

Problema 5/115

Problema 5/117

245
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Problema 5,118

IIm:

o o]

Problema 5/120

5/118. La compuerta cuartocircu-
lar AB, representada en seccibn, tiene
una anchura horizontal de 183 cm
(normal al plano del papel) y regu-
la la circulacién de agua dulce so-
bre el borde B. La compuerta tiene
un peso total de 3084 kp y estd ar-
ticulada por su borde superior A. -
Calcular la fuerza minima P necesa-
ria para mantener cerrada la com-
puerta, Al localizar el centro de gra-
vedad de la compuerta puede des-
preciarse su grosor frente a su radio
de 275cm. °©  Resp. P = 4912kp

5/119. En la figura puede verse
la seccién de una compuerta ABD
que cierra una abertura de anchura
1,5m en un canal de agua salada.
Para el nivel de agua indicado, calcu-
lar la fuerza compresiva F del vas-
tago del cilindro hidrdulico que man-
tenga una fuerza de contacto de
300 kp por metro de anchura de com-
puerta a lo largo de la linea de con-
tacto que pasa por A. La compuerta
pesa 1700kp y su centro de grave-
dad estd en G.

5/120. Se consideran las seccio-
nes triangular y rectangular para una
pequefia presa de hormigén que ha
de represar agua dulce. Desde el
punto de vista de la resistencia al
vuelco girando alrededor de C, ¢qué
seccién necesitard menos hormigén,
y cuénto menos por metro de longi-
tud de la presa? El hormigén pesa
2400 kg/m3,

Resp. La seccién A pesa 18870 kg

menos por metro
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5/121, Determinar la fuerza total
R que ejerce sobre la ventana trian-
gular el agua dulce del depésito. El
nivel de la superficie libre del agua
coincide con el vértice superior de la
ventana. Determinar también la dis-
tancia H desde R al nivel de la su-
perficie libre.

5/122. Una placa rectangular, re-
presentada de perfil, tiene una altura
de 274 cm y una anchura de 244 cm
(normal al papel) y separa depésitos
de agua salada y petréleo. El petrd-
leo tiene una densidad relativa al
agua dulce de 0,85. Determinar la
altura h que ha de alcanzar el agua
para que sea nula la reaccién en B.

Resp. h =172 cm

5/123. Una placa rectangular uni-
forme AB, representada en seccién,
pesa 1600kg y separa los dos cuer-
pos de agua dulce en un depésito
que tiene una anchura de 3m (nor-
mal al plano de la figura). Calcular
la tensién T del cable soportante.

Problema 5/121

Problemu s, 122

Ao,s m]

Problema 5/123
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Problema 5/125

Problema 5/126

5/124. La cara del lado del agua
dulce de una presa de hormigén tiene
forma de parabola vertical con vérti-
ce en A. Determinar la posicién b
del punto B de la base por el que
pasa la fuerza resultante de las que
ejerce el agua sobre la cara C de la
presa. Resp. b = 28,58 m

5/125. La compuerta AB es una
placa rectangular de 280 kg que tie-
ne 1,5m de altura y 1,1 m de an-
chura y se utiliza para cerrar el canal
de desagiic en la parte inferior de
un depésito de petréleo. A conse-
cuencia de la condensacién en el de-
posito, se recoge agua dulce en la
parte inferior del canal. Calcular el
momento M respecto al eje del pa-
sador en B necesario para cerrar la
compuerta contra la accién de las
fuerzas hidrostaticas del agua y del
petréleo. La densidad relativa del pe-
troleo es 0,85.

Resp. M = 1816 mkp

5/126. Para regular la cantidad
de agua que se vierte por encima de
una presa se utiliza un aliviadero,
cuya compuerta es de seccién cilin-
drica (v. fig.). La compuerta pesa
7500kg y tiene una longitud nor-
mal al papel de 5,4 m. Aplicando un
par de fuerzas al ‘eje O de la com-
puerta se regula su posicién angular.
Determinar, para la posicién indica-
da, las componentes horizontal F,
y vertical F, de la fuerza total ejer-
cida por el eje sobre sus cojinetes
en O. Determinar también el efecto
de la presién del fluido mediante in-
tegracién directa sobre la superficie
cilindrica.
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5/127. El fondo de un canal de
agua, representado en seccién en la
figura, consta de dos placas unifor-
mes rectangulares AB y BC, cada una
de las cuales pesa 1500 kg y que es-
tan articuladas a lo largo de su eje
comtn B y también lo estdn a la base
del canal fijo a lo largo de sus bor-
des inferiores A y C. La longitud del
canal es de 6 m medida perpendicu-
larmente al plano del papel. Deter-
minar la fuerza P por metro de lon-
gitud del canal que ejerce cada placa
sobre el gozne en B.

Resp. P = 1400 kp/m

5/128. Una placa plana cierra
una abertura triangular existente en
la pared vertical de un depésito que
contiene un liquido de peso especi-
fico v. La placa estd articulada por
el borde superior O del tridngulo.
Determinar la fuerza P requerida
para cerrar la compuerta venciendo
la presién del liquido.

45/129. Un disco circular A oprime
una empaquetadura situada alrede-
dor de la pestafia B y separa hermé-
ticamente el espacio de aire del es-
pacio de agua en el paso circular de
conexién. Calcular, para los niveles
de la superficie libre del agua que
se indican, la presién media p que se
ejerce sobre la empaquetadura cuyos
didAmetros exterior e interior son,
61 cm y 51 cm, respectivamente.
La parte alta del depédsito de agua
estd abierta a la atmésfera libre.
Resp. p = 28,8 X 103 N/m?

44
Ll,z m-»l(——l,z m

Problema 5/127

Problema 5/128

Problema 5/129

249
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3m

Problema 5/130

Seccién A-A

Problema 5,131

>

Problema 5/132

«5/130. Una presa esti constitui-
da por las barreras planas A y B de
poco peso. Cada 3m de longitud
de la presa se colocan riostras como
las C y D. Una muestra del barro
pesé 1600 kg/m3. Determinar la
compresién en C y D. Todas las ar-
ticulaciones pueden  considerarse
como goznes.

Resp. C = 49000kp, D = 9000 kp

«45/131. En el canal de seccién
triangular de la figura se fija la placa
triangular inclinada A. Calcular la
resultante R de las fuerzas ejerci-
das sobre A por el agua y la altura
h del punto de A sobre el que se
ejerce. :
Resp. R=437kp, h=60cm

«45/132. El tanque cerrado contie-
ne agua dulce hasta el nivel que se
indica. Se insufla aire en el tanque
hasta que el mandémetro abierto en
U presente una diferencia de altu-
ras entre sus dos ramas de agua
igual a 533 mm, Determinar la fuer-
za total R originada por la presién
hidrostitica que se ejerce sobre la
tapa que cierra la abertura de
406 mm de didmetro. Hallar tam-
bién la distancia b, por debajo del
eje de la tapa, a que se encuentra
el centro de presién P.

Resp. R=109kp, b = 12,3mm
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30. Empuje. El principio del empuje, cuyo descubrimiento se atribuye a
ARrQuiMEDES, puede explicarse de la manera siguiente para todo fluido en equili-
brio, ya sea gaseoso o liquido. Consideremos una porcién del fluido definida por
una superficie cerrada imaginaria, tal como la dibujada con trazos en la figura 65a.
Si pudiera extraerse de su interior el fluido y éste fuera sustituido por las fuer-
zas que ejercia sobre el contorno de la cavidad, figura 65b, no se perturbaria en
absoluto el equilibrio del fluido que la rodea. Ademas, el diagrama para el
s6lido libre de la porcién de fluido antes de ser extraido, figura 65c, indica que
la resultante de las fuerzas de presién distribuidas sobre su superficie debe ser
igual y opuesta a su peso P y debe pasar por el centro de gravedad del ele-
mento fluido. Si se sustituye el elemento por un cuerpo de iguales dimensiones,
las fuerzas superficiales que actiian sobre el 'cuerpo, mantenido en esta posicién,
serdn iguales que las que actuaban sobre el elemento fluido. Asi, la fuerza
resultante que se ejerce sobre la superficie de un objeto sumergido en un fluido
es igual y opuesta al peso del fluido desalojado y pasa por el centro de grave-
dad de dicho fluido desalojado. La fuerza resultante es la fuerza de empuje. En
el caso de un liquido cuyo peso especifico sea constante, el centro de gravedad
del liquido desalojado coincidira con el centroide del volumen desalojado.

De la discusién anterior se deduce que, cuando el peso especifico de un
objeto es menor que el del fluido en que se halla sumergido, habra un desequi-
librio de fuerzas segin la vertical, y el objeto subird. El objeto sigue subiendo
hasta alcanzar la superficie del fluido y entonces queda en reposo en una po-
sicibn de equilibrio, si se supone que el peso especifico del nuevo fluido exis-
tente sobre la superficie es menor que el peso especifico del objeto. En el caso
de la superficie limite entre un liquido y un gas, tales como agua y aire, el
efecto de la presion del gas sobre la porcién del objeto flotante que emerge del
liquido queda equilibrada por la presién adicional en el liquido debido a la
accién del gas sobre su superficie.

Uno de los problemas mis importantes en los que interviene el empuje
es la determinacién de la estabilidad de los cuerpos flotantes. Podemos ilustrar
esta cuestion considerando el casco de un buque representado en seccién trans-
versal en una posicién derecha en la figura Gga. El punto B es el centroide del
volumen desalojado y recibe el nombre de centro de empuje. La resultante
de las fuerzas ejercidas sobre el casco por el agua es la fuerza resultante de
empuje F. La fuerza F pasa por E, y es igual y opuesta al peso P del buque.
Si se inclina al buque un angulo a, figura 66b, varia la forma del volumen
desalojado y el centro de empuje pasa a ocupar una nueva posicién E’. El
punto de interseccion de la vertical que pasa por E’ con el plano de simetria del
buque recibe el nombre de metacentro * M, y la distancia h por encima del cen-
tro de gravedad G entre este punto y M se conoce con el nombre de altura
metacéntrica. Para la mayoria de las formas de cascos se encuentra que la altura

* Més correctamente, metacentro transversal, para distinguirlo del longitudinal
que tiene lugar al inclinar o sumergir uno de los extremos del barco.
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(c)
Figura 65

() ®) © -
Figura 66

metacéntrica permanece pricticamente constante para 4dngulos de inclinacién
de hasta 20°. Cuando M se halla por encima de G, como en la figura 66b, existe
claramente un par adrizante que tiende a llevar el buque a su posicién
inicial. E]1 momento de este par, para todo 4ngulo de inclinacién, constituye una
medida de la estabilidad del buque. Si M se hallara por debajo de G, como
ocurre en el casco de la forma indicada en la figura 66¢, el momento que acom-
pafia un giro cualquiera es de sentido tal que tiende a hacer aumentar el 4ngulo
de inclinacién. Esta es, evidentemente, una condicién de inestabilidad que de-
bera evitarse en todo disefio de buques.

Problemas

5/133. Un globo piloto de los em-
pleados para registrar la velocidad y
direccién del viento tiene, deshincha-
do, un peso de 340 g. Si se infla con
0,26 kg de helio y ejerce una fuerza
ascensional de 0,50 kp sobre su ama-
rra antes de soltarlo, determinar el
diametro d del globo esférico. La den-
sidad del aire es 1,20 g/litro.

Resp. d =119 m
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5/184. La cimara sumergible tie-
ne un peso total fuera del agua de
7800 kp incluido el personal, el equi-
po y el lastre. Cuando se hace des-
cender la cdmara a una profundidad
de 1200 m en el océano, la tensién
del cable es de 900 kp. Calcular el
volumen total ¥. que desplaza Ia
cimara.

5/135. La baliza consiste en un ci-
lindro cerrado de acero que pesa
816 kp. Est4 sujeta a una boya esta-
bilizadora sumergida constituida por
dos céscaras conicas soldadas que
forman una unidad cerrada que pesa
998 kp. Calcular la tensién T del
cable inferior que mantiene las dos
boyas en agua dulce en las posicio-
nes indicadas.

Resp. T = 1740 kp

5/186. La densidad del hielo es
de 0,90 g/cm3. Determinar la razén
n de la profundidad por debajo del
agua a la altura por encima de ella
de un témpano de forma retangular

que flote en agua salada (peso espe-
cifico 1025 kp/m3).

5/1317. El bloque homogéneo de
peso especifico y flota entre dos li-
quidos de pesos especificos y; < v y
Ys > Y. Determinar una expresién de
la distancia b que emerge el bloque
sobre el liquido inferior.

Resp. b=h2—Y
Y2— TN

T A

Problema s 134

1,53 m

Problema 5/135

Problema 5,137
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4, Marea alta

Marea baja

Problema 5/138

Problema 5,140

5/138, La gabarra cargada de
forma rectangular tiene una altura de
francobordo de 1,5 m y un calado de
3m cuando flota en agua salada
con marea alta. Cuando el nivel del
agua baja 1,8m al pasar a marea
baja, la gabarra penetra parcialmente
en el lodo blando que cubre el fondo
del puerto. El lodo tiene un peso
especifico de 1,4 g/cm3 y se compor-
ta como un liquido. Determinar la
altura h de francobordo en la marea
baja.

5/139. Una cadena de acero de
didmetro nominal de cuerpo 6 mm
pesa 0,912 kp por metro de longitud
y tiene una resistencia a la rotura de
13,5kN. ¢Qué longitud h de cadena
puede hacerse descender en una par-
te profunda del océano antes de que
se rompa la cadena bajo la accién de
su propio peso?

Resp. h=1700m

5/140. Demostrar que tanto el he-
misferio macizo homogéneo como la
chscara semiesférica flotan con esta-
bilidad. Si ambos cuerpos tuviesen
el mismo radio y el mismo pesq, total,
Jcudl serfa menos estable?
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5/141. El cuerpo flotante macizo
estd compuesto de una semiesfera y
un cilindro de revolucién de radios
iguales a 7. Si el objeto flota con el
centro del hemisferio por encima de
la superficie del agua, determinar la
altura méxima h que puede tener el
cilindro para flotar en la posicién
representada en la figura.

Resp. h=r/\/2

5/142. Una estructura destinada
a la observacién de la vida marina
bajo el hielo en aguas polares con-
siste en una cimara cilindrica de vi-
sién unida a la superficie por el 4rbol
cilindrico abierto por su parte supe-
rior a fin de facilitar la entrada y In
salida. El bastidor bajo la cdmara
contiene el lastre, Para asegurar una
condicién estable de la estructura, es
necesario que sus patas se apoyen en
el hielo con una fuerza que sea al
menos el 15% de la fuerza de em-
puje total de la estructura sumergida.
Si 14 estructura menos el lastre tiene
un peso de 5715 kp fuera del agua,
calcular el peso p que ha de tener
el lastre de plomo. El peso especifico
del plomo es de 11370 kp/m?3,
Resp. p = 4680 kp

5/143. Una boya que tiene forma
de poste uniforme de longitud 7,32 m
y didmetro 20,32 cm, pesa 181kp y
estd sujeta por su parte inferior al
fondo de un lago de agua dulce me-
diante un cable de 4,57 m. Si la pro-
fundidad del agua es de 9,14 m,
calcular el 4ngulo 6 que formard el
poste con la horizontal.

Problema 5, 141

[N
| Hielol

Problema 5 142

Problema 5/143
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Problema 5/144

Problema 5/146

5/144. Un extremo de un poste
uniforme de longitud I y peso espe-
cifico y, estd colgando de un punto
situado a una altura / sobre la super-
ficie de un liquido de peso especifi-
o v,. Hallar el 4ngulo 6 que forma el
poste con la superficie libre del liqui-
do. Suponer que vz > v;.

Resp. 6 = arcsen (f’_ Y2 )
ERAVAAR t X 61

5/145. Un petrolero de la Arma-
da que estaba anclado en agua dul-
ce pasa a un fondeadero en agua sa-
lada donde lo cargan con 400 m® de
fuel oil (densidad relativa 0,88). El
calado del buque es lo mismo en agua
salada que lo que marcaba en.agua
dulce antes de ser cargado. Calcular
el desplazamiento final P (peso total)
del buque en toneladas métricas.

Resp. P = 12 085 Tm

5/146. Una esfera maciza homogé-
nea de peso especifico v, se apoya
sobre el fondo de un depésito que
contiene un liquidoe de peso yv; que
es mayor que Y. Al llenar el depé-
sito, se alcanza una altura de liqui-
do h a la cual la esfera empieza a
flotar. Determinar la relacién exis-
tente entre h, r y v./v; que define
esta altura de liquido.

e = L2 -2
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45/147. La grba flotante estd mon-
‘tada sobre una gabarra de proporcio-
nes rectangulares de 6m por 15m
“en toda su eslora de 40 metros. Si su
.calado y’ escora mdximos en agua dc
‘mar estin representados por la posi-
cién. indicada, determinar la méxim
carga p que puede manejar la gaba-
ira_sin’ peligro con el puntal abierto
,lOm del palo. Hallar también el des-
'fplazamlento en toneladas de la ga’
batra - sin. el peso, sabiendo que la
distribucién de maquinaria y lastres
sitha el centro de gravedad G de la
fabarra menos el peso P en el cen-
tro del casco.
192 Tm
1662 Tm

Resp. p
D

«5/148. Resulta dificil determinar
de manera precisa la posicién verti-
- cal del centro de gravedad G de un
- buque mediante el calculo. Se obtie-
‘ne més: facilinerite en forma experi-
mental inclihando el buque cargado.
Con referéncia a la figura, se coloca
un’ peso exterior p a una distancia
d del plano de simetria y se mide el
‘4ngulo”de escora # con una ploma-
da. Se congcen el desplazamiento del-
buque -y la posicién del metacentro
M. Calcular la altura metacéntrica

,GM de un buque de 12000 tonela-
‘das inclinado por una carga de 27 to-
- neladas situada a 7,8 mdel plano de
“simetria, sabiendo que una plomada
" de 6,00m se desvia .una ‘distancia
a = 20 cm. El peso p se halla a una
‘dlstancm b=180m por enc1ma
de M.
- Resp. GM 53 cm

Problcmu 5,147

Problema

RN E

257
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€45/149. Un globo esférico estd

construido con un material que se

estira en proporcién a la fuerza que

se aplica, Como el estiramiento de

un elemento cualquiera depende di-

rectamente de la longitud inicial y

de la fuerza que se ejerce, podremos

escribir la ecuacién u = Krp, donde

u es el incremento de radio del glo-

bo, 7 es el radio del globo sin dila-

tar, p es la presién -(manométrica)

interior y K es la constante de pro-

_porcionalidad. Al ir llenando el globo

con un gas, como el helio, a "presién,

la esfera se dilata y origina un ma- -
yor empuje en el aire. Al mismo tiem- .
po, al inyectar més gas, aumenta el

peso del globo. Hallar la presién p

para la cual el globo tiene mayor
fuerza ascensional. El peso especifi-

co del aire es v, y el del gas es

Y, = k{p + po) para ° temperatura

constante, donde k.es una constante -
y po la presién atmosférica.

e p =402 - )

< Determinar el cociente mi-
mino entre a y b para que tenga es-
tabilidad el bloque rectangular de
peso especifico vy, para angulos de
inclinacién muy pequefios. El peso
especifico del liquido es v,

Resp.-Z-: 6ﬁ(1 _ﬁ)
Yt Y

Problema 3,150

31. Equilibrio de esfuerzos interiores. En varios apartados anteriores
~de este capitulo se ha prestado atencién al equilibrio de cuerpos sometidos
a una variacién continua de las fuerzas en su regién de aplicacién. La varia-
cién de la tensién en un cable flexible, la variaciéon de la fuerza cortante y
del momento flector en una viga y la variacién de la presion de un fluido
sobre la superficie de un objeto sumergido en él se han descrito por medio
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del mismo procedimiento basico, el cual llevaba consigo el aislamiento de un
elemento diferencial del cuerpo en cuestién para revelar las fuerzas y sus va-
riaciones incrementales. En cada uno de los casos citados, la variacién depen-
dia de una sola dimensién, La tensién del cable variaba a lo largo de él; la
fuerza cortante y el momento flector de la viga variaban a lo largo de ella;
y la presion del fluido variaba con la dimensién vertical. En este apartado pre-
sentaremos la variacién de las fuerzas interiores de un cuerpo respecto a las
tres coordenadas espaciales. La descripcion de dicha variacién queda englobada
bajo el titulo de Mecdnica de los medios continuos. El que una cantidad de-
penda, como en este caso, de mas de una variable independiente requiere la
utilizacién de derivadas parciales y lleva a la solucién de ecuaciones en deri-
vadas parciales.

La Mecénica de los medios continuos constituye un tema superior de la
Mecénica técnica y se hallard, por lo general, fuera del ambito de este libro.
Sin embargo, la introduccién que vamos a dar a continuacién estd destinada a
ilustrar la aplicacién de los principios fundamentales de la Estitica a proble-
mas analiticos superiores. ‘

Antes de escribir las ecuaciones del equilibrio, es necesario establecer el
concepto y notaciéon de los esfuerzos interiores. Consideremos un cuerpo cual-
quiera, figura 67a, en equilibrio bajo la accién de un sistema de fuerzas aplica-
das exteriormente. Las fuerzas exteriores inducirdn fuerzas interiores que se
transmiten a través de una seccién arbitraria cualquiera, tal como la seccién N.
El aislamiento de una de las dos partes del cuerpo, figura 67b, pone de mani-
fiesto sobre dicha seccién una distribuciéon de fuerzas cuya direccion e intensidad.
varian de un punto a otro. La fuerza resultante que se ejerce sobre un pequefio
elemento de superficie AA situado en el punto O de la seccién es AF. El es-
fuerzo que se ejerce sobre el elemento es un vector definido como el limite

. AF _JF
I == =20
MIITO AA dA -

Asi pues, el esfuerzo que se ejerce sobre una superficie dada en un punto dado
es la intensidad de la fuerza y tiene las mismas unidades que la presion. N/m?, -

o =

2
|
[
' 1
Oy [ //’
dA o3 ~~3
(a) () (c)

Figura 67
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kp/cm?, etc. Al tratar del esfuerzo conviene descomponer o en tres componentes
escalares segin las direcciones normal y tangentes a la supetficie dA, tal como
se indica en la figura 67c. La componente g5 recibe el nombre de esfuerzo
normal y puede ser una tensién (hacia afuera de la superficie) 0 una compre-
sién (hacia la superficie). Se tomar4 positivo el esfuerzo normal cuando sea una
tensién, y negativo cuando sea una compresién. Las componentes segun las
direcciones tangenciales, o1 y o2 reciben el nombre de esfuerzos cortantes, En
contraste con la capa01dad de un sélido de soportar esfuerzos cortantes, debe
recordarse que el unico esfuerzo que puede soportar un fluido ‘€N 1eposo es
un esfuerzo normal o presién.

De la anterior descripciéon se ve que hay tres componentes del esfuerzo
que se ejercen sobre una superﬁme dada en un punto cualquiéra de .un sélido
sometido a esfuerzos. Existen atn otras dos superficies mutuamente ortogonales
que pueden exponerse en el punto interior O de la figura 67b, tomando los
planos 2-3 y 1-3 que pasan por O del plano de corte N. A cada una de
estas otras superficies podran asignarse otras tres componentes del esfuérzo,
dando un total de nueve componentes del esfuerzo asociadas al punto-O. Estas
componentes, junto con sus sentidos positivos, son las representadas en la fi-
gura 68a ejerciéndose sobre tres superficies perpendiculares de un- bloque rec-
tangular elemental de materia. En relacién-con los.sentidos coordenados; estas
tres caras se llaman caras positivas del bloque elemental. Los esfuerzos ‘positi-. -
vos que se ejercen sobre las tres caras negativas ocultas del bloque son de sen-
tidos opuestos a los que se ejercen sobre las caras p031t1vas visibles. Esta con-
dicién la impone el principio de la accién y la reaccién y se ilustra en la figu-
ra 68b para el caso de los estuerzos normales ¢4, y 64,y los esfuerzos cortan-
tes ooy ¥ 0y Para las restantes componentes del esfuerzo ekisten condltlones
analogas.”

Figura 68

* Una notacién empleada frecuentemente para las componentes de esfuérzo es
Ows Oy 0, Para los esfueros normales y <,,, Tz Ty~ para los esfuerzos cortantes.
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Hay que tener cuidado especial en emplear un triedro directo como trie-
dro de ejes de coordenadas y en la notacién de los subindices de los esfuerzos.
El primer subindice indica que el esfuerzo se ejerce sobre la superficie que es
normal al eje coordenado correspondiente y el segundo subindice indica la
direccién del esfuerzo. Asi o, es un esfuerzo cortante que se ejerce sobre una
cara normal a la direccién x y que est4 dirigido en la direccién y, en el sentido
positivo para la cara positiva del elemento.

El estado de esfuerzo en un punto exige la especificacién de nueve compo-

nentes del esfuerzo. Estas componentes del esfuerzo pueden representarse por
la disposicién

Ozz Ozy Oz
(7] =| o6y 04 0y ' - (44)
Gz Oy Oz

conocida con el nombre de tensor de los esfuerzos [T]. Se observa que el pri-
mer subindice determina la fila y el segundo la columna.
El tensor de los esfuerzos es un tensor de segundo orden con cada componente
dependiente de dos direcciones en el espacio. Un vector es un tensor de primer
orden con cada componente dependiente de una sola direccién en el espacio.
Una cantidad escalar es un tensor de orden cero sin orientacién espacial. Otras
cantidades tensoriales de segundo orden de importancia en Mecénica son el
tensor de inercia,” que se utiliza en la descripcién del movimiento tridimen-
sional de un cuerpo rigido; y el tensor de las deformaciones, que se utiliza
junto con el tensor de los esfuerzos en el estudio de los cuerpos deformables.
El tensor de los esfuerzos halla su empleo en la transformacién de las com-
ponentes del esfuerzo en un punto al cambiar de sistema de coordenadas. El
estudio completo del tensor de los esfuerzos se sale del ambito de este libro
y sélo vamos a desarrollar una de sus propiedades particulares. La ecuacién
del equilibrio del bloque elemental de material representado en la figura 68b,
relativa a los momentos respecto al eje z que pasa por el vértice inferior izquier-

do del bloque exige que
(6oy dy dz) dx — (0,, dx dz) dy = 0.

Los demas esfuerzos que se ejercen sobre el elemento tienen contribucién nula
al momento. Los momentos de todas las fuerzas mésicas, tales como las gravi-
tatorias, son infinitésimos de orden superior al de los momentos de las fuerzas
cortantes y por tanto desaparecen. Asi pues, de la ecuacién de momentos resulta
que los dos esfuerzos cortantes son iguales y como para las demas componentes
tangenciales tendriamos conclusiones andlogas, resulta

Ozy = Oyg, Ozz = Oy, Oyz = Ogzy. v (45)

® Véase el tomo de Dindmica, capitulo 8, apartado 41.
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En virtud de estas igualdades, podran permutarse los términos simétricos res-
pecto a la diagonal principal ¢4., 0}y, 02, del tensor de los esfuerzos de la ecua-
. cién 44 y se dice que el tensor es simétrico. A :

Establecidos el concepto y la notacién de los esfuerzos interiores, podre-
mos escribir las ecuaciones del equilibrio para los esfuerzos en un punto. Para
ilustrar la cuestién, examinemos una distribucién continua bidimensional de
esfuerzos en una placa de éspesor unidad sometida a los esfuerzos ous, Gy, ¥
G2y = 0ys Las demds componentes del esfuerzo se toman nulas, con lo que se
tiene un sistema plano de esfuerzos. De la placa cargada (fig. 69a) se corta un
bloque elemental de dimensiones dx y dy que se aisla con su diagrama para
sélido libre en la figura 69b (en la que se muestran estuerzos en vez de fuerzas).
En ella hay que tener en cuenta la variacién del esfuerzo al cambiar las coorde-
nadas y en el diagrama deberdn ponerse de manifiesto estos incrementos de
los esfuerzos. En el lugar definido por las coordenadas x e y en las caras nega-
tivas del elemento, se han representado los esfuerzos .s; @, V. oz €1t sus sen-
tidos positivos. Sobre las caras positivas del elemento, definidas por las coorde-
nadas x 4 dx e y + dy, los esfuerzos tendran variaciones incrementales que
deberan reflejar las variaciones por unidad de longitud respecto’a las coordena-
das. Por tanto, el esfuerzo normal segin x en x 4 dx sera ¢, mas la variacién
de ¢,, por unidad de longitud segim x, manteniendo y constante, multiplicada
por la variacién de x y viene dada por la expresién ¢, + (9¢../0x) dx. Aqui,
la derivada parcial 9¢,,/9x significa la variacién de o4 por unidad de longitud
en la direccién x, manteniendo y constante, Para los incrementos de las otras
dos componentes del esfuerzo se escriben expresiones andlogas que se indican
sobre el bloque elemental en la figura 69b. Ademas de los estuerzos que se
ejercen sobre la superficie del elemento, pueden estar presentes fuerzas mdsicas
que se ejerzan por toda la masa del cuerpo. Las cantidades X e Y representan
la intensidad de las fuerzas maésicas expresadas como fuerzas por unidad de
volumen del material.

El equilibrio de las fuerzas en la direccién x exige

00sy dy)dx — oy dx + Xdxdy = 0.

)y =y +
P dx)dy — pzdy + {0ay + %

(Om' +

Esta ecuacién y la ecuacién analoga para la direccién y quedan, tras simplifica-
cién, en la forma

004 | 00gy 00yy . 004y .
ze o Yy = ; 4 W LY =0
o+ > +X=0 y T ox + (46)

Las ecuaciones 46 son ecuaciones en derivadas parciales del equilibrio para un
estado de esfuerzos plano expresado en coordenadas x-y. Estas ecuaciones de-
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d0; [/
Oy + —gy’ldy % dy

Figura 69

* ben satisfacerse en todos los puntos de la placa. Son condiciones necesarias para
la determinacién de los esfuerzos pero, en general, no son suficientes. Para al-
canzar la suficiencia habria que conocer las relaciones esfuerzo-deformacion
del material que se estudia y que se cumpliera una ecuacién que exprese la
compatibilidad entre las deformaciones lineales y las angulares. Estas relaciones
adicionales y diversas soluciones de las ecuaciones 46 pueden hallarse en trata-
dos de las teorias de la Elasticidad y de la Plasticidad.

Las relaciones de los esfuerzos presentadas en este apartado se desarrollan
en coordenadas rectangulares que son las apropiadas a los problemas con con-
torno rectangular. Frecuentemente es mas conveniente el empleo de coordenadas
polares, cilindricas o esféricas para la descripcién de esfuerzos cuando uno de
dichos sistemas o algin otro sistema de coordenadas ortogonales se ajuste me-
jor a los limites del cuerpo solicitado que se considera.

En los problemas que siguen se presentan ejemplos seleccionados de los
requisitos de equilibrio para los esfuerzos en un medio continuo.

"Problemas

5/151. Una placa plana est4 so-
metida a un campo uniforme de es-
fuerzos o¢,,. Escribir las expresiones Ore
del esfuerzo normal gy y del esfuer-
zo cortante 7 que se ejercen sobre
la cara de un elemento inclinado un
angulo 6 respecto a la direccién y.
Resp. oy = Ggp €087, T = 304, e 26 Problema 5,151
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Problema 5/152

Oyy

Problema 5/154

5/152. La placa plana en forma de
trapecio se halla en equilibrio bajo
la accién del esfuerzo de compresion
uniforme ¢, que se ejerce sobre su
borde izquierdo y del g, sobre el
derecho. Un “experto” asegura que
el esfuerzo ¢,, en una posicién inte-
rior x varia linealmente desde ¢, en
x =0 hasta ¢, en x =1 También
asegura la ausencia de esfuerzo cor-
tante en la placa. Escribir la expresién
supuesta de ¢, y demostrar que el
experto estd equivocado.

5/153. Un cuerpo estd sometido
a un campo magnético que ejer-
ce sobre él un par de momento
M = iM, + jM, + kM, por unidad
de masa. Examinar de nuevo la re-
lacién entre las componentes de cor-

tadura ¢,y ¥ Oyer Oue ¥ Gews Oy Y Cour

5/154, Deducir, para el caso de
esfuerzos planos, la expresién del es-
fuerzo normal gy y del esfuerzo cor-
tante v que se ejercen sobre una su-
perficie inclinada un é4ngulo 6 res-
pecto al eje x. Demostrar que oy es
maximo o minimo cuando ¢ =0.
(Obsérvese la semejanza entre las
ecuaciones resultantes y las desarro-
lladas en § 44 del capitulo 8 para
momentos de inercia de superficies
respecto a ejes inclinados.) '

Resp.
Oy = Oggsen? 0 + oy, cos? 0 + oyysen2f

g — O
T= -Lz—ﬁsenw — 04y 08 20

tg26 = — 2% para gy méx. o min.
Oyy — Ogz
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45/155. Considerando el equilibrio
del tetraedro elemental de un mate-
rial sometido a esfuerzos, deducir la
expresion del esfuerzo normal g,
que se ejerce sobre la cara inclinada
ABC en funcién de las componentes
rectangulares del esfuerzo en este
punto. Los cosenos directores de la
normal a ABC son I, m, n. En la fi-
gura no se han dibujado los esfuer-
zos cortantes en ABC para evitar

confusién. (Sugerencia: Tomar como
unidad el 4rea de ABC.)

45/156. Desdrrollar la deduccién
de la primera de las ecuaciones 46

del equilibrio en la direccién x para’

que contenga el caso general en tres
dimensiones. Escribir, por inspeccién,
las dos ecuaciones restantes del equi-
librio. Despreciar las fuerzas mésicas.
00z 00,y 00y, _ 0

+ +

Resp- e+ 5+ =,

00,y 00y, 00z _
oy Y T T 0

00, 005, 00y, =0
z tTax Ty T

45/157. Un disco circular gira con
velocidad constante alrededor de su
centro. A consecuencia de la simetria
no hay esfuerzos cortantes en el disco,
-y tanto el esfuerzo radial o,, como el
tangencial 0,5 son funciones exclusi-
vas de r. El elemento puede tratarse
como cuerpo en equilibrio afiadiendo
una fuerza miésica R = prw? por uni-
dad de volumen, donde p es la den-
sidad y w la velocidad angular del
disco. Dibujar el diagrama para sélido
libre del elemento poniendo de mani-
fiesto la variacién de o, y deducir
la ecuacién diferencial para el “equi-
librio” de los esfuerzos.
do,,

Resp. £0m. O — G064 ppy2 = Q
dr r

Problema 5,155

Problema 5/157

265




266

Fuerzas distribuidas

Problema 5,158

Problema 5,159

<4 5/158. El anillo plano est4 someti-
do a un esfuerzo cortante uniforme
7, en su borde interior y a un esfuer-
zo cortante uniforme 7, en su borde

En estas condiciones de torsibii no §e

desarrollan esfuerzos normales en el
anillo. Deducir la ecuacién diferencial
para el equilibrio de un elemento del
anillo e integrar la ecuacién de ma-
nera que se obtenga una expresion
para el esfuerzo cortante o, en fun-
cién de r y del esfuerzo exterior T».
Comparar este resultado con la rela-
cidn existente entre 1, y T, obtenida
satisfaciendo el requisito de equili-
brio del anillo en conjunto.

€5/159. Una cascara cilindrica larga
estd cargada uniformemente a lo lar-
go de dos generatrices diametralmente
opuestas, Los esfuerzos resultantes en
la capa que afectan al equilibrio en
el plano transversal son funciones ex-
clusivas de 6 y constan de una fuerza
normal N, una fuerza cortante V y
un momento M, todo expresado por
unidad de longitud de la seccién
de la capa. Dibujar el diagrama para
solido libre del elemento poniendo de
manifiesto los incrementos de los es-
fuerzos en funcién de 6 y deducir las
tres ecuaciones diferenciales para el
equilibrio del elemento.

2
Resp. %+ V=0

d2N —0 M —
—doT+N__0, d0+Vr_0

/



Fuerzas distribuidas

4 5/160. La céscara cénica delgada

se llena de un liquido de peso especi-
fico v y estd en equilibrio sobre su
vértice. La céscara soporta fuerzas
interiores por unidad de longitud de
la seccién de la céscara las cuales se
representan por N; en la direccién
de la generatriz del cono y por N,
tangente a las secciones circulares
horizontales. Despreciar el peso de
la cascara y deducir las ecuaciones
de equilibrio para las direcciones a
lo largo de un elemento del cono y
normal a él.

N, N,—N
Resp. N Ni— N, _
P gt
I
M=t (1= )

<4 5/161. Un elemento diferencial
rectangular de una placa plana so-
porta fuerzas flectoras, cortantes y
normales. Se indican los sentidos po-
sitivos de la fuerza normal N, la fuer-
za cortante T contenida en el plano,
la fuerza cortante V que sale del pla-
no y del momento flector M, todo
expresado por unidad de longitud de
la seccién. Adicionalmente, la placa
estd sometida a un esfuerzo normal
de carga p sobre su superficie. De-
ducir las ecuaciones diferenciales
para el equilibrio de los momentos
respecto al eje x y de las fuerzas en
la direccién x y de las fuerzas en la
direccién z.

oM,
Resp. W +V,,=0

e | Tay _ g Vis | Vi
ox oy oy ox

=p

Problema 57160

Problema 35, 161
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Problema 5,162

Problema 5,163

45/162, Deducir las ecuaciones di-
ferenciales del equilibrio en coorde-
nadas polares para el elemento de
una placa sometida a un sistema pla-
no de esfuerzos cualesquiera sin fuer-
zas masicas. En la figura puede verse
la notacién para los esfuerzos posi-
tivos.

00, 1 00, On — 04 0

Resp, &5 4 O — %0 _
P ar+r69+ r

0010 , 10000 | 200 _
ar ' r 96 ro_

4 5/163. Deducir las ecuaciones di-
ferenciales de equilibrio en coordena-
das cilindricas utilizando la notacién
indicada sobre el elemento para los
esfuerzos positivos.

Resp.

00, = 00y, 1006 , 0 — 049 __

or T oz t7 r =0
36,, 809z 1 BO'M 26-,-0 _
or 0z 3 06 t = 0
00;, 00y, ‘+ _1_ 004, + Orz =0

0z or r o8 r
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32. Introducciéon. En los.capitulos anteriores se ha supuesto casi siem-
pre que las fuerzas de accién y Teaccién se ejercen normalmente a las superfi-
cies. Esta hipétesis caracteriza la interaccién entre superficies lisas y se ilustr6
en el ejemplo 2 de la figura 27. Aun cuando en muchos casos esta hipotesis
ideal introduce errores muy ‘pequefios, existen muchos problemas en los que
debe considerarse tanto la capaiéidad[de las superficies en contacto de poder
soportar fuerzas tangenciales como la de poder soportar fuerzas normales. Las
fuerzas tangenciales generadas entre superficies en contacto se conocen con
el nombre de fuerzas de rozamiento y se presentan, en mayor o menor grado, en
todas las interacciones entre superficies reales. Siempre que exista una tenden-
cia de una superficie a deslizar sobre otra:que esté en contacto con ella, las
fuerzas de rozamiento que se desarrollan resultan tener siempre un sentido que
se opone a dicha tendencia.. S

En algunos tipos de méquinas y en ciertos procesos, conviene reducir al
minimo el efecto retardador de las fuerzas de rozamiento. Por ejemplo, en los
cojinetes de todos los tipos, destornilladores eléctricos, engranajes, circulaciéon
de fluidos por tuberias y en la propulsién de aviones y cohetes a través de la
atmosfera. En otros casos, se procura aprovechar el rozamiento, como ocurre en
los frenos, embragues, correas de transmisién y cufias. Los vehiculos con ruedas
dependen del rozamiento tanto para arrancar como para detenerse y el simple
caminar depende del rozamiento entre el zapato y el suelo. Las fuerzas de roza-
miento estan presentes en la Naturaleza en todas partes y existen de manera
apreciable en todas las maquinas por elevada que sea la precisién con que se
han construido o por muy lubricadas que estén. La maquina o el proceso en
que se desprecie el rozamiento se dice que es ideal. Cuando se tiene en cuenta
el rozamiento, la maquina o el proceso se dice que es real. En todos los casos
reales en los que haya deslizamiento entre las partes, las fuerzas de rozamiento
dan lugar a una pérdida de energia por disipacién de ésta en forma de calor.
Ademé4s de la generacién de calor y de la consiguiente- pérdida de energfa, el
rozamiento entre las superficies en contacto origina un desgaste que tiene lugar
durante el periodo de movimiento relativo entre ellas.

269
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33. Fenémenos de rozamiento. Existen varios tipos distintos de resis-
tencia por rozamiento y vamos a describir brevemente cada uno de ellos antes
de abordar en el apartado siguiente una explicacién mas detallada del tipo mas
comin de rozamiento.

Rozamiento seco. El rozamiento seco se presenta cuando dos superficies
no lubricadas de dos sélidos estan en contacto deslizando o con tendencia a des-
lizar. Se desarrolla una fuerza de rozamiento tangente a las superficies de con-
tacto tanto durante el intervalo de tiempo que lleva al deslizamiento inminente
como cuando ya tiene lugar el deslizamiento. El sentido de la fuerza siempre
es el opuesto al movimiento o al movimiento inminente. Este tipo de rozamien-
to se conoce también con el nombre de rozamiento de Coulomb. Los principios
del rozamiento seco o de Coulomb se desarrollaron principalmente a partir de
los experimentos realizados por Couroms en 1781 y de los trabajos de Mormw
entre 1831 y 1834. Aun cuando no se dispone de una teoria extensa del roza-
miento seco, puede darse un modelo analitico que es suficiente para tratar la
inmensa mayoria de problemas acerca del rozamiento seco. En el apartado 34
describiremos dicho modelo, el cual constituye la base de la mayor parte de
este capitulo.

Rozamiento fluido. Se presenta el rozamiento fluido cuando se mueven a
distinta velocidad capas contiguas de un fluido (liquido o gas). Este movimien-
to da lugar a fuerzas de rozamiento entre elementos fluidos y dichas fuerzas
dependen de la velocidad relativa entre capas. Cuando no existe esa velocidad
relativa, no habrd rozamiento fluido. Este no sélo depende de los gradientes
de velocidad en el interior del fluido, sino también de la viscosidad del fluido,
la cual es una medida de su resistencia a la accién cortante entre capas fluidas.
En la figura 70 se ilustran las fuerzas de rozamiento que acompaiian a la accién

. viscosa en una circulacién unidimensional, pudiéndose ver la seccién trans-
versal AB de una placa que se mueve con velocidad v, paralelamente a una su-
perficie fija C. Las dos superficies estin separadas por un fluido cuyas particulas
se mueven en la direccion y sentido de v,. En este ejemplo, cada lamina o capa
de fluido paralela a las superficies que le contienen, desliza sobre su capa adya-
cente sin mezclarse con las demas. Dicho flujo se llama laminar. En y =0 el
fluido se adhiere a la superficie C y no tiene velocidad alguna. En y = b el fluido
se adhiere a la superficie mévil y por tanto la velocidad del fluido es vo. Entre las
dos superficies existe una variacién continua de la velocidad v con la distancia y.

Para una capa de fluido de espesor dy, se necesitard un esfuerzo cortante
t para mantener entre las superficies una diferencia de velocidades dv. Este
esfuerzo resulta ser proporcional al gradiente de velocidad, con lo que podemos
escribir la relacién

r=pd (47)
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A la cantidad p, se le da el nombre de viscosidad absoluta o coeficiente de
viscosidad y representa el esfuerzo cortante por unidad de gradiente de velo-
cidad. La unidad cegesimal de coeficiente de viscosidad es el poise, que es
una (dyna) (s)/(cm?). Mas corrientemente se emplea el centipoise que es su
centésima parte.

Coeficiente de viscosidad, y,

Fluido Temp.°C centipoises
Aire 20 0,018
Agua 20 1,000
Aceite lubricante

SAE 10 15 100

- SAE 30 15 400

“Ea fuerza tangericial total que se e]erce sobre la superficie de la placa
moévil debida al rozamiento fluido es tA donde 7 es el esfuerzo cortante en la
superficié de la placa y A es el 4rea de la superficie en contacto con el fluido
cortante. Si varia t sobre la superﬁc1e la fuerza se podra expresar en la forma
JtdA.

Cuando sea irregular la circulacién de un fluido y cuando se entremezcle
atravesando los limites laminares, se dird que la circulacién es turbulenta y ya
no sera valida la ecuacién 47. En gran parte de los problemas de movimiento
de fluidos aparece la turbulencia.

El rozamiento fluido desempefia un papel importante en el proyecto y
funcionamiento de cojinetes de todo tipo.

Los cojinetes funcionan frecuentemente con lubricacién parcial en la cual
las superficies no estin separadas por una pelicula completa. Este caso se
conoce con el nombre de lubricacion limite y representa una condicién inter-
media entre la del rozamiento seco y la del cojinete totalmente lubricado.
Como es de suponer, resulta dificil obtener un modelo analitico fidedigno de
este tipo de rozamiento y la informacién para el disefio provendra principal-
mente de medidas experimentales.

El analisis del rozamiento fluido en gorrones y en los cojinetes totalmente
lubricados, tanto con aceite como con gas, en la circulacién en bombas centrifu-
gas y en aviaci6n, cohetes y naves espaciales, para mencionar unos pocos ejem-
plos, resulta fundamental para el disefio de estos elementos y sistemas. El
tratamiento completo del rozamiento fluido se sale del d4mbito de este libro y
es preferible relacionarlo con un estudio directo de la mecénica de fluidos y de
la lubricacién.

Rozamiento por rodadura. El rozamiento por rodadura es una resistencia
a la rodadura de un objeto circular. La rueda de la figura 71 transporta una
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carga L sobre el eje y se aphca una fuerza P para orlgmar la rodadura. Se han
exagerado mucho las deformaciones de la rueda y de la superficie de apoyo. La
distribucién de la presién p sobre la zona de contacto es andloga a la indicada
y la resultante R de esta distribucién se ejercerd sobre un cierto punto Ay
pasaré por el centro de la rueda en el equilibrio. La fuerza P necesaria para
iniciar y mantener la rodadura puede hallarse 1gualando a cero los momentos
de todas las fuerzas respecto de A. Se tiene asi .

P:%L:f,L,

donde se toma igual a r el brazo de momento de P y a f, = a/r.se le llama
coeficiente de rozamiento por rodadura. El coeficiente f. es el cociente entre
la fuerza resistente y la carga normal y en este aspecto es andlogo a los coefi-
cientes de rozamiento estitico y cinético. Por otra parte, en la interpretacion
de f, no interviene ningun deslizamiento.

La cantidad a depende de muchos factores que son dificiles de cuantificar,
por lo que no se dispone de una teoria extensa de la resistencia a la rodadura.
Esta distancia a es funcién de las propiedades elasticas y plasticas de los ma- -
teriales en presencia del radio de la rueda, de la velocidad de marcha y de la
rugosidad de las superficies. Algunas pruebas indican que varia muy poco con
el radio de la rueda y a menudo se toma a como 1ndepend1ente del radio de
rodadura.

Rozamiento interno. El rozamiento interno se encuéntra en todos los
materiales sometidos a carga ciclica. En los materiales muy elasticos la recu-
peracién de forma tiene lugar con muy poca pérdida de energia debida al
rozamiento interno. Para materiales que tienen bajos limites de elasticidad y
que sufren deformaciones plasticas apreciables durante el proceso de carga,
la cantidad de rozamiento interno que acomparia a dicha deformacién puede ser

Figura 70 . Figura 71
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considerable. En la figura 72 puede verse un diagrama estuerzo-deformacién =
de un elemento material que sufre una deformacién plastica durante un ciclo
completo. El retraso de recuperacion de las deformaciones tensoras y compre-
soras da lugar al llamado lazo de histéresis. La magnitud del 4rea encerrada
en el lazo es una medida directa de la pérdida de energia por ciclo y por
unidad de volumen, debida al rozamiento interno. Este tipo de rozamiento
atentia las vibraciones internas resultantes de choques sufridos y la atenuacién
se puede interpretar analiticamente en el estudio de las vibraciones amorti-
guadas.** El mecanismo del rozamiento interno estd asociado con la accién de
la deformaci6én por deslizamiento (cizalladura) y para una descripcion detallada
de este mecanismo aconsejamos al alumno consulte los textos acerca de ma-
teriales.

34. Rozamiento seco. Vamos a explicar ahora con cierto detalle el me-
canismo del rozamiento seco ayuddndonos de un experimento muy sencillo.
Consideremos un bloque sélido de peso P que repose sobre una superficie
horizontal en la forma indicada en la figura 73a. Las superficies en contacto
presentan una cierta rugosidad. El experimento consistirA en la aplicacién de
una fuerza horizontal T de traccién que variard con continuidad desde cero
hasta un valor suficiente para poner el bloque en movimiento y comunicarle
una velocidad apreciable. El diagrama para el sélido libre del bloque corres-
pondiente a un valor cualquiera de T es el indicado en la figura 73b, y la fuerza
tangencial de rozamiento que el plano ejerce sobre el bloque se sefiala con la
letra F. Esta fuerza de rozamiento tendra siempre la direccién del movimiento
y sentido contrario a él o a la tendencia al movimiento del cuerpo sobre el
cual actia. También existe una fuerza normal N que en este caso es igual a P,
y la fuerza resultante R que la superficie soporte ejerce sobre el bloque es la
resultante de N y F. En la figura 73¢c puede verse una ampliacién de las

Esfuerzo
(+)
=) 7 +) Deformacion
=)
Figura 72

# La deformacién se define como la variacién en la longitud dividida por la longitud inicial
de un elemento del material sometido a esfuerzo; es, por lo tanto, una medida de la intensidad
de la alteracion en algun punto.

®4% Ver Dindmica, Capitulo 9.
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irregularidades de las superficies 4speras que ayudardn a comprender la accién
mecanica del rozamiento. El soporte es, necesariamente, intermitente y se
produce en las crestas sin pulimento. Las direcciones de las reacciones que
actian sobre el bloque R, Rz y Rs, etc., dependerin no solamente de las irre-
gularidades del perfil, sino también de la extensién de la soldadura local en
cada punto de contacto. La fuerza normal total N no es mas que la suma de
las componentes normales de las reacciones y la fuerza total de rozamiento F
es la suma de las componentes tangenciales de las reacciones. Cuando las su-
perficies se hallan en movimiento relativo, los contactos se aproximan mds a las
crestas de las rugosidades, y las componentes tangenciales de las reacciones
serdn menores que cuando las superficies se hallan en reposo una respecto a
otra. Esta consideracién explica el conocido hecho de que la fuerza T necesaria
para mantener el movimiento es menor que la requerida para poner en movi-
miento al bloque cuando las irregularidades casi estin encajadas.

Supongamos ahora que se realiza el experimento mencionado y que se
mide la fuerza de rozamiento F en funcién de T. En la figura 73d puede verse
la relacién experimental que se obtiene. Cuando T es nula, el equilibrio exige
que no haya fuerza de rozamiento. Al crecer T, la fuerza de rozamiento debera
igualarse con T' mientras el bloque no se deslice. Durante este periodo el bloque
estd en equilibrio y todas las fuerzas que acthan sobre el bloque deberan
satisfacer las ecuaciones del equilibrio. Por tdltimo, se alcanza un valor de T
que hace que el bloque se deslice en la direccién y sentido de la fuerza apli-
cada. En este mismo instante la fuerza de rozamiento disminuye brusca y
ligeramente a un valor algo inferior. Se mantiene entonces esencialmente cons-
tante durante un cierto periodo y luego disminuye ain mas al aumentar la
velocidad.

I
w fomcmiype-. T
F
(b) D
\
~vENR
Rozamiento,
estatico |Rozamiento cinético
(reposo) | (movimiento)
Fe mgn.= feN'l Fc = ch
s/ ==
Vs
s/ |
|
1
T
(0 (d)

Figura 73



Rozamiento 275

La zona hasta el punto de deslizamiento recibe el nombre de dominio de
rozamiento estdtico, y el valor de la fuerza de rozamiento queda determinado
por las ecuaciones del equilibrio. Esta fuerza puede tener un valor cualquiera
entre cero y el valor méaximo en el limite, inclusive. Para un par dado de
superficies no pulidas, este valor méximo del rozamiento estatico F.,,, resulta
ser proporcional a la fuerza normal N. Asi,

Rméx. = f;N’

donde f, es la constante de proporcionalidad que recibe el nombre de coefi-
ciente de rozamiento estdtico. Téngase bien en cuenta que esta ecuacién sélo
describe el valor mdximo o limite de la fuerza de rozamiento estatico, pero no
un valor inferior. Luego esta ecuacién se aplicard solamente a casos en que
se sepa que el movimiento es inminente.

Una vez se produce el deslizamiento, nos hallamos ante unas condiciones
de rozamiento cinético. El rozamiento cinético (también llamado dindmico)
entrafia una fuerza algo menor que la fuerza méxima de rozamiento estatico.
La fuerza F, de rozamiento cinético también resulta ser proporcional a la
fuerza normal. Asi,

€mdz

Fc =ﬂN,

donde f, es el coeficiente de rozamiento cinético. Se deduce que f. es algo
menor que f.. Al aumentar la velocidad del bloque, el coeficiente de rozamiento
cinético disminuye algo y al alcanzar velocidades elevadas, puede hacerse apre-
ciable el efecto lubricante de la capa de aire existente entre las superficies.
Los coeficientes de rozamiento dependen en gran parte de la condicién exacta
de las superficies, asi como de la velocidad y se hallan sujetos a un gran
margen de incertidumbre.

Las dos ecuaciones para la fuerza de rozamiento suelen escribirse, simple-
mente, en la forma

Se tendrd conocimiento del problema cuando vayan implicitos o el rozamiento
estatico, o el rozamiento cinético con su correspondiente coeficiente estatico o
cinético. Insistimos en que muchos problemas llevan consigo una fuerza de
rozamiento estitico menor que la de valor maximo para movimiento inminente
y, por tanto, en tal caso la ecuacién del rozamiento no puede utilizarse.

En la figura 73¢ puede observarse que en el caso de superficies rugosas
son més posibles angulos grandes formados por las reacciones con la direcciéon
de la normal que en el caso de superficies mas lisas. Asi pues, el coeficiente de
rozamiento mide la rugosidad de un par de superficies en contacto e incorpora
una propiedad geométrica de estos contornos asperos. Carece de sentido hablar
de coeficiente de rozamiento de una sola superficie.
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La direccién de la resultante R medida, en la figura 73b, a partir de la
direccién de N, viene determinada por tg o = F/N. Cuando la fuerza de ro-
zamiento alcanza su valor estitico maximo, el 4ngulo « alcanza su valor ma-
Ximo ¢.. Asi, '

tg¢e=fe'

Al producirse el deslizamiento, el 4ngulo & tomar4 un valor ¢. correspondiente
a la fuerza de rozamiento cinético. En forma aniloga,

tg ¢c = f c-
Es costumbre éscribir, simplemente, .
tg o =/, - (49)

en donde la aplicacidn al caso esttico limite o al caso cinético se infiere del
problema que se deba resolver. Al 4ngulo ¢, se le llama dngulo de rozamiento
estdtico, y al 4ngulo ¢., dngulo de rozamiento cinético. Este angulo ¢ define
claramente, para cada caso, la posicién limite de la reaccién total R entre las
dos superficies en contacto. Si el movimiento es inminente, R debe ser una
generatriz de un cono recto de revolucién de semiingulo en el vértice ¢,
segin se indica en la figura 74, Si el movimiento no es inminente, R serd in-
terior al cono. Este cono de semidngulo ¢, recibe el nombre de cono de ro-
zamiento estdtico y representa el lugar geométrico de las posiciones posibles
de la reaccién R para el movimiento inminente. Si se produce el movimiento,
se aplica el angulo de rozamiento cinético y la reaccién deberd encontrarse
sobre la superficie de un cono algo menor de semiingulo ¢.. Este cono es el
de rozamiento cinético.

Figura 74.
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Una experimentacién ulterior demuestra que la fuerza de rozamiento es
practicamente independiente de la superficie de contacto aparente o proyec-
tada. El 4rea de la superficie de contacto verdadera es mucho menor que el
drea proyectada, ya que la carga la soportan solamente los picos de las irregu- -
laridades de la superficie de contacto. Cargas normales relativamente pequefias
dan lugar a esfuerzos intensos en dichos puntos de contacto. Al aumentar la
fuerza normal, aumenta también la superficie de contacto y el material sufre
aplastamiento, rotura o fisuras en los puntos de contacto, La teoria completa
del rozamiento seco debe ir mas lejos que la explicacién mecénica que se ha
presentado aqui. Por ejemplo, existe cierta evidencia que apoya la teoria de
que la atraccién molecular puede ser causa importante de rozamiento cuando
las superficies en presencia estén en contacto muy intimo. Otros factores que
infliyen en el rozamiento seco son la generacién de temperaturas locales ele-
vadas y la adhesién en los puntos de contacto, la dureza relativa de las super-
ficies en presencia y la existencia de peliculas superficiales delgadas de 6xido,
aceite, suciedad u otras sustancias.

Tres son los tipos de problemas de rozamiento por deslizamiento que se
presentan comunmente en Mecanica.

(1) En el primer tipo hay que buscar la condicién de movimiento inmi-
nente. En el enunciado del problema deberd quedar claro que hay que utilizar
el requisito de rozamiento estatico limite,

(2) En el segundo tipo de problemas no precisa que haya movimiento in-
minente y por tanto la fuerza de rozamiento puede ser menor que la dada por
la ecuacién 48 con el coeficiente de rozamiento estitico, En este caso la fuerza
de rozamiento quedara determinada por las ecuaciones del equilibrio tiinicamente.
En un tal problema puede preguntarse si €l rozamiento existente es suficiente
0 no para mantener el Cuerpo en reposo. Para contestar a esto habra que su-
poner que hay equilibrio y de las ecuaciones del equilibrio podréa calcularse la
fuerza de rozamiento necesaria para mantener este estado. Puede entonces
compararse esta fuerza de rozamiento con el rozamiento estatico maximo que
pueden soportar las superficies, calculado de la ecuacién 48 en donde f=f..
Si F es menor que la que da la ecuacién 48, se deduce que la fuerza de roza-
miento supuesta puede ser soportada y por tanto el cuerpo se halla en reposo.
Si el valor calculado de F es mayor que el valor limite, se deduce que las su-
perficies dadas no pueden soportar tanta fuerza de rozamiento y por tanto hay
movimiento y el rozamiento serd cinético.

(3) El tercer tipo de problemas entrafia movimiento relativo entre las su-
perficies en contacto y en tal caso se aplica el coeficiente de rozamiento cinético.
En este caso, la ecuacién 48 con f = f, dara siempre directamente la fuerza de
rozamiento cinético,

La discusion anterior es aplicable a todas las superficies secas en contacto
y, hasta un cierto limite, a superficies méviles parcialmente lubricadas. En la
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tabla Cl del Apéndice C se dan algunos valores tipicos de coeficientes de
rozamiento. Estos valores son sélo aproximados y estin sujetos a variaciones
considerables, segln sean las condiciones exactas que prevalezcan. Sin embargo,
pueden utilizarse como ejemplos tipicos de las magnitudes de los efectos de
rozamiento. Cuando se requiera un célculo practico que entrafie al rozamiento,
suele ser conveniente determinar el coeficiente de rozamiento apropiado me-
diante un experimento en el cual se reproduzcan lo mas exactamente posible
las condiciones de las superficies del problema.

Problemas tipo

6/1. Determinar el intervalo de valores que puede tener el peso P para que el
bloque de 50 kg de la figura ni inicie su movimiento plano arriba ni se deslice plano
abajo. El coeficiente de rozamiento estatico para las superficies en contacto es 0,30.

Solucién. El valor méximo de P vendra dado por el requisito de movimiento
inminente plano arriba. Por tanto, la fuerza de rozamiento del bloque estard dirigida
plano abajo segin se indica en el diagrama para el sélido libre correspondiente al
bloque en el caso I de la figura. Aplicando las ecuaciones del equilibrio se tiene:

[3F,=0] N — 50 cos 20° = 0, N=47kp
[F = {N] F=0,30 x 47 = 14,1 kp
[SF, = 0] P -141—50sen20°=0 P=2312kp Resp.

El valor minimo de P queda determinado por la condicién de movimiento inminente
plano abajo. La fuerza de rozamiento que actia sobre el bloque estard dirigida plano
arriba, oponiéndose a la tendencia al movimiento, segin se indica en el diagrama
para el sélido libre del caso IL. El equilibrio en la direccién x exige:

[SF, = 0] P4+ 141—505en20°=0 P =3,0kp Resp.

Luego P puede tener cualquier valor comprendido entre 3,0 kp y 31,2 kp, y el
bloque permanecerd en reposo.

Yy

y \
\ 50 kp 4 \B0EP o
XEF
Pt ~a"F )
N 20° N
Casol Caso IT

Problema 6,1



Rozamiento 279

6/2. Determinar el valor y sentido de la fuerza de rozamiento que actta sobre
el bloque de 50 kg indicado si, primero,-Q = 25 kp, y segundo, Q =5 kp. El coefi-
ciente de rozamiento estatico es 0,20 y el de rozamiento cinético es 0,17. Las fuerzas
se aplican estando el bloque en reposo.

“Solucién. Del enunciado del problema no hay manera de saber si el bloque
se halla 0 no a punto de deslizar, o si se halla en movimiento en la posicién indicada.

" - Ser4, pues, necesario hacer una hipétesis. Supongamos que la fuerza de rozamiento

esté dirigida plano arriba, como indica el vector de trazo continuo, y que el bloque
esté en equilibrio. El equilibrio de fuerzas en las direcciones x e y nos da

[3F, = 0] Q cos 20° 4 F — 50 sen 20° = 0
[3F, = 0] N — @ sen 20° — 50 cos 20° = 0
Caso 1. Q=25 kp.

Sustituyendo en la primera de las dos ecuaciones se tiene

F=—64kp

El signo negativo significa que si el bloque estuviera en equilibrio, la fuerza de ro-
zamiento a él aplicada tendria sentido contrario al supuesto y por lo tanto estaria di-
rigida plano abajo como indica el vector de trazos. No obstante, no podemos sacar
ninguna conclusién acerca de la magnitud de F hasta verificar si las superficies
pueden soportar una fuerza de rozamiento de 6,4 kp. Esto puede hacerse sustituyendo
Q=25 kp en la segunda ecuacion, lo cual da

N =555kp
La fuerza maxima de rozamiento estatico que pueden soportar las superficies es, pues,
[F = {N] F =020 x 55,5 = 11,1kp

Como esta fuerza es mayor que la requerida para el equilibrio, se deduce que la
hipétesis de existencia de equilibrio era correcta. El resultado sera, pues,
F = 6,4 kp plano abajo Resp.

Caso II. Q =5 kp.
Sustituyendo en las dos ecuaciones del equilibrio se tiene

“F = 12,4 kp N — 48,7 kp

y

\ 50 kp
\
\\l x
-
il -

Problema 6,2
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Pero la fuerza méxima posible de rozamiento estitico es
[F = fN] F =020 x 48,7 =9,75kp

Se deduce, pues, que no puede soportarse una fuerza de rozamiento de 12,4 kp. Por
tanto, no podrd haber equilibrio y el valor correcto de la fuerza de rozamiento se
obtendri empleando el coeficiente de rozamiento cinético inherente al movimiento
plano abajo. Luego, el resultado sera

[F = fN] F = 0,17 x 48,7 = 8,3 plano arriba Resp.

Obsérvese que, aun cuando LF, ya no sea cero, habri equilibrio en la direccién y,
con lo cual ZF, = 0.

6/3. Un bloque homogéneo rectangular de peso P descansa sobre un plano
horizontal y estd sometido a la fuerza horizontal Q segin se indica. Si es f el coefi-
ciente de rozamiento, determinar el mayor valor que puede tener h para que el bloque
se deslice sin volcar.

Solucién. Si el bloque estd a punto de volcar, toda la reaccién entre plano
y bloque estara en A. En la parte derecha de la figura puede verse el diagrama para
el sélido libre correspondiente a esta condicion. Si Q es suficiente para originar desli-
zamiento, la fuerza de rozamiento tendra el valor limite fN, y el angulo 6 sera
6 = arctg f. La resultante de F y N pasa por un punto B por el cual debe pasar
también Q puesto que tres fuerzas coplanarias que se equilibren deben ser concu-
rrentes. Luego, de la geometria del bloque

tg0=f=bh£, hzzif Resp

Si h fuera mayor que este valor, no se satisfaria el equilibrio de momentos res-
pecto A. Para h menor que b/2f la resultante de F y N no serfa concurrente con Q
y P en un punto por debajo de B. Luego esta resultante no actuaria en A, sino en
algin punto a la derecha de A.

——

B
B__ Q
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7 |
! /04421_,4
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Problema 6,3




Rozamiento 281
Problemas

6/4. Determinar el 4ngulo méximo
9 que puede formar un plano incli-
nado con la horizontal para que un
bloque situado sobre €l no se deslice
hacia abajo. El coeficiente de roza-
miento estatico es f. (A este angulo
se le llama dngulo de reposo.)

6/5. La figura representa un dis-
positivo que sujeta una cuerda o ca-
ble sometido a tensién, a causa de
las grandes fuerzas de rozamiento
que se desarrollan. Determinar, para
la posicién representada, la reaccién
total R en cada uno de los cojinetes
de las levas. El coeficiente de roza-

miento es 0,40.
Resp. R="T350N

6/6. Las tenazas se utilizan para
manejar tubos de acero calientes que 7
se tratan en un bafio'de aceite. Para
una apertura de las mandibulas igual . 20°
a 20° dcudl es el coeficiente de ro- &
zamiento f minimo entre las mandi- ,
bulas y el tubo que permita a las te- “Problema 6/6
nazas sujetar el tubo sin desliza-
miento?

6/7. Determinar el valor maximo Articulacion
de la distancia d para el cual el pun-
tal articulado de peso despreciable
sostenga el objeto pesado sin desli-
zar. El coeficiente de rozamiento

es 0,40, Resp. d = 55,75 cm

TP

Problema 6/7
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Problema 6/8

Problema 6/9

Problema 6/10

Rozamiento

6/8. Para hacer deslizar el collar
A sobre su eje fijo sobre el que estd
ajustado a presién se necesita ejer-
cer una fuerza P. Demostrar que el
momento M del par que hay que
aplicar al collar para que gire sobre el
arbol fijo venciendo el rozamiento
una vez suprimida P es M = Pd/2,
siendo d el didmetro del eje.

6/9. Sobre un plano inclinado un
dngulo 0 se halla en reposo un blo-
que uniforme de peso P. Determinar
la fuerza F méxima que puede apli-
carse al bloque en la direccién in-
dicada antes de que se inicie el des-
lizamiento. El coeficiente de roza-
miento entre el bloque y el plano
es f.

6/10. Los -coeficientes de roza-
miento estitico y cinético entre el
bloque de 100 kg y el plano incli-
nado son 0,30 y 0,20, respectivamen-
te. Deteiminar (a) la fuerza F de
rozamiento que se ejerce: sobre el
bloque cuando se aplica a éste en
reposo una fuerza P de 20 kp, (b) la
fuerza P que se necesita para iniciar
el movimiento hacia arriba del plano
inclinado partiendo del reposo, y (c)
la fuerza F de rozamiento que se
ejerce sobre el bloque si P = 60 kp.

Resp. (a) F =7,09kp
(b) P=52,6kp
(c) F=152kp
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6/11. La rueda de 100kg gira
sobre su cubo ascendiendo la super-
ficie curva inclinada circular bajo la
accién del peso de 25 kg que pende
de una cuerda enrollada a su perife-
ria, Determinar el dngulo 9 al cual
se detiene la rueda, suponiendo que
el rozamiento es suficiente para im-
pedir el deslizamiento. ¢Cuél es el
coeficiente de rozamiento minimo f
que permita alcanzar esta posicién
sin deslizar?

6/12. La rueda de 50 cm de di4-
metro pesa 40 kg. Determinar el mo-
mento M del par necesario para ha-
cer que ruede sobre el escalén de
5cm situado en el plano inclinado
5° y especificar el coeficiente de ro-
zamiento f minimo que debe existir
para evitar que deslice la rueda.

Resp. M = 667,5 cmkp, f= 0,896

6/13. Se quiere hacer rodar len-
tamente el rollo de pape! haciéndolo
subir por el plano inclinado median-
te una tensién T aplicada horizontal-
mente tirando del papel. El coeficien-
te de rozamiento entre el rollo y el

plano inclinado es 0,20. Ver si des> .

liza o no el papel al ir rodando.

6/14. El bloque de 75kg y cen-

tro de gravedad en G descansa en :

posicién horizontal sobre el apoyo C
y sobre el puntal vertical ligero AB.
Si los coeficientes de rozamiento de
los distintos pares de superficies en
contacto son los indicados, calcular
el menor valor de P que iniciaria el
deslizamiento de una parte del sis-
tema. {Dénde tendria lugar primera-
mente el deslizamiento?

Resp. P = 225kp
El deslizamiento tiene lugar primera-
mente en C

Problema 6 11

Problema 6712

Problema 6/14
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Problema 6,15

RTINS
[<-—15 om:

Problema 6/16

7

=

/

A

Problema 6,17

Py= 80 N/em2

15em

Rozamiento

. 6/15. El bloque rectangular ho-
hogéneo de peso P descansa sobre
el plano inclinado articulado respec-
to a un eje horizontal que pasa por
0. Si es f el coeficiente de rozamien-
to estitico entre el bloque y el pla-
no, especificar las condiciones que
determinan si el bloque vuelca antes
de deslizar o desliza antes de volcar
al ir aumentando gradualmente el
angulo ©. ‘

6/16. El collar circular A repre-
sentado en seccién ajusta con la par-
te B gracias a un ajuste por contrac-
cién que origina entre las partes tna
presién o esfuerzo compresivo p. La
presién tiene en los extremos del so-
lapamiento los valores que se indi-
can y en los puntos intermedios pue-
de aproximarse satisfactoriamente
por la relacibn p = p, + k% Si
para hacer girar el collar A dentro
de la parte B se necesita un par de
momento 4500 m.N, calcular el coe-
ficiente de rozamiento eficaz f entre
ambas . partes.

Resp. f = 0,758

6/17. La rueda de la figura roda-
r4 hacia la izquierda cuando sea
pequeiio el dngulo a que forma la
cuerda con la vertical. Cuando « es
grande la rueda gira hacia la dere-
cha. Determinar, examinando la geo-
metria del diagrama para sélido li-
bre, el dngulo a para el cual la rue-
da no avanzard en ningin sentido.
Si el coeficiente de rozamiento es f
y el peso de la rueda P, calcular el
valor de T para el cual la rueda des-
lizar4 para el valor critico de a.
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6/18. El cilindro uniforme pesa
200 kp y se apoya en el rodillo, que
gira con un rozamiento despreciable.
Si el coeficiente de rozamiento entre
el cilindro y la superficie vertical ‘es
0,6 calular el momento M del par
que se necesita para hacer girar el
«ilindro. Hallar también la reaccién
R sobre el cojinete del rodillo cuan- Problema 6/18
do se aplica M.

Resp. M-=309mkp, R=171kp

6/19. Hallar la méxima altura h
del escalén que puede alcanzar el
hombre de 90 kg sin que se derrum-
be la escalera. El coeficiente de ro-
zamiento en A y B es de 0,50 y
cada una de las dos partes unifor-
mes de la escalera articulada pesa
12 kg

A
Problema 6/19

. 6/20, Por una tuberia recta de
.57 mm de didmetro interior circula
aire en régimen laminar con una ve-
locidad méaxima en el eje del tubo
“.de: 60 cm/s. Si es parabdlica la dis-
tiibucién de velocidades en funcién
del radio, calcular la fuerza F. de ro- -
. zamiento”. por metro de longitud de
tuberia orlgmada .contra las paredes
por la circulacién del aire. La tem-
. peratura del aire es de 20° C.

Resp F= 1 36(10‘4) N/m

Problema 6 20 -
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Forro

Problema 6,21

Problema 6/22

Zapata

6/21. Las dos zapatas de freno y
sus forros pivotan alrededor de los
puntos O y se aprietan contra el
tambor de freno por efecto del ci-
lindro hidrdulico C. La presién p
entre el tambor y el forro puede de-

_ mostrarse que es directamente pro-

porcional al seno del 4ngulo 6 y tie-
ne un valor p, en el 4ngulo 6 = 8.
La anchura, del forro en contacto
con el tambor es b. Escribir la ex-
presion del momento frenante M,
aplicado a la rueda si el coeficiente
de rozamiento entre el tambor y el
forro es f.

6/22. En la figura pueden verse
los elementos de una laminadora.
Determinar el espesor miximo b que
puede tener el bloque para que ain
pueda penetrar entre los rodillos por
medio del rozamiento entre el blo-
que y los rodillos. Llamese f al coe-
ficiente de rozamiento y supéngase
que b—a es pequefio frente a d.

6/23. Un automévil de 1600 kg
con una separacién entre ejes de
3 m tiene su centro de gravedad
60 cm por encima de la calzada y
equidistante de los ejes delantero y
trasero. Si es 0,80 el coeficiente de
rozamiento entre los neumaéticos yh
calzada, hallar el 4ngulo 6 que for-
me con la horizontal la mayor pen-
diente que puede subir el automé-
vil a velocidad constante sin que
deslicen las ruedas . motrices (poste-
riores). ¢Cuél.-es el momento M del

par que ha de aplicar el motor a -

cada una de las ruedas posteriores,
cuyo didmetro es de 65 cm, en es-
tas condiciones? Despreciar el roza-
miento bajo las ruedas delanteras.

Resp. 6 =125°28", M =112mkp
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6/24. Calcular el momento M del
par necesario para hacer girar en su
posicién contra la pared vertical la
rueda uniforme de 30kg. El coefi-
ciente de rozamiento en cada par de
superficies en contacto es 0,40.

Resp. M = 435cemkp

6/25. Determinar la fuerza T
que iniciard la rotacién del cilindro
de peso P venciendo al rozamiento.
El coeficiente de rozamiento en am-
bos pares de superficies én contacto
es f. . S :

6/26. Calcular la fuerza’ T que': &
hard girar el carrete de cable tele- :

fonico de 200 kg apoyado sobre: sus
‘cubos y que se halld en contacto
con una pared vertical: El coeficien:’
te de rozamiento en cada par-de su-

perficie en contacto-es 0,60. - .. ..
C " Resp. T =74,1kp o

6/27, Determinar la fuerza P ne-
cesaria para hacer mover el tablén
uniforme de 50 kg a partir de su
posicién de equilibrio, representada
en la figura, si el coeficiente de ro-
zamiento en los' dos contactos es 0,50.

6/28. Calcular la fuerza P nece-
saria para iniciar el deslizamiento
del tablon uniforme de 40 kg sobre
la pared de 1,8 m, a partir de la po-
sicién indicada, si el coeficiente de
rozamiento en cada par de superfi-

cies en contacto es 0,60.
Resp. P =39,7kp

30 ¢m

Problema 6 24

Problema o, 27

Problema 6, 28

287
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Problera, 6/30

Problema 6/31

" que se ejerce en A.

' 6/29'.'La fuerza P se apliéé tan-

" gencialmente a la ‘periferia- de la

rueda de 45 kg, en la. posicién' que
se indica, para evitir que rueéde ha-
cia abajo del- plano inclinado. El
coeficiente de : rozamiento entre la -
rueda y el plano es de 0,30:. Determi-
nar’ la fuerza F de rozamiento que

. ejerce el plano sobre la roeda.

6/30. EI tablén uniforme de.3,6 m:
pesa 25kp y ‘estd en reposo sobre
el 4ngulo fijo A y se apoya en B con-
tra el rodillo. El tablén forma un
dngulo de 45° con lahorizontal. ‘Si -
son 0,90y 0,75 los coeficientes de

rozamiento estdtico  y- cindtico, res-

pectivamente, entre tablén y 4ngulo,
calcular la fuerza de rozamlento F.

Resp. F =17,7kp

- 6/31. El extremo inferior A del
‘tablén uniforme de 50 kg descansa
sobre rodillos ‘que pueden moverse .
libremente sobre la superficie hori- .
zontal. Si los: coeficientes’ de - roza-
mierito estitico y cinético entre el ta-
blén y el 4ngulo B son 0,80 y 0,70,

_respectivamente, calcular la fuerza

de rozamiento F que: se ejerce en B
si se suelta el tablén a partir del re-

| poso en la posicién que se indica.
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6/32. En el cilindro hidraulico C
se desarrolla una fuerza de 1000 N
para activar el freno de mordazas.
Si el coeficiente de rozamiento es-
titico entre las mordazas y la llanta
de la rueda es 0,60, calcular el mo
mento maximo M del par que pue-
de aplicarse a la rueda sin que se
produzca rotacién. La rueda estd
montada por su centro sobre un co-
jinete fijo. Suponer que las fuerzas
que se ejercen entre las mordazas y
la rueda acthan en los centros de las
caras de contacto de las mordazas.

Resp. M = 559 m-N

6/33. La varilla delgada uniforme
de peso P estd a punto de deslizar
-cuando se coloca en la posicién in-
dicada contra la pared vertical. Ha-
llar la expresion del coeficiente de
rozamiento £, el cual es el mismo en
los dos pares de superficies en con-
tacto.

6/34. La barra uniforme cuyo
centro de gravedad estd en G se
apoya en las espigas A y B que es-
tin fijas a la rueda. Si es f el coefi-
ciente de rozamiento entre la barra
y las espigas, determinar ‘el 4ngulo 6
que puede girarse la rueda alrededor
de su eje horizontal que pasa por O
sin que deslice la barra.

6/35. La céascara semicilindrica
de peso P y radio r gira un éngulo
0 a consecuencia de la fuerza hori-
zontal T aplicada a su borde. Si es
0,20 el coeficiente de rozamiento,
calcular el 4dngulo 6 para el cual la
cascara deslizard sobre la superficie
horizontal al ir aumentando gradual-
mente T. Resp. 6 = 27° 16/

Problema 6 32

Problema 6/35
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Rozamiento

F.m,,; 120 cm——-—>:
Problema 6/38

6/36. La mordaza de la izquierda
del sujetador puede deslizar a lo lar-
go del bastidor para aumentar la ca-
pacidad del dispositivo. Para evitar
el deslizamiento de la mordaza cuan-
do esté sometida a carga, la dimen-
si6n x debera superar un cierto valor
minimo. Hallar este valor correspon-
diente a dimensiones @ y b dadas y
a un coeficiente de rozamiento f
entre el bastidor y la mordaza con

huelgo.
a—bf
Resp. x = %7

6/37. El coeficiente de rozamien-
to entre el collar de la mesa de la
perforadora y la columna vertical es
0,30. ¢Deslizardn collar y mesa hacia
abajo de la columna por la accién del
empuje de la broca si olvida el opera-
rio fijar la sujecién, o serd suficiente
el rozamiento para inmovilizar el
dispositivo? Despreciar el peso de la
mesa y del collar frente al empuje
de la broca y suponer que el con-
tacto tiene lugar en los puntos A y B.

6/38. Las mordazas de rozamien-
to estin destinadas a elevar cargas
de 500 kg de una anchura nominal
de 1,2 m. A partir de la configura-
ci6n de las piezas, determinar si es
mds probable que se produzca el
deslizamiento en cargas que sean li-
geramente mas anchas (contacto en
A) o ligeramente mis estrechas (con-
tacto en B) que las de anchura no-
minal. Determinar el coeficiente de
rozamiento minimo f éntre las mor-
dazas y la carga que evite el desli-
zamiento correspondiente al caso en
que sea més probable y calcular la
tensién T correspondiente en la ca-
dena horizontal que une las mor-
dazas.



6/39. El carrete de cable telefé-
nico pesa 3000kp y estd apoyado
por su eje sobre soportes tallados en
V a ambos lados del carrete. Se
eleva éste haciendo ascender los so-
portes, con lo que se podra tirar ho-
rizontalmente del cable en la forma
que se indica, El eje estd fijo al
carrete y gira con él Si es 0,30 el
coeficiente de rozamiento entre el eje
y las superficies en V, calcular la
traccion T que hay que aplicar al
cable para que gire el carrete.

Resp. T = 31,9kp

6/40. El rodillo de peso P descan-
sa sobre una placa de peso despre-
ciable que desliza sin resistencia
sobre su cara inferior. El rodillo se
apoya sobre la barrera perpendicu-
lar fija A. Si es 0,30 el coeficiente
de rozamiento entre el rodillo y cada
una de sus superficies de contacto,
determinar la fuerza F necesaria
para mover la placa.

6/41. Un tractor hace rodar el
tronco de 750kg hacia arriba del
plano inclinado 20° empujindolo
con su pala, la cual estd perpendicu-
lar a dicho plano. Si el coeficiente
de rozamiento entre pala y tronco
es 0,50 y entre tronco y suelo 0,80,
calcular la componente N de la fuer-
za, normal a la pala, que hay que
aplicar al tronco, Este se supone ci-
lindrico. Resp. N = 513 kp

Rozamiento

Problema o, 39

S5cm

Problema 6 41
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Problema 6/42

ol 10°
_—

Problema 6/43

20 em  Articulacién

Problema 6/44

Rozamiento

6/42. El tablén de roble de 3m
de longitud, 30 cm de anchura y
10 cm de grosor, cuyo peso especifi-
co es de 801 kp/m3, se coloca so-
bre el borde de hormigén de un de-
pésito de agua dulce en la forma
que se indica, Si es 0,80 el coefi-
ciente de rozamiento entre el tablén
y el borde mencionado, calcular la
fuerza de rozamiento F que se ejer-
ce en A. Resp. F =102 kp

6/43. La caja cuadrada uniforme
pesa 200 kp y se quiere hacerla bajar
por el plano inclinado aplicAndole
una traccién horizontal T mediante
la cuerda unida a la arista superior
de la caja. El coeficiente de roza-
miento entre caja y plano inclinado
es 0,40. Determinar la fuerza T ne-
cesaria para iniciar el movimiento,
bien sea de vuelco o de desliza-
miento.

6/44, Determinar la  distancia
maxima d a la cual puede situarse
la arista inferior del bloque metilico
uniforme de 100 kg, contada a par-
tir de la articulacién C, sin que se
origine deslizamiento en A. El coefi-
ciente de rozamiento en A es de 0,30.

Resp. d = 80 cm
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6/45. Una barra uniforme de peso
P y longitud I descansa sobre una
superficie horizontal con su peso dis-
tribuido uniformemente a lo largo
de aquélla. Si es f el coeficiente de
rozamiento entre barra y superficie
de apoyo, escribir las expresiones de
la fuerza horizontal F que hay que
aplicar al extremo de la barra para
moverla y de su distancia a al eje O
alrededor del cual se observa que Poblema 6/45
gira la barra,

Resp. F = 0,414 fP, a = 0,2931

4 6/46. Determinar la  fuerza F
necesaria para mover los dos rodi
llos iguales hacia arriba del plano in-
clinado. Cada rodillo pesa 15kp v
el coeficiente de rozamiento en to-

das las superficies en contacto es 0,20.
‘Resp. F=9,71kp

Problema 6/46

. 46/47. Cada una de las dos ruedas
iguales con los cubos solidarios pesa
20 kp. Se colocan las ruedas sobre
el plano inclinado 25° estando uni-
das por la cuerda horizontal’ que

- estd firmemente sujeta a los cubos.
Se impide la rodadura por medio .
de la fuerza: F aplicada paralela-
meénte al plano inclinado. El coefi-
ciente de rozamiento entre éste y las
ruedas es 0,50. Determinar la fuerza .
de rdzamiento R que se ejerce sobre
‘la rueda superior. : ,
' Resp. R=T48kp.  proplemas/ar
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Problema 6/48

Problema 6/49

Problema o 50

46/48, El dispositivo representado
en la figura impide la rotacién en
sentido horario en el plano horizon-
tal de la rueda central por medio
de la sujecién por rozamiento de los
dos rodillos pequefios. Para valores
dados de R y r y para un coeficien-
te de rozamiento comin f en todas
las superficies en contacto, determi-
nar el intervalo de valores de d para
el cual funcione el dispositivo en la
forma mencionada.
Resp.
2r + (1 - /DR
T+ /7 <A< (R +72r)

«€6/49. Una viga en doble T de
peso P estd apoyada sobre dos carri-
les horizontales en la forma que se
indica. Calcular la carga minima Q
aplicada que sea suficiente para
hacer deslizar la viga y determinar
la fuerza de rozamiento correspon-
diente en A al iniciarse el desliza-
miento. El coeficiente de rozamiento
entre la viga y los carmriles es f.

_ fPb _ fPa
Resp Q= s M=)

«46/50. El coeficiente de rozamien-
to entre el poste uniforme de 6m
y la superficie horizontal esta limi-
tado a 0,40. Cuando se coloca en el
plano vertical de la figura, el poste

- no deslizard si 6 es 0 menor que un

cierto valor critico o mayor que otro

cierto valor critico mas elevado. Ha-

llar el intervalo de 6 para el cual es
inestable el poste.

Resp. Inestable para

24,0° < 8 < 57,2°
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<« 6/51, El arbol cilindrico de revolu-
c¢ién es: homogéneo, pesa 50 kg tiene
un didmetro de 10 cm, descansa so-
bre los carriles horizontales paralelos
y se apoya contra el poste vertical C
de la manera que se indica. A la
cuerda arrollada al 4rbol se aplica
una fuerza horizontal P que se incre-
menta hasta que se produzca el des-
lizamiento. Si en todas las superficies
en contacto es 0,4 el coeficiente de
rozamiento, determinar el modo de Probl
deslizamiento y hallar la fuerza de roblema 6, 31
rozamiento en el punto de contacto

A entre el 4rbol y el carril en las

condiciones de delizamiento inmi-

nente. Resp. F, = 2,46 kp

35. Rozamiento en las mdquinas. En el disefio y funcionamiento de
diversas maquinas intervienen algunas aplicaciones interesantes del rozamiento
seco. En los apartados siguientes se estudian varias de dichas aplicaciones
y los problemas al final del apartado contienen ejemplos ilustrativos de todos
los casos. '

(@) Cufias. La cufia es una de las maquinas mas sencillas y se emplea para
realizar pequefios ajustes de la posicion de un cuerpo o como medio para
aplicar grandes fuerzas. La accién de las cufias se basa en el rozamiento. Cuan-
do el deslizamiento de una cufta es inminente, la fuerza resultante en cada
cara de la cufia estard inclinada respecto a la normal a la cara en un é4ngulo
igual al de rozamiento. La componente de la resultante a lo largo de la su-

perficie es la fuerza de rozamiento, la cual estd dirigida siempre oponiéndose
al movimiento de la cuia.

En la figura 754 puede verse una cufia que se utiliza para fijar o elevar
una carga P pesada. El coeficiente de rozamiento entre los dos pares de su-
perficies es f =tg ¢. La fuerza F necesaria para iniciar el movimiento de la
cufia se encuentra a partir de los tridngulos de equilibrio de las fuerzas que se
ejercen sobre la carga y sobre la cufia. En la figura 75b pueden verse los dia-
gramas para s6lido libre, en los cuales las reacciones estan inclinadas un 4n-
gulo ¢ respecto a las normales correspondientes y tienen el sentido que se
opone al movimiento. El peso de la cufia se considera despreciable: A partir .
de estos diagramas pueden escribirse las ecuaciones de equilibrio

P+R2+R3: 0
y Ri+R:+F=0.
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En la parte ¢ de la figura pueden verse las soluciones de -estas ecuaciones,
donde se halla primeramente R, en el diagrama superior empleando el valor
conocido de P. Se halla después la fuerza F mediante el tridngulo inferior una
vez establecido el valor de R,. , : '

Si se suprime F, la cufia seguird en el mismo sitio mientras o sea menor
que ¢, en cuyo caso se dice que la cufia es irreversible. Si lo es y se quiere
sacar, serd necesario aplicar una traccién F’. En este caso, las reacciones R,
y R: se ejerceran al otro lado de sus normales para oponerse al nuevo movi-
miento inminente y la resolucién del problema tendra lugar siguiendo lineas
analogas a las descritas en el caso de elevacién de la carga.

Los problemas de cufias conducen a soluciones graficas del tipo indicado
en la figura 75¢. La precision de una solucién grafica se mantiene facilmente
dentro de las tolerancias compatibles con la incertidumbre de los coeficientes
de rozamiento. También pueden obtenerse soluciones algebraicas a partir de
la trigonometria de los poligonos de equilibrio.

(b) Tornillos. Los tornillos se utilizan para fijaciones y para transmitir poten-
cia 0 movimiento; y en todos los casos es importante el rozamiento desarrollado
en los hilos o filetes. Para transmitir potencia o movimiento es mas eficaz el
filete cuadrado que el filete. en V; el estudio siguiente se limitard al filete cua-
drado. ‘ o . , :

Consideremos el tornillo de filete cuadrado de la figura 76, sometido a la
accion de la carga axial W y de un momento M aplicado respecto al eje del
tornillo. En el diagrama para sélido libre del tornillo puede verse la fuerza R
:jercida por el filete de la estructura del gato sobre una pequefia porcién re-
resentativa del filete del tornillo, En todos los segmentos del filete del tor-
nillo que estén en contacto con el filete de la base existen reacciones analogas.
Si M es justamente suficiente para hacer girar el tornillo, el filete de_l tornillo

Figura 75
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se deslizard en sentido ascendente sobre el filete fijo de la estructura. E] 4ngulo
¢ que forma R con la normal al filete serd el angulo de rozamiento, con
lo que tg ¢ =1 El momento de R respecto al eje vertical del tornillo es
Rrsen(a + ¢) y el momento total debido a todas las reacciones sobre los
filetes del tornillo es XRrsen (o -+ ¢). Como en ambos términos aparece
rsen (o 4 ¢) puede sacarse factor comin. La ecuacién del equilibrio de mo-
mentos para el tornillo es, pues,

M = [rsen(a + ¢)]1ZR.

Por el equilibrio de fuerzas en sentido axial, se ha de verificar, ademas,

W = 2R cos (a + ¢) = [cos (a + ¢)]ZR.
Dividiendo M por W se tiene

M = Wr tg (a + ¢), (50

donde ¢ = arctg f. El angulo « viene determinado por el paso de rosca L
o avance por revolucién del tornillo. Luego a = arctg (L/2xr). Esta relacién
se ve facilmente desarrollando una vuelta de filete y formando el tridngulo rec-
tangulo cuyos catetos sean, respectivamente, la circunferencia media 2xr y el
paso de rosca L.

La ecuacién 50 da el momento necesario para poner en marcha el tornillo
en sentido ascendente o para mantener dicho movimiento ascendente, segin
se utilice el coeficiente de rozamiento estatico o el cinético. Si se suprime el
momento M, la fuerza de rozamiento cambia de sentido con lo que habrd que
medir ¢ al otro lado de la normal. De esta manera, el tornillo quedara irre-
versible con tal que ¢ > a y estard a punto de girar volviendo atras si ¢ = a.

Figura 76
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Cuando ¢ > a para hacer bajar el tornillo habrd que aplicar un momento M
de sentido contrario al indicado en la figura 76 y que viene dado por

M= Wrtg (4)—0{).

Si ¢ < a el tornillo volvera atris espontineamente y si se quisiera mantenerlo
quieto habria que aplicar un momento

M= Writg (a—9).

(¢) Cojinetes de soporte. Un cojinete de soporte o chumacera es un cojinete
que proporciona soporte lateral a un 4rbol, en contraste con el soporte axial.
En el caso de cojinetes secos y de muchos cojinetes parcialmente lubricados, cons-
tituye una buena aproximacién un andlisis basado en los principios del rozamien-
to por deslizamiento. El comportamiento de los cojinetes totalmente lubricados,
no obstante, es totalmente diferente y el anélisis de la resistencia del rozamiento
lleva consigo la holgura del cojinete, la velocidad de giro y la viscosidad del lubri-
cante, siendo mucho mas complicado que la aproximacién que se hace para
cojinetes parcialmente lubricados basada en el rozamiento por deslizamiento.
En la figura 77 puede verse un cojinete de soporte con contacto o casi con-
tacto entre el arbol y el cojinete, habiéndose exagerado mucho la holgura.
Cuando empieza a girar el arbol en la direccién indicada, sube rodando por el
cojinete hasta que se origina el deslizamiento. Entonces permanece en una
posiciéon més o menos fija durante la rotacién. El par M necesario para man-
tener la rotacién y la carga radial L sobre el arbol originan una reaccién R
en el punto de contacto A. El equilibrio en la direccién vertical exige que R
sea igual a L pero no les obliga a tener la misma linea de accién. La fuerza
R sera tangente a un pequeiio circulo de radio 7, llamado circulo de rozamiento.
El 4ngulo que forma R con su componente normal N es el 4ngulo de rozamien-
to ¢. Igualando a cero la suma de los momentos respecto a O resulta:

M = Rr. = Rrsen ¢. (51)

Para un coeficiente de rozamiento pequefio el dngulo ¢ es pequefio y podrn
confundirse el seno y la tangente sin error apreciable. Como f=tg ¢ puede
bien tomarse como valor aproximado del momento del par

M = fRr. (51a)

Esta relaciéon da el momento aplicado al arbol que es necesario para superar
el rozamiento de un cojinete de soporte parcialmente lubricado.

El comportamiento de un cojinete lubricado totalmente en donde el lu-
bricante puede formar una cufia completa de fluido bajo el 4rbol, es comple-
tamente diferente del comportamiento de un cojinete seco o parcialmente lu-
bricado. El analisis del cojinete lubricado totalmente se sale del ambito de
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Pigura 77

este tratado pero puede hallarse en los de lubricacién, disefio de maquinas y
mecanica de fluidos. Si son pequeiias las cargas laterales que se ejercen sobre
un cojinete lubricado totalmente, puede desarrollarse una primera aproxima-
cién del momento de rozamiento suponiendo centrado el arbol en el cojinete,
como se indica en la figura 78, en donde se ha exagerado el tamafio del huelgo
radial ¢. La distribucion de velocidades entre las distintas capas fluidas del
huelgo puede considerarse lineal partiendo de cero en la superficie interior
fija del cojinete hasta alcanzar la velocidad periférica v del arbol en su super-
ficie exterior. Para el huelgo radial ¢, el gradiente de velocidad tiene la mag-
nitud |dv/dr| = v/c = rw/c, donde w es la velocidad angular del arbol expre-
sada en radianes por segundo. El esfuerzo tangencial ejercido sobre la super-
ficie del 4rbol es, segin la ecuacién 47

av
dr

y el momento de rozamiento de un cojinete de longitud I con un 4rea de su-
perficie A= 2axrl es

_ e
_— T

. 4

T=M

2aprdle

¢ ’
donde p. es el coeficiente de viscosidad del lubricante.

(d) Rozamiento de discos y pivotes. En cojinetes de pivotes, platos de em-
brague y frenos de disco aparece el rozamiento entre superficies circulares
sometidas a presiones normales. Consideremos los dos discos circulares planos
de la figura 79 cuyos é4rboles estan montados sobre cojinetes (no indicados en
el dibujo) de manera que puedan ponerse en contacto bajo la accién de la
fuerza axial P. El momento maximo que puede transmitir este embrague serd

M=r14r = (52)
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igual al momento M necesario para que un disco deslice sobre el otro. Si p
es la presién normal en un lugar cualquiera entre los platos la fuerza de roza-
miento que actia sobre un elemento de superficie serd fp dA, donde f es el
- “coeficiente de rozamiento y dA es el elemento de superficie de 4rea rdrdp.El
momento de esta fuerza de rozamiento elemental respecto al eje del arbol es
“fpr dA y el momento total es

M=fﬁ)rdA,

donde la integral se extiende a toda la superficie del disco. Para calcular esta .
integral debe conocerse la variacién de f y p con r.

En los ejemplos siguientes se supondra f constante. Ademés, si las superfi-
~cies son nuevas, planas y bien soportadas, es razonable suponer que la presién
p es constante y estd distribuida unitormemente con lo-que wR*p = P. Sustitu-
yendo este valor constante de p en la expresién de M se tiene

M= fP fzj edrdd = 1fPR. (53)

Este resultado puede interpretarse como equivalente al momento debido a una
fuerza de rozamiento fP aplicada a una distancia 2R/3-del centro del 4rbol.

Figura 78

Figura 79
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Si los discos de rozamiento son anillos; los limites de integracién son los

radios interior R; y exterior R, respectivamente, y el par de rozamiento tiene
un momento

M=3fP ﬁ*s = R? (53a)

Z— R?

Tras un cierto uso de las superficies, se encuentra que el momento de
rozamiento disminuye un poco. Pasado este primer periodo, las superficies con-
servan su nueva forma relativa y el ulterior desgaste serd, pues, constante sobre
toda la superficie. Este desgaste depende de la distancia circular recorrida y
de la presién p. Como la distancia recorrida es proporcional a 7, podré escribir-
se la expresién rp = K, donde K es una constante. El valor de K se determina
igualando a cero las fuerzas axiales, o sea

P=[pda= K [[ drdo = 20KR.
0

Con pr = K = P/(2wR), la expresién de M podré escribirse en la forma

M = ffprdA =2L:%£2W£errd0

la cual da

M = }fPR. , (54)

El momento de rozamiento para platos usados es, pues, solamente (3)/(3), o sea,
3 del correspondiente a superficies nuevas.

Si los discos de rozamiento fueran anillos de radio interior R; y radio exte-
rior R,, sustituyendo estos valores en los limites de integracién resulta para el
momento de rozamiento

M = 3fP(R, + Ry). (54)
Rozamiento en las correas. El deslizamiento inminente de los miembros .
flexibles tales como correas y cuerdas sobre poleas y tambores es de gran im-
portancia para el disefio de transmisiones por correa de todos los tipos, frenos
de fleje y tornos elevadores. En la figura 80 puede verse un tambor sometido
a las dos tensiones T; y T de la correa, el momento M necesario para impedir
la rotacién y la reaccién R en el cojinete. Teniendo M el sentido indicado, T es
mayor que T,. El diagrama para sélido libre correspondiente a un elemento de
correa de longitud rd también est4 indicado en la figura. La tensién se incre-
menta desde T para el 4ngulo 0 hasta T + dT para el dngulo 0 + df. La fuerza



302 Rozamiento

normal es la infinitesimal N puesto que actia sobre un elemento de superficie
infinitesimal. Andlogamente la fuerza de rozamiento, que debe actuar sobre la
correa en el sentido de oponerse al deslizamiento, es 'infinitesimal e igual a f dN
para el movimiento inminente. El equilibrio en la direccién tangencial da,

dé

T cos 4L +de_(T+ dT) cos =~ 3

o sea,
fdN = dT,

ya que el coseno de una cantidad infinitesimal es la unidad. El equilibrio en la
direccién normal exige que

do
2’

d0

dN = (T + dT) sen = + Tsen—-

o sea,

dN = T db.

En esta reduccién debe recordarse que el seno de un angulo infinitesimal es
equlvalente al 4ngulo y que el producto de dos diferenciales se puede despre-
ciar por ser infinitésimo de orden superior al de los términos que quedan. Com-
binando las dos relaciones de equilibrio queda,

dT _
-5 = fdl.
Integrando entre los limites correspondientes se tiene,
T dT B
I, 4L = ra,
o sea,
T,
log 7= = fB,

1
Figura 80



Rozamiento 303
en donde In (T2/T:)es un logaritmo neperiano de base-e.Despejando T se tiene
T2 = Tlefﬁ. (55)

Debe observarse que 8 es el dngulo total de contacto de la correa y viene ex-
presado en radianes. Si se arrollara n veces una cuerda en torno a un tambor,
el angulo 8 seria de 27n radianes. La ecuacién 55 es igualmente valida para
una seccién no circular en la que el 4ngulo total de contacto sea (3. Esta con-
clusién resulta evidente del hecho de que el radio r del tambor de la figura 80
no interviene en las ecuaciones del equilibrio de un elemento diferencial de

correa.
La relacién expresada por la ecuacién 55 se aplica también a transmisiones

por correa en las que la correa y la polea se hallen girando a velocidad cons-
tante. En este caso la ecuacién describe el cociente entre las tensiones de la
correa para el caso de deslizamiento o de deslizamiento inminente. Cuando
la velocidad de giro se hace grande, la correa tiende a abandonar la Ilanta, por
lo que la ecuacién 55 lleva consigo un cierto error.

Problemas

6/52. Una cuiia sera irreversible si
su 4dngulo a es menor que un valor
critico. Si es f el coeficiente de roza-
miento entre la cufia y el material
que se escinde, Jcual es el valor cri-
tico de a?

Problema o, 52

6/583. Las dos cufias de 5° de la
figura se utilizan para ajustar la po- 5000 kp
sicion de la columna sometida a una L
carga vertical de 5000 kp. Determi-
nar la magnitud de las fuerzas P
necesarias para elevar la columna si
el coeficiente de rozamiento en to-
das las superficies es 0,40,

Resp. P = 4520 kp

6/54. Si se quiere hacer bajar la
columna cargada del problema 6/53,
calcular las fuerzas horizontales P’
necesarias para extraer las cuiias.

Problema 6/53
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6/55. Un gato tiene un tornillo
de filete cuadrado de radio medio
25 mm y soporta una carga de
500kp. Si es 0,25 el coeficiente de
rozamiento, dcudl es el paso de ros-
ca (avance por vuelta) L méximo
del tornillo para el cual éste no se
desenroscaria por si mismoP Para
esta condicién, ¢cuidl es el momen-
to M del par que hay que aplicar al
tornillo para elevar la carga?
Resp. L = 3,92 cm, M = 666 cm-kp

6/56. El torniquete soporta una
tension T de 7500 kp. Cada tornillo
tiene un didmetro medio de 34,4 mm
Problema 6/56 y tiene un solo filete con un paso de
rosca (avance por vuelta) de 8,3 mm,
siendo un tornillo a derechas y el
otro a izquierdas. Si para aflojar el
torniquete, haciendo girar su cuerpo
e impidiendo que giren los tornillos,
se necesita un par de momento
40,5 m-kp, calcular el coeficiente de
rozamiento eficaz f en los filetes.

6/57. Un cojinete de collar nuevo

y plano soporta la fuerza P de pre-

- sién en el eje. Si a éste se aplica un
momento cohstante M = 37,5 cm.kp,
(a) dqué valor deberi tener P para
5 cm mantener una velocidad de rotacién
constante? Se sabe que el coeficien-
te de rozamiento es 0,15. (b) Para
el caso en que se haya desgastado el
cojinete, calcular el incremento AP
Problema 6/57 de la fuerza de presién necesario
para mantener constante la velocidad

al tener aplicado el mismo momento.

Resp.(a) P = 42,8kp, (b)AP = 1,6 kp
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6/58. Para elevar la carga P se
necesita una fuerza de traccién
T=5P con la cuerda que da 11
vueltas alrededor del 4rbol fijo.
Calcular el coeficiente de rozamiento
f entre cuerda y drbol.

6/59. Para un coeficiente de roza-
miento dado y un nimero de vueltas
dado alrededor del 4rbo] de la con-
figuracién del problema 6/58, se ne-
cesita una fuerza T = 150kp para
elevar P y una fuerza T =24kp
para bajar P. Hallar P.

Resp. P = 60kp

6/60. El anillo de acero A pesa
20kp y sus radios interior y exterior
son de 12,5cm y 15 cm, respectiva-
mente. Se apoya sobre un arbol ho-
rizontal de 10cm de radio. Si se
aplica una fuerza F=15kp a la
periferia del anillo, éste estard a
punto de deslizar. Calcular el coefi-
ciente de rozamiento f y el angulo 6.

Resp. f = 0,600, 6 =30°57

6/61. Para elevar la carga de
500 kg a velocidad constante con el
torno cuyo eje es de 5cm de dia-
metro, hay que aplicar a dicho eje
un par de momento M =15375
cmkp. El torno junto con su eje
pesa 100kp. Calcular el coeficiente
de rozamiento del cojinete.

Besp. f = 0,258

6/62. Calcular el momento M del
par que hay que aplicar al eje del
torno del problema 6/61 para hacer
bajar a velocidad constante la carga
de 500kg. Tomar como coeficiente
de rozamiento el valor f= 0,258
calculado en el problema 6/61.

Problema 6/58

Problema 6 /60

[

500 kg
Problema 6/61
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Vertical\‘

Problema 6/63

Problema ¢/64

Rozamiento

6/63. El arbol A ajusta con huel-
go en el cojinete de la biela de cen-
tro de gravedad G representada. Con
la biela inicialmente en posicién ver-
tical se hace girar lentamente el
arbol hasta que la biela desliza en
el 4ngulo «. Escribir una expresién
exacta del coeficiente de rozamiento.

1

Resp. f=- _
VRS-

6/64. Cada una de las cuatro rue-
das de un vehiculo pesa 75kp y es
de acero templado. El didmetro del
orificio central de cada rueda es de
153,01 cm, con lo que ajusta facil-
mente en el eje de 15 cm fijo al bas-
tidor A de 400 kg. Las cuatro rue-
das soportan por igual el peso del

_ bastidor. Si el vehiculo, inicialmente

en reposo, estid a punto de rodadura
cuando sé& encuentre sobre un plano
inclinado de 6 = 2°, calcular el coe-
ficiente de rozamiento estdtico f en
los cojinetes de 15 cm de didmetro.
Suponer que toda la resistencia a la
rotacién de las ruedas la ofrecen los
cojinetes.
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6/65. En la figura se ha represen-
tado un dispositivo destinado a que
una persona en un balso descienda
con velocidad regulada constante. La
cuerda rodea un 4rbol central fijo al
bastidor y sale libre a través del collar
inferior. Se ajusta el nimero de vuel-
tas haciendo girar el collar inferior, el
cual arrolla o desarrolla la cuerda en
torno al arbol. La entrada de la cuer-
da por el collar superior en A equiva-
le a 1 de vuelta, y el paso rodeando
el 4ngulo B también equivale a 1 de
vuelta, El rozamiento de la cuerda en
los tramos rectos de los collares tiene
un valor medio de 1 kp para cada co-
llar. Si se precisan tres vueltas com-
pletas en torno al 4rbol, ademés de
las correspondientes a los angulos,
para que un hombre de 75 kg des-
cienda a velocidad constante sin ejer-
cer traccién sobre el extremo libre de
la cuerda, calcular el coeficiente de
rozamiento f entre la cuerda y las su-
perficies de contacto del dispositivo.
Despréciese el pequefio dngulo de hé-
lice de la cuerda alrededor del 4rbol.

Resp. f = 0,196

6/66. Determinar la fuerza hori-
zontal P, aplicada a la cufia de 10°,
necesaria para inciar el ascenso del
bloque de 1000 kg. El coeficiente
de rozamiento entre todas las super-
ficies en contacto es 0,30 y el peso
de la cufia es despreciable.

307

L

Problema 6/65

Problema 6/66



308

200 CIMY 1

Problema 6/67

60 em

Problema 6,/69

Rozamiento

6/67. Una cufia de acero de 5° se
fuerza bajo el extremo de una ma-
quina de 1200 kg con una fuerza
P =550kp. Si el coeficiente de ro-
zamiento entre cufia y maquina es
igual a 0,30, asi como entre la cuiia
y el suelo horizontal, determinar la
posicién x del centro de gravedad G
de la mdquina. Esta no puede des-
lizar horizontalmente a causa de un
pequefio obsticulo existente en A.

Resp. x =77 cm

6/68. Con la cufia de 5° se quie-
re ajustar la posicién horizontal del
bloque de hormigén de 900 kg. Si
es 0,70 el coeficiente de rozamiento
en todos los pares de superficies en
contacto, dqué fuerza vertical P se
necesitardi para mover el bloque?
Despréciese el peso de la cufia,

6/69. Las dos cuiias de 10° estan
puestas de manera que una fuerza
P hacia abajo aplicada a una de
ellas hace qué se eleve la carga de
600 kg. El coeficiente de rozamiento
es 0,20 para todas las superficies
deslizantes y los pesos de las cufias
son despreciables. Determinar P.

Resp. P = 246kp
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6/70. Las ruedas delanteras de un
vehiculo experimental de traccién
trasera tienen un radio de 30cm y
estin equipadas con frenos de disco
consistentes en un anillo A de ra-
dios exterior e interior 15cm y
7,5 cm, respectivamente. El anillo,
que no gira con la rueda, se aprieta
contra ella con una fuerza P. Si la
presién entre el anillo y la rueda de
disco es uniforme sobre las superficies
que entran en contacto, calcular la
fuerza de rozamiento F entre cada
neumitico delantero y la calzada ho-
rizontal para una fuerza axial
P=100kp cuando se acciona el
vehiculo a velocidad constante con
las ruedas girando. El coeficiente
de rozamiento entre disco y anillo
es 0,35,

6/71. El cabezal mévil de una
méquina de ensayos universal pesa
2400kp y se eleva a la posicién de
ensayo por medio de dos tornillos
sin fin de 7,5 cm de didmetro, cada
uno de los cuales tiene rosca simple
de paso 1,25 cm. Si el coeficiente de
rozamiento en las roscas es de 0,25
Jcudl ha de ser el momento M del
par que hay que aplicar a cada tor-
nillo (s) para elevar el cabezal y
(b) para bajarlo? Las columnas de
carga interiores no estdn unidas al
cabezal durante el proceso de situa-
ci6n: del mismo.

Resp. (@) M = 1381 cmkp
(b)) M= 875cmkp
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Problema 6/72

Problema 6/73

6/72. El dispositivo de la figura
se utiliza como gato. El tornillo es de
doble rosca con filete cuadrado, de
didmetro medio 7/8 pulgada y un
paso de 1/3 pulgada. La seccién A
del tornillo tiene rosca a derechas y
la seccion B rosca a izquierdas.
Para 0 = 30° determinar: (@) el mo-
mento M del par que debe aplicarse
al tornillo para elevar una carga
P="750kp y (b) el momento M’
necesario para hacer descender la
carga. El coeficiente de rozamiento
en las roscas es igual a 0,20.

6/73. El tornillo de la pequeiia
prensa tiene un didmetro medio de
25mm y una doble rosca de filete
cuadrado de paso 8 mm, El cojinete
plano de empuje en A se representa
ampliado y tiene superficies bien des-
gastadas. Si es 0,25 el coeficiente de
rozamiento tanto para los filetes como
para el cojinete en A, calcular el mo-
mento M que hay que aplicar al vo-
lante para (a) originar una fuerza

- compresiva de 4000N y (b) para

aflojar la prensa partiendo de la
compresién de 4000 N.
Resp. (a) M =24,05m N
: (b)) M=1322m:N
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6/74. E1 proyectil cohete de
20000kg se hace descender a su
silo protector mediante un ascensor
de dos tornillos, tal como se indica.
Cada tornillo pesa 1091 kg, tiene un
didmetro de 130 mm y tiene una ros-
ca simple de filete cuadrado de
13 mm de paso. Los tornillos giran
sincrénicamente por accién de un
motor situado en la base del silo. El
peso total del cohete, tornillos y de
la plataforma de 4281 kg se reparte
por igual entre cojinete planos de co-
llar situados en A, cada uno de los
cuales tiene un didmetro exterior de
250 mm y un didmetro interior de
125 mm. Se supone que la presién
sobre los cojinetes se distribuye uni-
formemente sobre la superficie de és-
tos. Si es 0,15 el coeficiente de roza-
miento para el cojinete de collar y los
tornillos en B, calcular el momento M
del par que hay que aplicar a cada
tornillo (@) para elevar el ascensor y
(b) para hacerlo descender.

Resp. (@) M = 33 537 cmkp
(b) M = 28 440 e kp

6/75. El tambor uniforme A cuyo
centro de gravedad se halla a la mi-
tad de su longitud estd suspendido
por una cuerda que pasa sobre la
superficie cilindrica fija B. El coefi-
ciente de rozamiento estatico entre
la cuerda y la superficie sobre la cual
pasa es f. Determinar el valor maxi-
mo que puede tener la dimensién a
sin que vuelque el tambor a partir
de su posicién horizontal.

-
2
=1
£l
2
(=l
=l
=1
=
g
=l
=
=l
=
=
El
=
g
gl
c
=
=1
B
=
el
[=]

Problema 6,74

Problema 6 75
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Problema 6/77

&

10cm
15cm 1

Problema 6/78

Rozamiento

6/76. El cuadrilatero articulado se
halla inicialmente en reposo bajo la
accibn de los pares de momentos
M; y M,. Si se incrementa gradual-
mente M; hasta que se mueva el
mecanismo, escribir una expresién
exacta del édngulo a que forma la
fuerza compresiva resultante en la
barra AB con el eje de ésta en las
condiciones de movimiento inminen-
te. El coeficiente de rozamiento en
cada cojinete es f.

d

T +f12

6/77. Para el disco plano de lijar
de radio a, la presion p desarrollada
entre el disco y la superficie enarena-
da subyacente disminuyelinealmente
con r desde un valor pg en el centro
hasta py/2 en r = a. Si es f el coefi-
ciente de rozamiento, deducir la ex-
presién del momento M del par que
hay que aplicar al eje del disco para
hacerlo girar estando sometido a la
fuerza axial L.

Resp. « = arcsen

6/78. En la figura puede verse un
embrague de disco multiple de un
motor marino. Los discos conducto-
res A estin montados sobre el eje
conductor B de manera que puedan
deslizar libremente a lo largo de di-
cho eje, si bien deben girar con él.
Los discos C accionan la carcasa D
por medio de los pasadores E a lo
largo de los cuales pueden deslizar
libremente. En el embrague represen-
tado hay cinco pares de superficies
con rozamiento. Suponer que la pre-
sién se distribuye uniformemente so-
bre la superficie de los discos y de-
terminar el momento méximo M del
par que se puede transmitir si el
coeficiente de rozamiento es 0,15 y
P = 50 kp.

Resp. M = 33,5 mkp
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6/79. Un cojinete plano de disco
soporta una carga P con un espacio
totalmente lubricado con aceite. La
presién del aceite se mantiene por
medio de una linea de alimentacién
regulada que incide en el centro del
cojinete. El aceite tiene un coeficien-
te de viscosidad u y a una distancia
radial cualquiera tiene una velocidad

" tangencial que varia linealmente
desde cero en el fondo en reposo
del espacio-de aceite hasta la velo-
cidad correspondiente de la superfi-
cie en rotacion del cojinete que se
halla inmediatamente encima. Dedu-
cir una expresiéon del momento M
del par necesario para vencer la re-
sistencia del aceite al movimiento
para una velocidad angular constan-
te w del eje y para una separacién
vertical h del cojinete.

6/80. Un 4rbol de 75 mm de di-
metro y de 500 mm de longitud estd
protegido por un tubo exterior fijo
de igual longitud que tiene un did-
metro interior de 75,75 mm. Si el
4rbol gira a-la velocidad constante
de 3000 rpm, calcular el momento M
del par resistente que se ejerce sobre
el 4rbol a consecuencia de la visco-
sidad de la pelicula de aire compren-
dida entre el 4rbol y el tubo. Despré-

ciese el efecto de las fugas de aire

por-los extremos del tubo y supénga-
se un gradiente lineal de velocidades

entre las superficies del 4rbol y del .

tubo, segin se indica. La presion es

la atmosférica y la temperatura es de -

20°C. Si se redujera’ a la mitad el
~huelgo entre el arbol y el tubo, gcuil
seria el par resistente?

Resp. M - 025 cm N

Alimentacién
de aceite

Problema 6,79

Problema .6,- 80
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Ty

Problema 6 81

0cm

0cm

<SS

ol

Problema 6 82

Seccion
trapezoidal
de la correa

Problema 6/83

7,5 cm diam.|

6/81. La cinta desliza alrededor
de los dos mufiones fijos como se in-
dica y estd sometida a la accién de
las tensiones horizontales Ty = 20 N
y Ty =80 N. Determinar el coefi-
ciente de rozamiento f entre la cinta
y los mufiones.

Resp. f = 0,313

6/82. El conjunto representado en
la figura pesa 50 kp estando su cen-
tro de gravedad en G y estd sopor-
tado por los dos hilos que rodean
los mufiones fijos y se mantiene a
igual tensién por accién de la placa
igualadora A y el resorte ajustable S.
Calcular la tensién minima T en el
resorte que asegure que el conjunto
permanezca suspendido de la manera
que se indica. El coeficiente de ro-
zamiento entre el hilo y los mufiones
es 0,30,

Resp. T = 28,3kp

6/83. Sustituir la correa plana y
polea de la figura 80 por una correa
trapezoidal y una polea con acana-
ladura de igual forma, como se in-
dica en la vista en seccién que
acompafia a este problema. Dedu-
cir la relacibn entre las tensiones
de la correa, el 4ngulo de contacto
y el coeficiente de rozamiento de
la correa trapezoidal cuando haya
deslizamiento inminente. La utili-
zacibn de una correa trapezoidal
con ¢ = 35° dequivaldria a multipli-
car por un factor n el coeficiente de
rozamiento de una correa plana del
mismo material?

_ . __ B
Resp. Tz = Tie!® donde B = on (a2
n=23,33
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6/84. Determinar la expresién del
momento M del par que hay que
aplicar para hacer girar el 4rbol cuyo
empuje L soporta un cojinete cénico
de pivote. El coeficiente de rozamien-
to es f y la presién del cojinete es
constante.

Resp. M. = _JL df—d®
3sen% d? — dy?

6/85. El cojinete esférico situado
al extremo del eje soporta una carga
axial P. Determinar la expresién del
momento M que haga girar el eje
venciendo el rozamiento del cojinete.
Suponer que la presién p es directa-
mente proporcional a sena y que el
coeficiente de rozamiento es f.

Resp. M = fPr

6/86. Hallar el momento M del
par necesario para hacer girar la tu-
beria en el soporte en V venciendo
la accién de la cinta flexible. A la
palanca de eje O se aplica una fuer-
za P =125 N. El coeficiente de ro-
zamiento entre la cinta y la tuberia
es 0,30 y entre la tuberia y el so-
porte 0,40. Los pesos de las partes
son despreciables.

Resp. M = 229 m-N

d1>!
dzi)l

L

Problema 6/84

Problema 6,85

Problema 6/86
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6/87. En la figura puede verse un
freno de cinta diferencial. Determi-
nar la fuerza P necesaria para frenar
la rueda con un par del sentido de
las agujas del reloj y momento M si
el coeficiente de rozamiento es f.
dQué sucede si a,/a; < eff?

Problema 0,87 .
46/88. Se fuerza el pasador tronco-
cbnico en el orificio de igual forma
practicado en el bloque fijo, aplican-
do una fuerza P = 200 kp. Si la fuer-
za necesaria para airancar el pasa-
dor es P’ = 150 kp, calcular el coefi-
ciente de rozamiento entre el pasa-
dor y la superficie del orificio.

Resp. f = 0,122

46/89. Se utiliza la cadena de ro-
- dillos como ,agarradero de tuberias.
. Si es.0,25 el coeficiente de rozamien-

" to entre la cadena y la tuberia fija,
* determinar el valor minimo ‘de h que
1mplda el deslizamiento del agarra-
dero sobre la tuberia independiente-
mente de P. Despréciense los pesos
- de la cadena y del mango y.despré--.
ciese todo rozamiento entre el extre-
mo. 1zqu1erdo del mango y la tuberia,
Resp. h = 9220m,, '

«€6/90. Se emplea una cufia de 5° '
pala elevar el cilindro de 500 kg en
la forma que se indica. Si en todas

" las supeificies es 1 el coeficiente de
rozamiento, determinar la fueiza P

. necesaua para mover la cufia.

~Problema-o vo s C Resp P.._ 179 kp
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4 6/91. Un hilo flexible ligero pasa
alrededor del disco circular de peso
P y termina en una pequeiia polea
que puede hallar libremente su po-
sicién de equilibrio en el hilo. Si es
0,50 el coeficiente de rozamiento en-
tre hilo y disco, calcular el angulo «
"que forman las normales al hilo- en’
los puntos de tangencia correspon-
dientes a la posicion en que el disco
esté a punto de girar bajo la accién
del par M aplicado a él. (Sugerencia:
Resolver grificamente la ecuacién
resultante que da a.)

Resp. a = 87°2(¢/

46/92. Sustitiyase el filete cuadra-
do del gato de la figura 76 por un file-
te en V como el indicado en la figura
del problema y determinese el mo-
mento M que hay que aplicar al tor-
nillo para elevar un peso P. La fuer-
za R que acttia sobre una pequefia
seccién representativa del filete estd
representada con sus proyecciones. El
vector R, es la proyeccién de R en el
plano de la figura que contiene al eje
del tornillo. Se inicia el anilisis con
una suma de fuerzas axiales y de mo-
mentos que incluye la sustitucién de
los 4ngulos y y 8 en funcién de los 6,
a y del angulo de rozamiento ¢=arc
tg f. Para mayor claridad se ha exa-
gerado el angulo de la hélice de la
rosca simple.

Resp.
4
+ 1+ tg2 2
, tga +f tg*5
1-f tga\/l + tgzicosza

=L
donde tga = 5=

cos? a
M=P

Problema 6,92

317
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Problema 6,93

46/93. La cadena tiene un peso u
por unidad de longitud. Determinar
la longitud h de la misma, que pende
por debajo de la guia cilindrica fija,
correspondiente al deslizamiento in-
minente. El coeficiente de rozamiento
es f. (Sugerencia: La ecuacién dife-
rencial resultante en la que intervie-
ne la tensién variable T de la cade-
na correspondiente al 4ngulo 6 es de
la forma dT/dé 4 KT = f{(6), que es
una ecuacién lineal, no homogénea,
de primer orden, con coeficiente
constante. Su integral es '

T = Ce kv 4 ¢Ko f eKof(6) df
donde C y K son constantes.)

; |
Resp. h = _f_l +’fz (1 + efm)
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36. Introduccién. En los capitulos anteriores se ha analizado el equilibrio
de un cuerpo aisldndolo, siguiendo la técnica del diagrama de sélido libre y es-
cribiendo las ecuaciones correspondientes a las anulaciones de las sumas de fuer-
zas y de las sumas- de momentos. Dicho método se ha aplicado casi siempre a
cuerpos cuya posicin de equilibrio se conocia o se especificaba y donde la
incégnita a determinar era una o varias fuerzas exteriores,

Existe otro tipo de problemas en el que los cuerpos estin compuestos de
miembros interconectados que permiten el movimiento relativo de las partes,
permitiendo examinar, por tanto, varias configuraciones de equilibrio. En los pro-
blemas de este tipo, aun cuando las ecuaciones de equilibrio de fuerzas y de
momentos siguen siendo validas y adecuadas no constituyen el método mas
directo y conveniente, Mas 1til y directo resulta ser entonces un método basado
en el concepto de trabajo efectuado por una fuerza. Ademés, el método propor-
ciona una visién més profunda del comportamiento de sistemas mecénicos y
permite examinar la estabilidad de los sistemas en equilibrio. Vamos a desarro-
llar a continuacién este método.

37. Trabajo. La expresién trabajo se emplea en sentido cuantitativo, en
contraste con su empleo comiin no cientifico. El trabajo efectuado por una fuer-
za F a lo largo de un desplazamiento infinitesimal ds de su punto de aplica-
cién O, figura 8la, es por definicién la cantidad escalar

dU=F-ds.

La magnitud de este producto escalar del vector fuerza por el vector desplaza-
miento es dU = F ds cos o, donde o es el dngulo que forman F y ds. Esta ex-
presién puede interpretarse como el desplazamiento multiplicado por la com-
ponente F cos o de la fuerza en la direccién del desplazamiento, tal como re-
presentan las lineas de trazos de la figura 81b. También puede interpretarse
el trabajo dU como el producto de la fuerza por la componente del desplaza-

319
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. F\')d‘:f// N&iﬁ’}_a
SO\
/éamino de O \fc./oed'
(a) (b)
Figura 81

miento dscosa en la direccién de la fuerza, lo que estd representado por las
lineas de trazo continuo de la figura 81b. Con esta definicién de trabajo resulta
que la componente F sen o normal al desplazamiento no trabaja. El trabajo es
positivo si la componente F cosa que trabaja tiene el mismo sentido que el
desplazamiento y negativo si tiene sentido contrario. El trabajo es una cantidad
escalar cuyas dimensiones son las de una fuerza por una distancia y suele ex-
presarse en joule (J) 0 newton-metro, kilopondmetros (kpm) y kilowatt-hora (kWh).
El trabajo tiene las mismas dimensiones que el momento, Para distinguir entre
ambas cantidades, se recomienda expresar el trabajo en joule o kilopondmetros y
el momento en metrokilopond, como hemos venido haciendo; también hemos ex-
presado el momento en metro newton, mientras que el trabajo lo expresaremos en
newton-metro, si bien esta unidad tiene su propio nombre de joule. Obsérvese
que el trabajo es un escalar en que interviene el producto de una fuerza por una
distancia, ambas medidas a lo largo de una misma direccién, mientras que el
momento es un vector que entraiia el producto de una fuerza por una distancia
medida en una direccién perpendicular a la fuerza,

Durante un desplazamiento finito s, del punto de aplicacién de una fuerza,
ésta realiza un trabajo igual a

U= [Fds=(Fdx+Fdy+F.do),
0 sea

U=/Fcosads.

Para efectuar esta integracion es necesario conocer la relacién existente entre
las componentes y sus coordenadas respectlvas, o sea, las relaciones entre F y s
y entre cos a y $.

En el caso de fuerzas concurrentes que se ejerzan sobre un cuerpo, el tra-
bajo efectuado por su resultante es igual al trabajo total efectuado por las dis-
tintas fuerzas. Puede verse esto partiendo del hecho de que la componente de
la resultante segin la direccién del desplazamiento es igual a la suma de las
componentes de las distintas fuerzas en la misma direccién.

El trabajo efectuado por un par de momento M que se ejerza sobre un
cuerpo obedece a una relacién vectorial analoga a la del trabajo de una fuerza.
Considérese el momento M = 2r X F del par formado por dos fuerzas opues-
tas F aplicadas al disco de la figura 82, Si el disco sutre un desplazamiento
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Figura 82

angular db, respecto al eje z, cada fuerza efectia un trabajo Frdf, siendo
rdd, el movimiento del punto de aplicacién de F sobre el arco y el tra-
bajo del par es, por tanto, dU = 2 Fr d6, =M d0,. Para las rotaciones infinitesi-
males df, respecto al eje x y df, respecto al eje y, los puntos de aplicacién de
las fuerzas no tienen desplazamiento en la direccién de las fuerzas, por lo que
no se efectiia trabajo. La tUnica componente de la rotacién infinitesimal resul-
tante d0 = i df, 4 j df, + k db, del disco que se traduce en trabajo del par es
la componente z,d0, = df cos y. Por tanto, el trabajo del par puede expresarse
por el producto escalar

dU = M- do,

que es analoga a la expresién del trabajo de una fuerza. El 4ngulo 0 se expresa
en radianes y el trabajo tiene las unidades de N-m, es decir joule, o bien kp.m.
Si la componente de df segin el eje del par tiene sentido contrario al del mo-
mento del par, el trabajo efectuado es negativo, Si el disco de la figura 82
tuviera traslacién en una direccién cualquiera (movimiento sin rotacién), el
trabajo efectuado por una de las fuerzas se anularia con el efectuado por la otra,
por lo que el trabajo del par sélo figura en la rotacién.

El trabajo total efectuado por un par durante una rotacién finita del cuerpo
sobre el que se ejerce es

U=fM-d0=f(M,d49@ + M,dé, + M.db,),

O Ssea
szMcosydO,

donde y representa el 4ngulo medido entre los dos vectores M y d6. Hay que
tener cuidado al manejar los vectores rotacién, porque puede demostrarse * que,

® WVeéase Dindmica, Capitulo 7, apartado 37.
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si bien las rotaciones infinitesimales pueden sumarse vectorialmente como en
la figura 82, las rotaciones finitas no obedecen a la ley conmutativa de la adicién
de vectores. Por tanto, no se podrd multiplicar una rotacién finita por un par
para obtener trabajo, a menos que la rotacién tenga lugar alrededor de un eje
fijo, en cuyo caso la direccién del vector rotacién permanece invariada.

Consideremos ahora una particula cuya posicion de equilibrio esté deter-
minada por las fuerzas que se ejercen sobre ella. Todo desplazamiento elemental
arbitrario que podamos imaginar 8s que la separe de su posicién natural recibe
el nombre de desplazamiento virtual. E] término virtual se emplea para indicar
que el desplazamiento no existe en realidad, sino que sélo lo imaginamos con
el fin de comparar varias posibles posiciones de equilibrio en el proceso de se-
leccién de la correcta. El trabajo realizado por una fuerza cualquiera F que se
ejerza sobre la particula durante el desplazamiento virtual recibe el nombre de
trabajo virtual y es

SU=F-88 osea 8U = Fdscosa,

donde o es el 4ngulo que forman F y §s. La diferencia entre ds y 8s es que ds
se refiere a un cambio infinitesimal en un movimiento real, mientras que &s se
refiere a un movimiento virtual o supuesto. Desde un punto de vista matema-
tico, ambas cantidades son infinitésimos de primer orden.

También puede ser un desplazamiento virtual una rotacién 80 de un cuer-
po. El trabajo virtual efectuado por un par de momento M durante un despla-
zamiento angular virtual §0 es, pues, U = M- 0.

La fuerza F o el momento M puede considerarse que se mantienen cons-
tantes durante cualquier desplazamiento virtual infinitesimal 8s o 6. Si se tiene
en cuenta la variacién de magnitud o direccién de F o M durante el movimiento
infinitesimal, salen términos de orden superior que desaparecen en el limite.
Esta consideracién es la misma que permite escribir que un elemento de area
limitado por la curva y = f(x) es dA =y dx.

38. Equilibrio de un cuerpo rigido. Un cuerpo rigido puede conside-
rarse compuesto de un conjunto de particulas unidas cuyas distancias mutuas
se mantienen invariables. Las condiciones de equilibrio del cuerpo en funcién
del trabajo virtual de las fuerzas que se ejercen sobre él se establecen consi-
derando en primer lugar el equilibrio de una particula tnica.

Si est4 en equilibrio una particula, el trabajo virtual efectuado por todas
las fuerzas que se ejercen sobre ella durante un desplazamiento virtual arbi-
trario cualquiera 8s que la separe de su posicion de equilibrio es

8U=F,-6s + Fy-08 + F3+08 + ---
= 88:2F = ZF, 8x + ZF, 0y + ZF, 8z = 0.

La suma es nula, puesto que XF = 0 y también 3F, =0, 3F, =0y ZF.=0.
La ecuacién8§U= 0 es, pues, otro enunciado de las condiciones de equilibrio de
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una particula. Esta condicién de trabajo virtual nulo es necesaria y suficiente,
ya que puede aplicarse a desplazamientos virtuales tomados uno cada vez en
cada una de las tres direcciones mutuamente perpendiculares y es por tanto
equivalente a los tres requisitos escalares conocidos para el equilibrio. . .

El principio de trabajo virtual nulo para el equilibrio de una particula
tnica no suele simplificar este problema ya sencillo de por si, ya que el des-
plazamiento virtual aparece como factor en todos los términos y por tanto se
elimina. El concepto de trabajo virtual para una particula se introduce para
aplicarlo a sistemas de particulas en la explicacién subsiguiente.

Es facil extender el principio del trabajo virtual de una particula a un sis-
tema de particulas unidas rigidamente formando un cuerpo rigido. En un cuerpo
rigido las distancias entre sus particulas permanecen constantes y por tanto nada
del trabajo efectuado por fuerzas exteriores al cuerpo puede absorberse por
rozamientos internos o por deformaciones elasticas internas que, en un cuerpo
rigido, se suponen ausentes.

Como es nulo el trabajo virtual efectuado sobre cada particula del cuerpo
en equilibrio, se deduce que el trabajo virtual efectuado sobre el cuerpo en
total es nulo. En el calculo de 8U = 0 para todo el cuerpo sélo aparece el
trabajo virtual efectuado por las fuerzas exteriores, ya que las fuerzas interiores
son dos a dos iguales, opuestas y de igual linea de accidn, y serd nulo el trabajo
realizado por estas fuerzas durante un movimiento cualquiera. Este trabajo total
es nulo, porque las componentes de los desplazamientos de las dos particulas
segtin las lineas de accién de las fuerzas son iguales en el caso de un cuerpo
rigido.

De nuevo, como en el caso de una particula, el principio de los trabajos
virtuales no ofrece ninguna ventaja real para la solucién del equilibrio de un
cuerpo rigido tnico. Todo desplazamiento virtual supuesto definido por un
movimiento lineal o angular aparecera en cada uno de los términos de U =0
y al eliminarlo quedara la misma expresién que se habria obtenido utilizando
directamente la ecuacién de las fuerzas o la de los momentos. Esta condicion
se ilustra en la figura 83, en donde se quiere determinar la reaccién R bajo el
rodillo de la placa articulada de peso despreciable sometida a la accién de una
fuerza dada P. Una pequefia rotacién imaginada 80 de la placa alrededor de O
es compatible con la articulacién de ligadura situada en O y la tomaremos como
desplazamiento virtual. El trabajo efectuado por P es — Pa 88 y el efectuado
por R es + Rb 80. Por tanto, el principio U =0 da

—Pad8 + Rb&G = 0.
Eliminando 80 queda
Pa— Rb=0,

que no es mas que la ecuacién de equilibrio de los momentos respecto a O. Por
tanto, no se ha ganado nada utilizando el principio de los trabajos virtuales
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para un cuerpo rigido tnico. El empleo del principio presenta ventajas evidentes
en el caso de cuerpos interconectados, segin se describe en el apartado siguiente,

39. Sistemas de cuerpos rigidos. Vamos a extender ahora el principio
de los trabajos virtuales para describir un sistema de cuerpos rigidos interco-
nectados, en el cual quedarid patente la ventaja del principio. Serd necesario,
es primer lugar, hacer ciertas observaciones referentes a los sistemas mecénicos.

Dos o mas cuerpos rigidos unidos por conexiones mecénicas exentas de
rozamientos y que no puedan absorber energia por elongacién o compresion,
constituyen un sistema mecénico ideal. En la figura 84 Eueden verse ejemplos
de sistemas ideales. En cada sistema se supone que no hay rozamiento en las
conexiones. Pueden existir fuerzas de rozamiento en la cara exterior del émbolo,
de la figura 844, ya que dichas fuerzas serfan exteriores al sistema compuesto
por el émbolo, biela y cigiienal, y, si se conocen, pueden tratarse como otra
fuerza exterior cualquiera. El dispositivo de polea y cuerda de la figura 84b
es un sistema ideal mientras sea despreciable el alargamiento de la cuerda y ésta
no deslice sobre la polea introduciendo rozamiento cinético y desprendimiento
de calor. Aislando un sistema ideal mediante un diagrama para sélido libre en el
que figuren todas las fuerzas exteriores al sistema, como el indicado en la figu-
ra 84c, se ve que durante cualquiera de los movimientos posibles del sistema o
de sus partes el trabajo total realizado por las fuerzas interiores en las conexiones
es nulo. Esto es asi porque las fuerzas interiores son iguales dos a dos y opuestas,
segln se ilustra para la articulacién B de la figura 84c, y toda reaccion realizara
un trabajo igual y opuesto al realizado por su correspondiente accién. Luego, el
principio de los trabajos virtuales serad aplicable a un tal sistema conectado
cuando solamente las fuerzas exteriores puedan realizar trabajo durante un des-
plazamiento virtual. El principio puede enunciarse de nuevo en la forma si-
guiente: Para un sistema en equilibrio de conexiones ideales, el trabajo total
realizado por todas las fuerzas exteriores al sistema es siempre nulo para cual-
quiera de los desplazamientos virtuales posibles compatibles con las conexiones.

Para aplicar el principio de los trabajos virtuales es necesario observar tan-
to las libertades como las ligaduras para los desplazamientos posibles de un
sistema mecénico. En los mecanismos de las figuras 84a, b y c sblo se precisa

Figura 83
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una coordenada en cada caso para especificar la posicién de todas las partes del
sistema. Asi, el angulo de la biela determina la posicién del émbolo. El movi-
miento del extremo libre de la cuerda especifica por completo la posicién del
peso P y las posiciones angulares de las poleas. Y la posicién angular de la
barra AB determina univocamente las posiciones de las otras dos barras. Estos
mecanismos y otros en donde sélo se necesita una coordenada para especificar
la configuracién del sistema se dice que tienen un grado de libertad. En la figu-
ra 84d la posicién de P dependerd de los desplazamientos independientes de
los dos extremos libres de la cuerda y por tanto este dispositivo tiene dos grados
de libertad. El mecanismo de cinco barras de la figura 84e (una de las barras es
el suelo) tiene dos grados de libertad, ya que una rotaciéon de A a A’ podria ir
acompafiada de una rotacién de B a B’ 0 a B”, o0 a otro nimero cualquiera de
distintas posiciones posibles. Asi pues, deberan especificarse las posiciones de
Ay B antes de que queden determinadas univocamente las posiciones de las
dos barras restantes. El mecanismo de seis barras de la figura 84f tiene tres
grados de libertad. Un cuerpo rigido que pueda moverse libremente en el es-

Figura 84
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pacio tiene seis grados de libertad, tres componentes de traslacién y tres de
rotacion.

Por tanto, el nimero de grados de libertad es igual al nimero de coorde-
nadas independientes necesarias para determinar univocamente la configuracion
del sistema. El nimero de desplazamientos virtuales posibles de un sistema sera
igual al nimero de grados de libertad. .

Todas las fuerzas exteriores existentes en reacciones fijas realizan un trabajo
nulo durante un desplazamiento virtual cualquiera compatible con las ligaduras
de dichas reacciones. A esas fuerzas exteriores, tales como R; y R de la fig. 84 ¢,
se les da el nombre de fuerzas reactivas para distinguirlas de las fuerzas aplica-
das exteriormente o fuerzas activas, tales como la Q de esta misma figura, que
efectian trabajo durante un desplazamiento virtual posible. Las fuerzas masicas,
tales como el peso, pueden tratarse de igual manera que cualquier otra fuerza
activa. Con la observacién de que s6lo efectiian trabajo las fuerzas activas, el
principio de los trabajos virtuales puede enunciarse ahora de manera un tanto
restringida. El trabajo virtual efectuado por fuerzas activas exteriores sobre un
sistema mecénico ideal en equilibrio es nulo para todo desplazamiento virtual
compatible con las ligaduras. En esta forma, el principio halla su méxima apli-
cacién en sistemas ideales. El sistema puede expresarse simbdlicamente median-
te la ecuacién
> sU = 0, (56)
donde §U representa el trabajo virtual total efectuado por todas las fuerzas ac-
tivas exteriores durante un desplazamiento virtual. En los sistemas en los que
las fuerzas o momentos en una o mdas conexiones efectian trabajo, como ocurre
en las barras articuladas conectadas por un resorte de torsién en la articulacion,
los trabajos no se anulan y deben incluirse en la ecuacién §U = 0.

Solamente ahora podran verse las verdaderas ventajas del método de los
trabajos virtuales. Esencialmente, son dos. La primera, que no es necesario des-
membrar los sistemas ideales para establecer las relaciones entre las fuerzas
activas, como suele ocurrir en el método para el analisis del equilibrio basado
en las adiciones de fuerzas y momentos. La segunda, que pueden determinarse
directamente las relaciones entre las fuerzas activas sin hacer referencia a las
fuerzas reactivas. Estas ventajas hacen particularmente util el método de los
trabajos virtuales en la determinacién de la posicién de equilibrio de un sistema
sometido a cargas conocidas. Este tipo de problema es el contrario del de deter-
minar las fuerzas que actan sobre un cuerpo cuando se fija su posicién de
equilibrio.

En el método de los trabajos virtuales debe dibujarse un esquema que aisle
el sistema que se considera. A diferencia del diagrama para el sélido libre, en el
que se indican todas las fuerzas, el esquema para el método de los trabajos sélo
precisa indicar las fuerzas activas, ya que las reactivas no intervienen en la
aplicacién de 8U =0 en el sentido restringido para sistemas con ligaduras.
A dicho esquema puede llamérsele diagrama de las fuerzas activas.



Trabajo virtual 327

La mayorfa de los problemas contienen un solo grado de libertad y como
el nimero de desplazamientos virtuales posibles es igual al nimero de grados de
libertad, dichos problemas requeriran una aplicacién de la ecuacién 56 para el
desplazamiento virtual émico. En el caso de sistemas de n grados de libertad
ser4 necesario resolver n ecuaciones, cada una de las cuales expresen el trabajo
virtual nulo de todas las fuerzas activas, debido a cada uno de los n desplaza-
mientos virtuales posibles considerados por separado, mientras los demas se
conservan nulos.

Problemas tipo

7/1. Cada una de las dos barras articuladas tiene un peso P y una longitud [,
estando soportada y cargada en la forma que se indica. Determinar el dngulo 6 de
equilibrio para una fuerza F dada. .

Solucion. Puede verse aparte el diagrama de las fuerzas activas para el sistema
compuesto por los dos miembros, en el que se incluyen los dos pesos ademis de la
fuerza F. Todas las demés fuerzas que actlan exteriormente sobre el sistema son
fuerzas reactivas que no trabajan durante un movimiento virtual 3x y por ello no se
indican.

El principio de los trabajos virtuales exige que el trabajo total de todas las fuer-
zas activas exteriores sea nulo para todo desplazamiento virtual compatible con las
ligaduras. Asi, para un movimiento 3x

[8U = 0] Féx +2Poh=0.

De la geometria del sistema resulta evidente que 3h serd negativo para un 3x positivo.
Cada uno de estos desplazamientos virtuales se expresard ahora en funcién de la
variable 6 que es la cantidad requerida. Asi

-1 [ = —Lsent
h = —=cos y 8h = sen 3 86.
Anilogamente,
— 0 - (2
x = 2lsen y 8x = I cos > 86.

Problema 7/1
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Sustituyendo en la ecuacién de los trabajos virtuales se tiene

[} ! 8 55 _
Flcos§80—2sten2 80 = 0,

de donde,

2F

2F bien §=2 arctg—P—.

]
3=

Para obtener este resultado mediante los principios de adicién de fuerzas y de
momentos, seria necesario desmembrar la estructura y tener en cuenta todas las fuer-
zas que actian sobre cada miembro. La solucién por el método de los trabajos vir-
tuales lleva consigo una operacién més sencilla.

7/2. Se lleva el peso P a una posicién de equilibrio aplicando el par de mo-
mento M al extremo de una de las dos barras paralelas articuladas de la manera que
se indica. Los pesos de las barras son despreciables y se supone que no hay roza-
miento alguno. Determinar la expresion del angulo de equilibrio 6 que forman las
barras con la vertical para un valor dado de M.

Solucién. El esquema dado constituye el diagrama de fuerzas activas del me-
canismo completo, ya que P y M son las tnicas fuerzas y momentos exteriores que
trabajan sobre el sistema durante una variacién de 6.

La posicién vertical del centro de gravedad G se halla a una distancia h por
debajo de la horizontal de referencia y tenemos h = bcosf + c. El trabajo efec-
tuado por P durante un movimiento 3h en la direccion de P es

+ P8h = P 8(bcost + c)
P(—bsen 880 + 0)
— Pbsen 086,

El signo menos indica que el trabajo es negativo para un valor positivo de 30, La
constante ¢ desaparece porque su derivada es cero.

Con 6 medido positivo en sentido horario, 36 también lo serd en el mismo sen-
tido. Asi pues, el trabajo efectuado por el par M de sentido horario serd 4 M 30.
Sustituyendo en la ecuacién del trabajo virtual se tiene

[8U=0] M3+ Poh=0
lo cual da
M 39 = Pb sen 6 30

M
§ = arcsen =T Resp.
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Como sen & no puede ser mayor que la unidad, M estard limitado a valores que no
sean mayores que Pb,

Problema 7,2

La ventaja de resolver este problema por el método del trabajo virtual se ve
inmediatamente cuando se aborda su solucién mediante el equilibrio de fuerzas y
momentos. En tal caso deberian dibujarse diagramas de sélido libre para las tres
partes moviles y habria que tener en cuenta las reacciones internas en las articula-
ciones. Para seguir estos pasos seria necesario incluir en el anlisis la posicién hori-
zontal de G respecto a los puntos de unién de las dos barras, aun cuando al final
desaparezca la referencia a esta posicién al resolver las ecuaciones. Resulta eviden-
te, pues, que en este problema el método de los trabajos virtuales lleva directamente
de causa a efecto y evita la referencia a cantidades sin importancia.

7/3. Se aplica una fuerza horizontal F al extremo de una de las tres barras
articuladas iguales de la figura, cuyo peso es P y su longitud I. Determinar la confi-
guracién de equilibrio.

Solucidn. La configuracién de equilibrio puede quedar especificada determi-
nando los 4ngulos 9;, 9, y 8;. Luego, se requerirdn tres coordenadas independientes
para describir univocamente las posiciones de las barras. En consecuencia, el problema
es de tres grados de libertad. Serd necesario aplicar tres veces el principio 3U = 0,
haciendo variar en cada aplicacién una de las coordenadas, dejando constantes las
otras dos.

El diagrama de las fuerzas activas muestra los tres pesos y la carga aplicada F.
De la geometria del sistema se deduce

by = —é»cos 05,  hy =1 (cos b + 4 cos by),

hs = 1 (cos 0y + cos 02 + 4 cos 03),

x = I (senfy +sen @y + sen 03).
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Si se hace variar primeramente 0; manteniendo constantes 6, y 6,5, el principio de
los trabajos virtuales requiere:

[8U=0],, Fox+ Pohs=0, Fl cos 85 85 — P—é—senﬂg 805 = 0,
= 2F Resp.
tg 65 = 7

A continuacién, se hace variar 9, manteniendo constantes 6, y 63, con lo que,
[8U=0],, Fox+ P+ Pohy=0,
Fl cos 6, 86, — Plsenf, 80, — P<send: 86, =0,
_2F
tg b2 =35 - Resp.

Por 1ltimo, se hace variar 6, mientras se mantienen constantes 8y y 83. Asi,
[8U=0]g1 Féx + P8h3+ P8h2+P6h1=0

Flcos9,60; — Plsen6,80; — Plsen 8,80, ~ P —2l-sen01 86, =0

tg 6, = -g'—g Resp.

Problema 7,3

7/4. La posicién angular de la conexién telescopica OA respecto al eje z estd
regulada por el momento M del par aplicado al 4rbol OB. El extremo A estd confi-
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nado a deslizar a lo largo de un éarbol fijo CD. La varilla de conexién tiene un peso
P y centro de gravedad en G que siempre se halla a un tercio de la distancia de O
a A. Determinar, en ausencia de rozamiento, ¢l momento M que se necesita para
mantener el equilibrio para un valor dado de h.

Solucién. El diagrama de fuerzas activas del sistema sélo contiene M y P, ya
que las demis fuerzas exteriores son reacciones que no trabajan. El sistema tiene
un sélo grado de libertad, que puede asignarse a h, y, o a la distancia O4. El trabajo
virtual efectuado por M es

KM -k 8y = M &y.
El trabajo virtual efectuado por P es
P-6r = —kP -48(ia + jhctg B+ kh) = — L P oh.
Pero hetg f = atgy, por lo que
Shetg B = a sec?y by = —3; (h? ctg? B + a?) By

Asi pues, la ecuacién de los trabajos virtuales del sistema sera

[8U = 0] M8 —3P8h=0,
__..__.P_ 2 2 2 = U.
[M g (Pctg ,B+a)]8y 0
Luego
=§P&(h2 ctg B + aZ tg B). Resp.

I Problema 7/4
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Problema 7/5

Problema 7/6

Problema 7/7

Problemas

7/5. El tablén pesado de peso P
esta apoyado sobre dos rodillos, cada
uno de los cuales tiene un peso p.
Determinar la fuerza F aplicada al
tablén paralelamente al plano incli-
nado, necesaria para iniciar el movi-
miento del tablén hacia arriba de
dicho plano. Supéngase que los ro-
dillos no deslizan. El tablon se mue-
ve el doble que los centros de los ro-

dillos.
Resp. F = (P + p)sen®

7/6. El peso P estd suspendido de
las barras paralelas articuladas de
peso despreciable. Determinar el 4n-
gulo de equilibrio 6 que alcanzan las
barras bajo la accién de una fuerza
horizontal F aplicada al punto me-
dio de una de ellas.

F
Resp. 6 = arctg ——
Sp g oP

7/7. Hallar la fuerza Q ejercida
por la taladradora de papel del pro-
blema 4/56 cuya figura se reproduce.
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7/8. La posicién vertical del peso
deslizante P estd gobernada por la
biela AB, cuyo extremo inferior ests
unido al vastago del cilindro hi-
dréulico fijo. Escribir la expresién de
la fuerza F que debe ejercerse sobre
el émbolo del cilindro para mantener
el peso en una cierta posicién particu-
lar especificada por el 4ngulo 8. Des-
préciese el rozamiento.

Resp. F = Pctgt

7/9. Determinar el momento M,
del par que se ejerce sobre la palan-
ca activadora del volquete, necesario
para equilibrar la carga P con centro
de gravedad en G cuando el 4ngulo
de inclinacién es 6. El poligono
ABCD es un paralelogramo.

7/10. Reproducimos la prensa del
problema 4/61. Determinar la fuer-
za F que hay que aplicar a la em-
pufiadura de la palanca para origi-
nar una compresion R del rodillo
para un valor cualquiera de 6.

Resp. F=0,8R cos®

Problema 7/8

Problema 7,10

333
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Problema 7/11

Problema 7/13

7/11. Las dos placas triangulares
oscilantes A y B estdn unidas por
el paralelogramo articulado que se
indica, Los ejes de todos los pasa-
dores de las articulaciones estan ver-
ticales, por lo que todos los movi-
mientos posibles del mecanismo ten-
dran lugar en un plano horizontal.
A partir del conocimiento del princi-
pio de los trabajos virtuales y de la
observacién de la configuraciéon geo-
métrica de los desplazamientos vir-
tuales posibles, determinar por ins-
peccién el valor del momento M,
que hay que aplicar a la placa A
para equilibrar el sistema cuando se
aplique a la placa B el par de mo-
mento M,.

7/12. El cilindro hidriulico se
utiliza para ensanchar el cuadrilitero
articulado y elevar la carga P. Para
la posicién indicada, determinar la
compresion C en el cilindro. Despre-
ciar los pesos de todas las partes
menos el de P.

Besp. C=Pctgb

7/18. El peso de cada una de las
cuatro barras uniformes es P. Deter-
minar la fuerza F que hay que apli-
car para mantenerlas en su lugar en
el plano vertical como se muestra.
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7/14. Determinar la tensién T del
hilo diagonal que evite la deforma-
cién del paralelogramo articulado al
someterlo a la accién de la fuerza
horizontal F. Despréciense los pesos
de las barras.

8
Resp. T = F cos 6 sen 5

7/15. El mecanismo de la figura
sirve para situar el peso P en las
guias verticales lisas. Determinar la
expresion de la fuerza horizontal F
necesaria para soportar P a un valor
cualquiera de h. ¢Seria més eficaz Ia
accibén si se aplicara F en una’ direc-
cién que no fuera la horizontal?

Resp. F=P /i—%b-iz—-l

7/16. El cilindro hidrdulico OA y
la barra OB se disponen de manera
que gobiernen la inclinacién de la
carga que tiene un peso P y centro
de gravedad en G. La esquina infe-
rior C puede rodar libremente en el
plano horizontal al alargarse el vésta-
go del cilindro. Determinar la fuerza
F que debe ejercer éste para mante-
ner el equilibrio a un 4dngulo dado 6.

Problema 7/ 14

Problema 7,15

Problema 7/16
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7.5 casd

Problema 7/17

Problema 7/18

7/17. En la figura puede verse
una seccién de un mecanismo para
accionar el embrague de un motor
marino. La posicion del collar cénico
sobre el eje estd gobernada por la
fuerza P, y un ligero movimiento
hacia la izquierda hace que las dos
palancas se apoyen contra la cara
trasera de la placa de embrague, la
cual origina una presién uniforme p
sobre la superficie de contacto de la
placa. Esta superficie es un anillo
circular de radio exterior 15 cm y
radio interior 7,5 cm. Determinar por
el método de los trabajos virtuales la
fuerza P necesaria para originar una
presién embrague-placa de 24 N/cm?
La placa de embrague puede desli-
zar libremente a lo largo del collar
al que estan fijos los ejes de las pa-
lancas.

Resp. P = 1545 N

7/18, En la figura puede verse
una plataforma para cargar un ca-
midn situada en la trasera del mismo.
Su posicién Ia regula un cilindro hi-
draulico que le aplica una fuerza en
C. Los miembros giran alrededor de
ejes fijos al chasis del camién en A,
B y F. Determinar la fuerza P que
aplica el cilindro para mantener la
plataforma en la posicién represen-
tada en la figura. Puede despreciarse
el peso de la plataforma y los miem-
bros frente a los 250kp de la caja
de centro de gravedad G.
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7/19. El cubo de 10 cm de arista
experimenta una rotacién infinitesi-
mal 80 alrededor del eje AB en el
sentido indicado. Determinar el tra-
bajo virtual 3U efectuado por el par
compuesto por las dos fuerzas de
20 N.

7/20. El eje motor de un automo-
vil de traccién trasera gira 3,27 re-
voluciones por cada revolucién de
las ruedas de 65 cm de didmetro.
Si el automévil pesa 1700 kg y sube
a velocidad constante una pendiente
del 10 %, calcular el momento M del
par que ha de aplicar el motor al
eje mencionado. Despréciense la re-
sistencia del aire y todos los roza-
mientos mecanicos.

Resp. M = 16,8 mkp

7/21. Determinar el momento M
ejercido por la llave de astronauta
descrita en el problema 4/67 cuya fi-
gura se reproduce. La fuerza de aprie.
te sobre los mangos es P = 150 N.

7/22, La caja del camién de su-
ministro de alimentos para aviones
tiene un peso P cuando estd cargada
y se eleva aplicando un par de mo-
mento M al extremo inferior de la
barra articulada al bastidor del ca-
mién. Las ranuras horizontales per-
miten que se despliegue el sistema
articulado al elevarse la caja. Ex-
presar M en funcién de h.

Resp. M = /_(_h_j"
esp. M =2Pb /1 35

20N
Problema 7/19
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Problema 7 21

Problema 7,22
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Problema 7,25

7/28. Si hay aplicada normalmen-
te a la barra una fuerza P, tal como
se indica en la figura, determinar qué
fuerza C habra que aplicar para man-
tener el equilibrio a un 4ngulo 6 del
sistema articulado.

P (b ’
Resp. C = (—- + cos 20)
op 2senb\a

7/24. El pesacartas consta de un
sector circular de peso p, suspendido
de O y con centro de gravedad en
G. El platillo y el vastago vertical
AB tienen un peso p; y estan articu-
lados al sector en B. El extremo A
estd articulado a la barra uniforme
AC de peso pq, la cual estd articulada
a su vez a la estructura fija. La figu-
ra OBAC forma un paralelogramo y
el 4ngulo GOB es recto. Determinar
la relacién existente entre el peso P
a medir y el 4angulo & suponiendo
que 6 =6, cuando P =0.

7/25. En la figura se ha represen-
tado un dispositivo para medir la ra-
diacién del cuerpo de un paciente.
El contador de radiacién A tiene un
peso P y se sitGa en posicién hacien-
do girar el tornillo de paso L con
un par de momento M, reguldndose

asi la distancia BC. Relacionar el mo- -

mento M con la carga P para valo-
res dados de b y 6. Despréciense to-
dos los rozamientos y el peso de las
barras frente a P.

5PL
Resp. M =

T

te
g2
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7/26. Determinar la expresion de
la presién p de aceite que debe haber
en el cilindro hidraulico C para que
su vastago pueda aguantar las patas
de la mesa pesada de peso P para
un valor dado de 6. El 4rea del ém-
bolo es A. Desprécience los pesos de
todas las partes menos el P.

7/27. La mordaza para fines espe-
ciales se acciona haciendo girar el
torillo en sentido dextrdgiro para
forzar hacia la derecha al bloque ros-
cado A, apretando en consecuencia
las mordazas por accién de las palan-
cas. Expresar la fuerza de.sujecién F
entre mordazas en funciéon del mo-
mento M del par aplicado al volante
del tornillo. Despréciense todos los
rozamientos. Una vuelta del tornillo
hace adelantar la rosca una longitud
L (paso de rosca del tornillo).

aMc

Resp. F =
ep V)

7/28. Determinar la fuerza en-
tre las mordazas del perro en fun-
cién de un momento M ejercido en el
mango del tornillo de ajuste. El tor-
nillo tiene un paso L (avance por

revolucién) y hay que despreciar el

rozamiento.

Problema 7,27

%,
i
i
i Mgl
i

Problema 7/28
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7/29. El esquema muestra la con-

| 50 figuracién aproximada de uno de los
- - 150 cm —=| : . ~
Pestafia i . sistemas que fijan la pestafia de la
pase del base del vehiculo de cohetes Satur-
Saturno V,

no V al pedestal de su plataforma
antes del lanzamiento. Calcular la
fuerza F de sujecién previa en A si
E 100 e el vastago CE se halla sometido a
tensién por efecto de una presién de
fluido de 160 kp/cm? que se ejerce
100 em sobre la cara izquierda del émbolo
del cilindro hidraulico. El émbolo
tiene una superficie de 100 cm?. El
peso del conjunto es considerable,
Problema 7,29 pero es pequefio frente a la fuerza
de sujecién originada, por lo que po-
demos despreciarlo.

Resp. F = 480000 kp

7/30. Determinar la fuerza P de-
sarrollada en las mandibulas del re-
machador del problema 4/70 que re-
producimos.

7/81. Reproducimos las tenazas

. del problema 4/60 con dimensiones

simboélicas, Determinar la fuerza de

sujecién F en funcién de « para una

fuerza dada P aplicada a las empu-
fiaduras.

Resp. F = P%(%ctga - 1)

Problema 7/31
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7/32. En la prensa de tornillo, un
par de momento M aplicado a la em-
pufiadura del tornillo aprieta la mor-
daza aumentando la distancia BD,
produciendo en consecuencia una
fuerza de sujecién F. El tornillo estd
roscado a través del collar que puede
girar alrededor del eje horizontal que
pasa por D y tiene un paso (avance
por revolucién) de 4,25 mm. Supo-
ner ausencia de rozamientos, ex-
presar la fuerza de sujecion F en
newtons en funcién del momento M
medido en cm.N para la posicién
6 = 30°

Resp. F = 10,76 MN

7/83. Cada una de las barras uni-
formes tiene un peso P y estd some-
tida a un par de momento M en su
extremo inferior, aplicado en el sen-
tido que se indica. Determinar los
dngulos 8; y 8, de equilibrio.

7/84. Cada una de las barras ar-
ticuladas uniformes tiene un peso p
por unidad de longitud. Determinar
los 4ngulos 6; y 6, que forma el me-
canismo bajo la accién de la fuerza
horizontal F.

9pa
Resp. 0, = arc th

3pa
0y = arctg—ﬁ—-

Problema 7/34
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» 7/85. En el vehiculo de conserva-
cién para acceso a puntos altos, una
unidad motor-engranaje montada en
la unién de los brazos en A propor-
ciona a dicha unién un par interior
y mantiene el 4ngulo CAB exacta-
mente igual al doble de 6 al ir ele-
vando la carga P. Si by > b;, deter-
minar el momento exterior M; que
hay que aplicar en B al brazo AB
para empezar a elevar la carga. Des-
preciar los pesos de los dos miem-
bros. Estudiar el trabajo efectuado
sobre el sistema y justificar la inclu-
sion del momento interior en A- al
aplicar la ecuacién de los trabajos
virtuales.

Problema 7/35

» 7/36. Desde un tanque se tiende
un puente de tijera de luz L por ac-
cién del cilindro hidr4ulico de vastago
AB. Si cada una de las dos secciones
iguales del puente tiene un peso P
con centro de gravedad G, relacionar
la fuerza F en el cilindro hidraulico
con el 4ngulo & de equilibrio. Un me-
canismo interior mantiene en C el 4n-
gulo 28 entre las dos secciones. ¢Por
qué deber4 calcularse el trabajo del
momento interno en C? Discutir la
eleccién del método de los trabajos
virtuales para este problema.

Resp. F = PLT\/j\/I +senfd tgd

Problema 7/36
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p7/37. La figura representa un me-
canismo para medir la profundidad
de una zanja submarina formada en
el fondo del océano mediante un cho-
rro de agua, para tender en ella ca-
bles telefénicos. El carro A se mueve
horizontalmente a velocidad constan-
te detras del chorro de agua y puede
considerarse que es una plataforma
estable. Cada una de las barras uni-
formes BC y DE tiene un peso P, y
la barra y sonda EFC tiene un peso
P,. La densidad del material de la
barra es u v la del agua del mar g,
El coeficiente de rozamiento eficaz
entre la sonda y el fondo de la zanja
es f. Determinar la componente ver-
tical N de la fuerza ejercida sobre
EFC en F por el fondo de la zanja,
Resp.

_ k) 1
N—(P1+P2)( p.)l+ftg0

»7/38. Sobre una particula cuyo vec-
tor de posicion es r = ix + jy + kz
se ejerce una fuerza F = iF, + jF, +
+ kF,. La particula estd confinada a
moverse a lo largo de una recta cu-
yos cosenos directores son I, m y n.
Escribir unaexpresion del trabajo vir-
tual efectuado por F en funcién de
una variacion virtual 3x de la coor-
denada de la particula.

»7/39. Cada una de las dos barras
uniformes tiene una longitud b y un
peso P. Las articulaciones en Ay O
son de rétula y la articulacién en B
permite el deslizamiento a lo largo
del eje y y la rotacién de la barra
AB alrededor de este eje. Para va-
lores dados de a y h, determinar los
valores necesarios de la fuerza F, pa-
ralela al eje x, y de la fuerza Q.
Resp.

_ PR —h2— a2 Pa

h

Problema 7/37

Problema 7,39
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<« 7/40. Determinar la fuerza Q en la
mandibula de la cizalla del problema
4/69 repetida aqui. (Sugerencia: Sus-
tituir la fuerza de 200N por una
fuerza y un par en el centro de la
rueda pequeiia. Hay que determinar
con precisién el desplazamiento an-
gular absoluto del engranaje.

Resp. Q = 6590 N

Problema 7/40

40. Sistemas con miembros eldsticos. Cuando se halla en equilibrio
un sistema de cuerpos interconectados que contiene miembros eldsticos, dicho
sistema habr4 absorbido un cierto trabajo realizado sobre él por las fuerzas ac-
tivas al comprimir o extender los miembros elasticos. Para cubrir el trabajo
realizado sobre o por los miembros elasticos, deberd ampliarse el principio de
los trabajos virtuales enunciado para sistemas ideales. Antes de ampliar dicho
principio, deberemos estudiar el trabajo realizado por una fuerza al deformar
un cuerpo eléstico,

El trabajo realizado sobre un miembro eldstico queda almacenado en dicho
miembro y recibe el nombre de energia potencial de deformacion eldstica V..
Esta energia es utilizable y puede recuperarse haciendo que el miembro trabaje
sobre un cierto cuerpo al anular de nuevo su compresién o extensiéon. Consi-
deremos un resorte, figura 85, comprimido por una fuerza F. El resorte se
supone elastico y lineal, es decir, que la fuerza F resulta ser directamente pro-
porcional a la deformacién x. Esta relacién se escribe en la forma F —kx,
donde k es la constante recuperadora y constituye una medida de la rigidez
del resorte. El trabajo realizado por F durante un movimiento dx es dU = F dx,
con lo que la energia potencial de deformacién del resorte correspondiente a
una compresién x es
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Ve=|iFdx = k2.

Luego la energia potencial del resorte es igual al 4rea del tridngulo sombreado
del diagrama de F en funcién de x. El trabajo virtual realizado por F durante
un desplazamiento 8x es la variacién virtual de energia potencial del resorte
y es

8V, = F8x = kx 8x.

Si en lugar de comprimir el resorte lo estiramos, se requerira una fuerza tensora
que también realizard un trabajo positivo sobre el resorte ya que el movimiento
se realizard también en el mismo sentido que la fuerza. Todo cuerpo que pre-
sente una relacion lineal entre la fuerza aplicada y la deformacién resultante
se dice que es elastico y podri analizarse de esta manera.

El principio de conservacién de la energia exige que el trabajo realizado
sobre un sistema mecénico por fuerzas exteriores sea igual a su variacién de
energia. Este principio debe cumplirse, tanto para desplazamientos virtuales
elementales, como para desplazamientos reales finitos. Luego, el principio de
los trabajos virtuales debera extenderse ahora en la forma siguiente: cuando
un sistema de cuerpos con miembros eldsticos esté en equilibrio, el trabajo total
realizado por todas las fuerzas activas exteriores al sistema durante un despla-
zamiento virtual cualquiera compatible con las ligaduras es igual a la variacién
de energia de deformacion del sistema. Este principio puede expresarse simb6-
licamente mediante la ecuacién

> 3U = 8V, 67

donde 8U es el trabajo virtual total de todas las fuerzas activas exteriores in-
cluidos los pesos de los miembros v donde 8V, es la variacién total de energia

(gz\\\\\\\\\\

~ o

Figura 85



346 Trabajo virtual

de deformacién del sistema durante el desplazamiento virtual. Si U es positivo,
8V. serd positivo y si §U es negativo, 8V, serd también una cantidad negativa.

En problemas de un solo grado de libertad, bastara aplicar una sola vez
la ecuacién 57. Si hubieren n grados de libertad, habria que aplicar n veces el
principio. En cada aplicacién se consideran los movimientos del sistema debidos
a un desplazamiento virtual cada vez, mientras se mantienen constantes las
restantes n-1 coordenadas.

La ecuacién 57 halla una aplicacién importante en el analisis de sistemas,
tanto isostdticos como hiperestaticos. La elasticidad del sistema puede provenir
de la inclusién de resortes manufacturados, tales como el resorte espiral de
la figura 85, o puede deberse a la deformacién elastica natural de los miem-
bros estructurales cargados. En el caso de un miembro de dos fuerzas esbelto
de seccién recta uniforme A y longitud I, la accién puede tratarse como la de
un resorte unidimensional. Si es E el médulo de Young y es e la deformacién,
el esfuerzo serd, es virtud de la ley de Hooke ¢ = ¢E, tensién o compresion.
Esta relacién se convierte en la forma F — kx escribiendo ¢A = (EA/I) (el),
con lo cual EA/l es la constante de resorte equivalente para una barra eléstica.
La energia de deformacién elastica de la barra, por tanto, es

O

En el caso de un cuerpo elastico que contenga una distribucién de esfuerzos
bi- o tridimensional, las relaciones de la ley de Hooke generalizada permiten
escribir expresiones de la energia de deformacién V. del cuerpo en funcién
de los esfuerzos o de las deformaciones. Estas expresiones pueden verse en
los textos de Elasticidad y de andlisis de esfuerzos y no insistiremos aqui sobre
ellas.

Una variante del principio de los trabajos virtuales, presentado en la ecua-
cién 57, es el llamado método de la carga unitaria y suele emplearse en ana-
lisis estructural para hallar la desviacién de una parte cualquiera de una es-
tructura cargada. El trabajo realizado por una carga unitaria ficticia o virtual,
durante la aplicacién de cargas reales, se hace igual al incremento de la energfa
de deformacidn resultante cuando las fuerzas internas debidas a la carga ficticia
trabajan a lo largo de los desplazamientos originados por las cargas reales.
El desplazamiento A de un punto cualquiera de una estructura se puede hallar
colocando la carga unitaria en dicho punto dirigida segin A, con lo que el
trabajo de la carga unitaria virtual serd (1)(A). Se despeja entonces A de la
ecuacién trabajo-energia.

Problema tipo

7/41. EI collar A puede deslizar libremente sobre el arbol vertical fijo y com-
prime el resorte por accién del peso P. Si el resorte no estd comprimido en la posicién
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correspondiente a 6 = 0, determinar el angulo & de equilibrio. La constante del re-
sorte es k, en las articulaciones es despreciable el rozamiento y los pesos de los brazos,
collar y resorte son despreciables.
Solucion. La compresién del resorte es
6

X = 2asen§.

La variacién de energia potencial elastica durante un cambio virtual de 6 es

- - 12 9 razsenf cos £
8Ve = kx 8x = k(2asen2)8(2asen2) = 2ka?sen 3 cos 3 86.

El trabajo efectuado por el peso es

— . 6\_3Pa_. 0
BU_PSh_P8(3asen2)_ 5 c05260.

Para la posicién de equilibrio

3Pa o 0 59 — ka2 senl cos
[8U = 8V,] 5 cos280_2ka senzcos2&9,

9 _ g _3p

cosi =0, sen2 = T

La primera solucién da el valor fisicamente imposible 6 = 7. La segunda solucién da

6 = 2 arcsen S-L. Resp.

dka

que presenta la limitacién k > 3P/(4a). Si k fuera menor que este valor, el peso lle-
varia al mecanismo a la posicion 0 = 71 si ello fuera posible fisicamente.

Problema 7/41
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Problemas

7/42. Cada uno de los dos resor-
tes tiene una constante de rigidez k
y estd indeformado cuando y = 0.
Despreciar los pesos de las barras y
determinar la fuerza P necesaria para
originar un desplazamiento dado y

Problema 7/42

del punto A.
= b _
Resp. P = 2ky( Yy 1)

7/48. La rueda uniforme de peso
P se mantiene en el plano vertical
por accién de la cinta ligera ABC y
del resorte de rigidez k. Si se suelta
la rueda partiendo de la posicién en
la cual es nula la fuerza en el resor-
te, determinar el 4dngulo © que gira
Ia rueda en sentido horario desde la
posicién inicial hasta la final.

P
Resp. 6 = ——
Problema 7/43 4kr

7/44. Determinar el valor que tie-
ne x en el equilibrio de la barra so-
metida a la accién del resorte. Este
tiene una rigidez k y estd indeforma-
do cuando x = 0. La fuerza F se ejer-
ce en la direccion de la barra y el
peso de ésta es despreciable.

Problema 7/44
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7/45. Cuando u = 0, el resorte de
rigidez k estd indeformado. Al au-
mentar «, la varilla desliza a través
del collar que puede girar alrededor
de A y comprime al resorte entre el
collar y el extremo de la varilla. De-
terminar la fuerza F necesaria para
originar un desplazamiento dado w.
Suponer ausencia de rozamiento y
despreciar el peso de la varilla.

Resp. F = (1 - _EVi_bTT'ﬁ)ku

7/46. Determinar el valor de equi-
librio de la coordenada y en el me-
canismo sometido a la accién de la
carga vertical P. El resorte de rigidez
k estd indeformado cuando y =0, y
el peso de la barra es despreciable
frente a P,

7/47. La empuiiadura es solidaria
a una de las ruedas dentadas unidas
por resorte, las cuales estin montadas
sobre cojinetes fijos. El resorte de ri-
gidez k, une dos espigas montadas
en las caras de las ruedas. Cuando la
empufiadura estd en posicién verti-
cal, 8 =0 y la fuerza del resorte es
nula. Determinar la fuerza P nece-
saria para mantener el equilibrio en
una posicién correspondiente a un
angulo 6.

Resp. P = 4Labz-sen0 (1 —cos9)

L

le—y —

Problema 7/46

.
///

Problema 7/47

T

%{/
S gavwWe |

349



350 Trabajo virtual

Problema 7/48

Problema 7,50

7/48. En la figura puede verse la
seccibn de una puerta de ventila-
cién, uniforme, de 100 kg articulada
por su borde superior en O. La puer-
ta estd gobernada por el cable accio-
nado por resorte que pasa por la pe-
quefia polea situada en A. El resorte
tiene una constante de rigidez de
20 kp por metro de alargamiento y
su deformacién es nula cuando 6 = 0.
Determinar el angulo 6 de equilibrio.

7/49. En la figura puede verse de
perfil la puerta de un tragaluz de
peso P cuyo centro de gravedad estd
en el punto medio de AO. La puerta
esta equilibrada por la accién del re-
sorte de rigidez k, el cual estd inde-

- formado cuando la puerta se halle en

el plano vertical con 6 = 0. Deter-
minar la constante k de rigidez ne-
cesaria para equilibrar la puerta en
una posicién de equilibrio.

Resp. k = T independiente de 6

7/50. Especificar la constante k de
rigidez del resorte que asegure el
equilibrio del entramado elevador,
Cuando 8 = 0, el resorte estd inde-
formado. Las barras AB y CD son
miembros uniformes de 100 kg cada
uno y el miembro BD con su carga
pesa 150 kg.
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7/51. Para una fuerza horizontal
F = 250N, determinar el 4ngulo 6
de equilibrio del entramado cargado
por resorte. La varilla DG pasa por
el eslabén giratorio E y comprime al
resorte, el cual tiene una rigidez de
50 N/cm y su longitud natural corres-
ponde a 8 = 0. Despreciar los pesos
de los miembros.

Resp. 6 = 19°28’

7/52. En la figura se ha represen-
tado la seccién transversal de una
puerta de ventilacién articulada en
A y de peso P con ceniro de grave-
dad en G. El resorte estd comprimido
por la varilla articulada al extremo
inferior de la puerta y que atraviesa
el bloque giratorio B. Cuando 6 = 0,
el resorte no estd deformado. Demos-
trar que con un valor adecuado de la
constante k de rigidez del resorte, la
puerta estard en equilibrio cualquiera
que sea el angulo 0.

7/53. El rodillo accionado por re-
sorte mantiene en tensién la cinta que
pasa por los rodillos A y B. El resor-
te tiene una rigidez k y estd indefor-
mado cuando x = x,. Determinar- el
valor de equilibrio de x para una ten-
sibn T de la cinta. Despreciar los
radios de los rodillos frente a las
demis dimensiones y resolver el caso

. en que % es muy pequeiia frente a b.
X0
2T

1+—k—b—

Resp. x =

Problema 7,52

Problema 7/53
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Problema 7/54

Problema 7/55

7/54. En el mecanismo representa-
do en la figura, la varilla AB desliza
a través del collar que pivota en C
y comprime al resorte cuando se
aplica a la barra DE un par de mo-
mento M. Si el resorte tiene una cons-
tante k y no estd comprimido en la
posicién correspondiente a 8 = 0, de-
terminar el 4ngulo € de equilibrio.
Los pesos de las partes son despre-
ciables.

Resp. 6= ._M_
SpP arcsen b

7/55. En la figura se ha represen-
tado una mesa simplificada para ma-
quina de escribir. El resorte tiene
una constante & y su longitud, cuan-
do no estd deformado, es a/2. Si es
P el peso de la maquina y el estante,
determinar el valor de k que man-
tenga el equilibrio para un angulo
& determinado.
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7/56. En la figura se ha represen-
tado un sillén giratorio de escritorio,
junto con un detalle del mecanismo
basculante de resorte. La estructura
del sillén pivota sobre el punto fijo O
de la base. El incremento de distancia
entre A y B cuando se inclina el sillén
hacia atrds respecto a O es el incre-
mento de compresién del resorte. Este
tiene una constante de 89,3 kp/cm
y estd indeformado cuando 6 =0.
Para pequefios dngulos de inclinacién
puede suponerse sin error sensible
que el eje del resorte permanece pa-
ralelo al asiento. El centro de gra-
vedad de una persona de 73 kg sen-
tada, se halla en el punto G situado
sobre la perpendicular en O al asien-
to. Determinar el angulo 6 de equi-
librio. (Sugerencia: Puede visualizarse
la deformacién del resorte haciendo
que la base se incline el angulo re-
querido 0 respecto a O mientras se
mantiene el asiento en una posicién
fija.)

Resp.§ = 16°15'

7/57. Un dispositivo de exploracion
que se despliega desde el cuerpo A
de un vehiculo espacial no tripulado
apoyado sobre la superficie lunar
consta de un pantégrafo con resorte,
dotado de una cabeza detectora B.
Se desea seleccionar un resorte que
limite a 150 N la fuerza vertical P
de contacto en la posicién para la
cual 6 = 120°. Si es despreciable la
masa de los brazos y de la cabeza,
especificar la constante k necesaria del
resorte. Este no estd comprimido
cuando & = 30°.

Resp. k = 30 N/cm

Problema 7/56

Problema 7,57

353
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Problema 7,59

Problema 7/60

Trabajo virtual

7/58. Determinar el momento M,
del par aplicado en O a la barra OA,
que se necesita para equilibrar el me-
canismo a un valor dado de 6. Cada
una de las barras uniformes tiene un
peso P y el resorte de rigidez k estd
indeformado en la posicién equiva-
lente a 6 = 0. El peso del collar des-
lizante B es despreciable.

7/59. Se repite aqui la suspensién
delantera del problema 4/62. Si hay
que elevar el chasis F con un gato
hasta que h = 35 cm para suprimir
la compresién en los amortiguadores,
determinar el valor de h correspon-
diente al equilibrio al quitar el gato.
La constante de cada resorte vale
116 kp/cm. La carga’L es de 1090 kp
y el chasis central F pesa 36 kg. Cada
rueda y el miembro a ella unide pesa
32 kg con centro de gravedad situa-
do a 67,5 cm del plano vertical de
simetria. Resp. h = 27,1 cm

7/60. Un pantégrafo de resorte
proporciona contacto eléctrico en el
patin superior y estd disefiado para
soportar una carga P a un 4ngulo 6
entre los brazos iguales. Cada uno de
los resortes tiene una constante k y
tiene  su longitud natural cuando
OA = a. Determinar la constante k
de cada resorte que se necesita para
soportar la carga P cuando 0 tiene
un valor dado. Los pesos de las par-
tes son pequerios frente a P.

P /1 + 83en2—g-
Resp. k =

2asen—g— 2 —\/1 + 8sen2%
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« 7/61. El peso de 200 kp ests sus-
pendido por dos alambres de acero
de 3,125 mm de didmetro en la for-
ma que se indica. Determinar el
corrimiento vertical x de] punto A a
consecuencia de la aplicacién del
peso de 200 kp. Calcular también
los esfuerzos o,z y o4c en los alam-
bres. Tomar 2,4 X 10%kp/cm? como
médulo de Young del acero.
Resp. x = 0,07525 cm
o, = 1408 kp/cm?
o4c = 1330 kp/cm?

« 7/62. Cada una de las dos barras
uniformes AB y BC de longitud b
tiene un peso P. Los resortes de tor-
sién resisten una rotacién respecto a
su punto de sujecién con un gran mo-
mento de C m.N por radidn de tor-
si6n de resorte en cada uno de ellos.
Estos no estan deformados cuando
6, = 0, = 0. Si son pequefas las de-
formaciones angulares, determinar 9,
y 62.

Resp. 6, = M/C

| 5 Pb 3(_1_’2)2
t2ctale
3 Pb\M
_ L+38) e
=T, 5 Pb _3_(Pb)
4

’
02 5

I+3cti\e

« 7/63. Tres alambres del mismo ma-
terial e igual didmetro concurren en
un punto A cuando no hay carga. De-
terminar la tensién en cada alambre
debida a la carga L. Supéngase que
los desplazamientos son pequefios
frente a la longitud de cada alambre
Resp. Ty = 0,388L,

Te = 0,406L,

T3 = 0,265L

Problema 7/62

Problema 7/63

355
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«47/64. La suspensién telescopica OA
pesa 12 kp con centro de gravedad
situado siempre a un tercio de la dis-
tancia de O a A. El extremo O esta
fijo con una rétula y el extremo A
puede deslizar libremente a lo largo
del 4rbol fijo que forma 45°, bajo la
acci6n de la fuerza P = 9 kp. El re-
sorte helicoidal del interior de los
tubos telescopicos estd sujeto a cada
extremo de los tubos y tiene una cons-
tante de 30 kp/m. El resorte tiene su
longitud natural cuando la distancia s
entre Ay C es nula. Calcular el valor
de equilibrio de s.

Resp. s =73 cm

Problema. 7/64

41. Sistemas con rozamiento; rendimiento mecanico. Cuando en un
sistema de cuerpos haya rozamiento por deslizamiento en cantidad apreciable,
parte del trabajo realizado sobre el sistema por las fuerzas activas exteriores se
disipa en forma de calor generado por el trabajo negativo de las fuerzas de
rozamiento durante el movimiento del sistema. En todos los casos en que hay
deslizamiento de una superficie de contacto respecto a otra, la fuerza de roza-
miento presente realizara un trabajo negativo. El trabajo es negativo porque
el sentido de la fuerza es siempre opuesto al del movimiento del cuerpo sobre
el cual actia. Asi, la fuerza de rozamiento fP del bloque deslizante de la figura
86a realiza sobre el bloque, durante el desplazamiento x, un trabajo igual a
— fPx. Durante un desplazamiento virtual 8x, la fuerza de rozamiento realiza
un trabajo igual a — fP §x. En cambio, la fuerza de rozamiento que se ejerce
sobre la rueda de la figura 86b no trabaja si la rueda no desliza durante su
rodadura. En la figura 86¢ el momento M; respecto al centro de la articulacién
por pasador o cojinete de todas las fuerzas de rozamiento que se ejercen en
las superficies en contacto efectuard un trabajo negativo durante todo movi-
miento angular relativo entre las dos partes. Asi pues, si se produce un despla-
zamiento virtual 80, el trabajo negativo efectuado es — M;80; — M;80; =
= — M,(80: 4 80:), o simplemente — M;86. Para cada una de las partes, M;
tiene el sentido que se opone al movimiento relativo. El trabajo negativo efec-
tuado por las fuerzas de rozamiento cinético no puede recuperarse, ya que
todo él se disipa en forma de calor. El trabajo negativo de rozamiento puede
deberse a fuerzas de rozamiento cinético que sean tanto exteriores como inte-
riores al sistema.
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El principio de los trabajos virtuales expresado por la ecuacién 57 para
sistemas con energia de deformacion exentos de rozamiento, deberd modificarse
para tener en cuenta la pérdida de energia mecénica por rozamiento. El principio
de la conservacién de la energia exige que el trabajo realizado sobre el sistema
durante un movimiento cualquiera debera ser igual a la energia almacenada en
los miembros elasticos del sistema mas la pérdida por rozamiento. Luego si repre-
sentamos por 8Q el trabajo negativo total realizado sobre un sistema en equilibrio
por todas las fuerzas de rozamiento cinético durante un desplazamiento virtual
compatible con las ligaduras, sera:

8U = 8V, + 80. (58)

En los dos apartados anteriores hemos visto que una de las principales
ventajas del método de los trabajos virtuales es el analisis de un sistema com-
pleto de miembros conectados sin considerarlos por separado. Sin embargo,
cuando haya un rozamiento interno apreciable en un sistema, suele ser necesa-
rio desmembrarlo a fin de calcular las fuerzas de rozamiento. En tales casos
se pierde una de las ventajas del método de los trabajos virtuales. En conse-
cuencia, el método halla poca aplicacién en la determinacién de la configura-
ciéon de equilibrio de sistemas con rozamiento.

A causa de la pérdida de energia por rozamiento, el cociente entre el tra-
bajo 1til que puede extraerse de una méquina y el trabajo realizado sobre la
maquina durante el mismo intervalo es siempre menor que la unidad. Este
cociente mide el rendimiento mecéanico p de la maquina.

trabajo 4til realizado por la mdquina

trabajo entregado a la mdquina

El rendimiento mecénico de las miquinas simples que tienen un grado de li-
bertad y que funcionan de manera uniforme, se puede determinar por medio
del principio de los trabajos virtuales calculando el numerador y el denomi-
nador de la expresién de p durante un desplazamiento virtual. Si la maquina
funciona uniformemente con el tiempo, las variaciones elésticas debidas a alar-
gamientos o compresiones ocurridas durante la aplicacién inicial de las cargas,

Kigura 86
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permaneceran constantes durante el funcionamiento continuo y no figuraran
en las expresiones.

Como ejemplo, consideremos el trabajo realizado por la tensién T del
cable de la figura 87 al hacer deslizar plano arriba, a velocidad constante, al
cuerpo indicado. El diagrama de las fuerzas activas pone de manifiesto tres
fuerzas solamente, que son las que realizan trabajo sobre el sistema constituido
por el cuerpo y el cable. Durante un desplazamiento diferencial ds plano arriba el
trabajo realizado sobre el cuerpo es

Tds= (P senf + f P cos@)ds.

El trabajo util realizado por la miquina consiste en el trabajo realizado para
elevar el peso P la distancia vertical ds sen y es:

P ds senf.

El rendimiento del plano inclinado es, pues,

_ P ds senf _ 1
= Psnlt fPcosO)ds 1+f/tgf’

Como segundo ejemplo de rendimiento mecanico consideremos el gato
descrito en el apartado 35 y representado en la figura 76. La ecuacién 50 da
el momento M aplicado al tornillo, necesario para elevar el peso P, en donde
el tornillo tiene un radio medio r y un 4ngulo de hélice a, siendo ¢ el angulo
de rozamiento. Esta relacién es:

M= Prtg (a+ ¢).

Durante un giro pequefio df, en el sentido de elevar la carga, el momento M
realiza un trabajo

Mdi = Prditg (a+ ¢).
El trabajo realizado por la maquina es el trabajo realizado para elevar la carga

una distancia vertical (d6/2x) L —rd0tg e, donde L es el paso de rosca o
avance por vuelta del tornillo. Luego, el rendimiento del tornillo es

Prdf tg « _ tg a

o= Prdf tg (a +¢) tg (a+¢)

Figura 87
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A medida que disminuye el rozamiento en los filetes, disminuye el 4ngulo ¢
de rozamiento y el rendimiento tiende a la unidad.

42. Criterio energético para el equilibrio. La energia representa la
capacidad de realizar un trabajo. Un cuerpo o sistema de cuerpos se dice que
tiene energia potencial cuando, en virtud de su posicion o de su estado elés-
tico, es capaz de realizar un trabajo sobre otro cuerpo. Existen dos tipos de
energia potencial mecénica, En el apartado 40 se ha estudiado ya la energia
potencial V, asociada al estado elastico que es igual a jkx?, siendo k la razdn
constante de la fuerza aplicada a la deformacién resultante x. Esta expresion
representa una energia recuperable siempre que no se haya superado el limite
de elasticidad del material. El segundo tipo de energia potencial V, es el aso-
ciado a la posicién de un cuerpo en un campo de fuerzas. Mas exactamente, es
el trabajo realizado sobre un cuerpo al cambiar su posicién en el campo de
tuerzas a que se halla sometido. El campo de fuerzas mas corriente es, claro
est4, el campo gravitatorio terrestre y para experimentos realizados en las proxi-
midades de la superficie de la Tierra puede considerarse constante su intensidad.

En los anteriores ejemplos de trabajo virtual de los apartados 39 y 40 se
tenia en cuenta el efecto de la posicién en el campo gravitatorio terrestre tratan-
do el peso o atraccién gravitatoria como fuerza exterior que trabaja durante
cualquier desplazamiento virtual vertical 8h del centro de gravedad. Asi pues,
el peso P del cuerpo de la figura 88 efectiia un trabajo 8U = — P 8h, donde el
signo menos interpreta el hecho de que el desplazamiento y la fuerza tienen
sentidos opuestos. En cambio, si el cuerpo se moviera hacia abajo, el peso P
efectuaria un trabajo positivo, ya que el desplazamiento tendria el mismo sen-
tido que la fuerza. Visto de esta manera, el peso se trata como cualquier otra
fuerza activa y su trabajo aparece en el mismo miembro que §U en la ecuacién
del trabajo virtual, segiin se ha visto en los apartados 39 y 40. ‘

U= - Péh
o
8Vy=+ Poh

Plano de
—— referencia T Ve=0

x

Vi= =~ Ph

P
Figura 88
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Se puede adoptar otro tratamiento en el que el trabajo efectuado por las
fuerzas de la gravedad se exprese por medio de una variacién de la energia po-
tencial del cuerpo. Este otro tratamiento constituye una representacién util
cuando se describe un sistema mecénico en funcién de su energia total. La
energia potencial gravitatoria V, de un cuerpo se define simplemente como el
trabajo efectuado sobre el cuerpo para llevarlo a la posicién considerada desde
un cierto plano arbitrario de referencia en el que se define como nula la energia
potencial. Por ejemplo, cuando se eleva el cuerpo este trabajo se convierte en
energia potencialmente disponible, ya que el cuerpo es capaz de efectuar tra-
bajo sobre otro al volver a su posicién inicial inferior, Si se toma nula V, en
h =0 (fig. 88), a una altura & sobre el plano de referencia, la energia potencial
gravitatoria del cuerpo serd V, = - Ph. Si el cuerpo se halla a una distancia h
por debajo del plano de referencia, su energia potencial gravitatoria serd —Ph.
Como el trabajo efectuado por el peso P es de signo contrario e igual magnitud
que la variacién de la energia potencial, el efecto de un cambio de posicién
vertical podra tenerse en cuenta en el miembro de la ecuacién donde se halle
la energia en vez de en el miembro donde figure el trabajo. Importa observar
que el plano de referencia al que corresponde energia potencial nula es total-
mente arbitrario, ya que solamente interesa la variacién de energia y esta va-
riacién es independiente de la posicién del plano de referencia. Ademas, la
energia potencial gravitatoria es independiente del camino seguido para llegar
al nivel particular h considerado.

Al aplicar la ecuacién trabajo-energia, hay que tener cuidado en no incluir
el efecto del peso simultineamente como término de trabajo y como término de
energia en un mismo problema. Puede adoptarse una u otra alternativa y ello
debera aplicarse de manera sistematica dentro de un mismo problema.

Al introducir la energia potencial gravitatoria, la energfa potencial mecénica
total de un cuerpo o de un sistema de cuerpos serd la suma de la energia
elastica recuperable V, més la energia de posicién V, en el campo gravitatorio
terrestre y es

V=V.+V,.

En el caso de un sistema mecénico con fuerzas gravitatorias y miembros
elasticos la relacion trabajo-energia de la ecuacién 57 podrd también escribirse

en la forma
> . 8U =8V o bien 8U = 8V, + 6V,. (59)

En este caso 8U es el trabajo virtual de todas las fuerzas activas exteriores ex-
cluidos los pesos de los miembros, los cuales estin contenidos en el término 8V,

Ademés de sustituir el trabajo de las fuerzas de la gravedad por las varia-
ciones correspondientes de energia potencial, puede convertirse en variaciones
de energfa potencial el trabajo de otras fuerzas activas en la forma que se indica
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Sistema Sistema
dado equivalente
Figura 89

en la figura 89. En ella, el trabajo efectuado por F durante un desplazamiento
virtual 8s de su punto de aplicacién equivale a la variacion —P &scos o de
energia potencial del peso P del sistema equivalente. Luego el trabajo efec-
tuado por fuerzas activas exteriores sobre un sistema mecanico podra sustituirse
por las variaciones correspondientes de energia potencial, con signo cambiado,
del sistema equivalente.

Sustituyendo los términos de trabajo por términos de energia, el principio
de los trabajos virtuales para un sistema mecénico sin rozamiento cinético in-
terno, expresado por las ecuaciones 57 6 59, podra escribirse en la forma

> 8(V.+V,) =0 obien 8V=0. (60)

La ecuacién 60 expresa el requisito de que la configuracién de equilibrio de
un sistema mecénico ha de ser una para la cual la energia potencial V del
sistema tenga un valor estacionario. Asi pues, en el caso de un sistema me-
cénico cuya posicién posible esté descrita por la variable x, la aplicacién de
la ecuacién 60 equivale matematicamente a la condicién dV/dx =0, la cual
da un valor estacionario de V, bien sea un méximo, un minimo o un punto de
inflexién con tangente horizontal en la curva de V en funcién de x. Sabemos
que la posicién natural de equilibrio de un sistema mecéanico sin rozamiento
corresponde a un minimo de energia potencial, Jo que constituye un valor
estacionario de V, mientras V y sus derivadas sean funciones continuas,

El principio de la variacién nula de energia potencial para el equilibrio
puede aplicarse solamente a sistemas conservativos, es decir, sistemas exentos
de fuerzas de rozamiento cinético que efectan un trabajo negativo. Un sis-
tema podra aproximarse mas o menos, segin cuil sea la cantidad de rozamiento
cinético presente, a la posicién de equilibrio de energia potencial minima, pero
nunca llegard a alcanzarla.

Como ejemplo del principio de la minima energia, consideremos el sen-
cillo sistema en equilibrio, representado en la figura 90, consistente en un
resorte que se deforma una cantidad x por accion del peso P unido a él. Si
se toma arbitrariamente x =0 como posicién para la cual V=0, la energla
potencial correspondiente al alargamiento x sera

V="V, 4+ V,=4kxt — Px.
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La condicién de equilibrio dada por la ecuacién 60 exige que
8V =kxdx — Péx=0, x= P/k.

Este valor concuerda con el resultado que puede obtenerse por simple inspec-
ci6n, También se muestra en la figura 90 la contribucién de V., y V, a la
energia potencial total V para distintos valores posibles de x, y se ve que
x = P/k da un valor minimo de V.

RFigura 90

\4 v v v v

Surgen ciertas situaciones en donde la configuraciéon de un sistema meca-
nico depende de la especificacion de mas de una coordenada. En las partes
d, e y f de la figura 84 se ilustraron varios ejemplos de dichas situaciones. El
numero de coordenadas independientes que se necesitan para especificar la
configuracién del sistema da el ntimero de grados de libertad de éste, Para
determinar las condiciones de equilibrio de un sistema de n grados de libertad,
deber4 calcularse e igualarse a cero la variacién de V respecto a cada una de
las n coordenadas independientes tomadas de una en una, dejando las demas
constantes. Este procedimiento dari n ecuaciones con las n incégnitas que son
los valores de las coordenadas. Si representamos por x; una de las n coordenadas
independientes, se debera satisfacer la condicién

¥ _o (61)
0X;

para cada una de las n coordenadas. Las coordenadas independientes se de-
nominan coordenadas generalizadas y no estin limitadas a las componentes
de sistemas de coordenadas ortogonales tales como «, y, 2, 0 7, 0, ¢.

Hasta el momento, el estudio de la energia potencial V, se ha limitado
al caso en que el campo de fuerzas gravitatorio sea paralelo y de intensidad
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constante en todos los puntos. En el caso més general, consideremos una fuer-
za F =iF, 4 jF, + kF, cuyas componentes sean funciones de las coordenadas
de un campo o regién de fuerza, tal como un campo gravitatorio o magnético
cuya intensidad varfe con la posicién. El trabajo efectuado por F durante un
desplazamiento virtual de su punto de aplicacién, determinado por el vector
de posicién r =ix + jy 4 kz, es

OU=F:06r=F,0x + F, 0y + F, 6z.

Si este trabajo es una diferencial exacta — 8V, entonces, como

oV s oV . L oV
5= x4 Wi Vs
ox Xty Y%

las componentes de la fuerza resultan ser *

v g o g3V

Fo=-2- F=-3- F=-—.

o (62)

La cantidad V recibe el nombre de energia potencial o, simplemente, funcién
potencial. ‘El signo negativo es arbitrario, pero se toma para que sea compatible
con la designacién usual del signo de la variacién de la energia potencial en
el campo gravitatorio terrestre.

Un campo de fuerzas cuyas componentes formen una diferencial exacta se
dice que es un campo conservativo. Se deduce que el trabajo efectuado es

fF°8r= — :28V= — (Vo = V1),

que sélo depende de los puntos extremos del movimiento y no del camino que
se haya seguido. El trabajo efectuado por un campo de fuerzas no conservativo
depende del camino que se siga para ir de un punto extremo al otro. La intro-
duccién de fuerzas de rozamiento cinético en el sistema, por ejemplo, da lugar
a fuerzas no conservativas.

Los dos ejemplos de energia potencial estudiados anteriormente concuer-
dan con la formulacién matematica mas general de la energia potencial. Luego,
para el campo de fuerzas de un resorte simple cuya energia es V.= jkx% la
fuerza ejercida por el resorte sobre el cuerpo que lo estira una longitud x es

___aVe.___d_ 1 2) —
F, = = = T ($kx?y = —kx,

* Recuérdese que la cantidad dp = Pdx + Qdy + Rdz es diferencial exacta de

oR
las coordenadas si o _ 22, 9P _9R 30 _ oR
dy Oox 2z ox oz ay
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la cual tiene sentido contrario a la fuerza -+ kx que estira al resorte. En el
caso de un peso P en el campo gravitatorio terrestre en la superficie de la
Tierra, V, = Ph y la componente de la fuerza en el sentido hacia arriba de
las h positivas es

ov, d( Ph)
" oh dh ’
lo cual concuerda con el sentido vertical hacia abajo del peso. La formulacién
mas general de los potenciales de campos de fuerzas hallan su aplicacién mas
importante cuando la intensidad y direccién del campo varian con la posicién.

43. Estabilidad del equilibrio. El requisito de variacién nula de la
energia potencial en el equilibrio, segiin establece la ecuacién 60, es equiva-
lente al requisito .

para un sistema de un sélo grado de libertad, en el que « es la coordenada que
define la posicién del sistema. Esta ecuacién define matemditicamente la con-
dicién para un valor estacionario de V, maximo, minimo o punto de inflexién
con tangente horizontal de la curva de V en funcién de x. Aun cuando la con-
figuracién natural de equilibrio suele representar un valor minimo de V, existen
otras posibilidades para valores estacionarios que también representan posiciones
de equilibrio. En la figura 91 se ha representado un ejemplo de cada tipo de
equilibrio para el caso sencillo de un cilindro apoyado sobre superficies de
cuatro curvaturas diferentes. Se dice que el equilibrio es estable, figura 9la,
cuando un ligero desplazamiento a partir de la posicién de equilibrio da lugar
a un aumento de energia potencial y la correspondiente tendencia a volver a
la posicién inicial. Asi pues, un valor minimo de V define siempre una po-
sicién estable. Se dice que el equilibrio es inestable, figura 91b, cuando un
ligero desplazamiento a partir de la posicién de equilibrio da lugar a una dis-
minucién de energia potencial y a la correspondiente tendencia a alejarse atn
mas de la posicién inicial. Un valor maximo de V define siempre una posicion
inestable. La tercera posibilidad de valor estacionario de V se presenta cuando
hay un punto de inflexién con tangente horizontal, figura 91lc. En este caso

Estable Inestable Inestable Indiferente

(a) (b) (c) (@
Rigura 91
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el equilibrio se clasifica como inestable, ya que un ligero desplazamiento hacia
la parte més baja daria lugar a un tendencia al alejamiento del punto de infle-
xi6n. Desde un punto de vista fisico, esta condicién de equilibrio suele ser
muy poco sensible a desplazamientos pequefios y el comportamiento se apro-
xima al del cuarto caso, figura 91d, que representa al equilibrio indiferente.
En este caso no hay tendencia ni al alejamiento ni al retorno a la posicién
inicial de reposo.

Las condiciones de estabilidad que acabamos de ilustrar para el caso del
cilindro rodante son aplicables a cualquier sistema mecanico real de un sélo
grado de libertad en el que pueda despreciarse el rozamiento. En la figura 92
puede verse una grafica esquematica de la energia potencial total V=V, 4V,
de un tal sistema mecénico y se indican en el mismo orden que en los ejemplos
anteriores las cuatro condiciones de equilibrio. El signo del incremento AV
debido a un pequeiio desplazamiento a partir de la posicion de equilibrio
puede determinarse matematicamente con auxilio del desarrollo de Taylor para
una funcién en la proximidad de un punto determinado. Si se toma x = 0 para
la posicién de equilibrio y el subindice cero indica condiciones en x =0, el
valor de V correspondiente a un pequefio desplazamiento x es

v (B) g () £ (EY) 2 (@) 2
V‘V°+(dx)01! +(dx2)02! N hwtashar T
Pero para el equilibrio (dV/dX), =0, con lo cual la variacion de energia po-
tencial V —V, se convierte en

= (42V) x2 _ (d3V) X3 | (dV) xt
AV—("'xz)om +(dx3)03! +(dx4)o4! o

donde los términos sucesivos disminuyen rapidamente de magnitud. Asi pues,
en la posicién de equilibrio el signo de AV vendra regido por el signo del tér-
mino de menor orden que se mantenga no nulo. Generalmente, éste serd el
de la segunda derivada y el equilibrio del sistema serd

estable (AV positivo) si (d*V/dx®), es positivo
inestable (AV negativo) si (d®V/dx®), es negativo.

V=Ve+Vg

Inestable

(c)

Inestable

@)

Indiferente

(@)
Estable

Figura 92
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Si fuera nula la segunda derivada, habria que estudiar derivadas de orden
superior. En general, cuando la derivada no nula de menor orden es par, la
variacién de energia potencial en la posicién de equilibrio serd una funcién
par andloga a la representada para las condiciones (a) y (b) en la figura 92
y el equilibrio serd estable o inestable segin que el signo de esta derivada
par de menor orden sea positivo o negativo. Si la derivada no nula de orden
inferior fuera impar, la variacién de la energia potencial en la posicién de
equilibrio serfa una funcién impar del tipo inflexién, aniloga a la de la con-
dicién (c) de la figura 92 y la condicién se clasifica como inestable.

La estabilidad es una condicién que siempre es dificil de determinar al
basarse solamente en la intuicién mecanica, salvo en el mas sencillo de los
casos. El andlisis anterior proporciona un medio por el cual el técnico puede
influir sobre el tipo y grado de estabilidad que pueda aparecer en el pro-
yecto de estructuras y mecanismos.

v v v v v

En el caso de un sistema con dos grados de libertad en las coordenadas
independientes x e y, las condiciones de estabilidad se deducen del desarrollo
de Taylor de V en la proximidad de la posicién de equilibrio en x =0, y = 0.
Este desarrollo de V funcién de dos variables es

oV oV 11{ 02V 2V
v=vor () + () + 3 (50) + (gy)
) o+ ox 0x+ oy 0y+ 2 ax? Ox + ox oy 02xy+

[ 2]
(ayz)o'y + ’

donde se han omitido los términos en que intervienen derivadas de érdenes mas
elevados, los cuales son mas complicados. Con el requisito de que (0V/3x)y =0
y (@V/2y)o = 0 para el equilibrio y con las sustituciones

2V 2V o2V
) - -6
ox2 Jq ox y ko’ ¢ 2 ly

la expresion del incremento AV =V —V, puede aproximarse en la forma

AV = L(4x2 + 2Bxy + COy?), (63)

donde se han despreciado los términos de orden superior, mas pequefios.

La ecuacién 63 puede representarse por una superficie en el espacio po-
niendo AV como coordenada vertical y x e y como coordenadas horizontales. La
pendiente de la superficie es nula en las dos direcciones en el origen o posicién
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de equilibrio. A partir de la geometria de la superficie puede demostrarse que
el sistema sera

estable (AV positivo) si B?—AC<0 y A+C>0

inestable (AV negativo) si B*—AC<0 y A4+ C<0 (64)
inestable (punto de silla) si B*—AC>0

indeterminado si B2—AC =0.

En la figura 93 se han representado las superficies potencial correspondien-
tes a los tres primeros casos. El caso estable, figura 93a, exige que la superficie
sea concava hacia arriba en el origen en cualquier direccién. Esta condici6n,
por tanto, asegura que (0°V/0n®). serd positiva para cualquier valor de 6. El
caso inestable de la figura 93b, exige que la superficie sea céncava hacia abajo
en el origen para cualquier direccién. La segunda condicién de las ecuaciones
64 asegura que (0°V/0n?), serd negativa para todo valor de 0. El tercer caso,
representado en la figura 93c, es el de una “silla de montar”. Es un caso de
inestabilidad, ya que (9°V/9n?), es negativa para un cierto dominio de valores
de 6. Si se cumple la cuarta condicién de las ecuaciones 64, habria que examinar
derivadas de orden superior en el desarrollo de Taylor de una funcién de dos
variables. La condicién de equilibrio indiferente en dos o mas variables esta
dada sencillamente por la condicién V = constante.

() ©
Figura 93

Problemas tipo

7/65. La energia potencial total V =V, + V, de un sistema mecanico conserva-
tivo de un solo grado de libertad en la coordenada x viene dada por V = 3x3 — 9x2 + 16
donde x se expresa en metros y V en joule. Determinar el tipo de estabilidad en cada
posicién de equilibrio.

Solucién. El equilibrio exige que

av _ AV _ g2 _ 18x =
[dx_O] dx—9x 18x =0

x=0 x=2m.
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La estabilidad viene determinada por la segunda derivada, que es

axw
= 18x — 18.
Para x = 0, d?V/dx* = — 18 y como el signo es negativo, esta posicién serd inestable.

Para x = 2 m, d?V/dx* = 36 — 18 = 4 18 y esta posicion serd estable por ser positiva
la segunda derivada de V.

La gréfica de V en funcién de x exhibe a simple vista las posiciones de equilibrio
y su estabilidad.

\ ]
% Equilibrio/ /
inestable /

/o /

/ Equilibrio_>¥"

estable

-2 [1 01 2 3 4°™
/ 10

V=33 -9x2 4 16
Problema 7/65

7/66. En los mecanismos representados, el resorte de constante k no estd de-
formado cuando § = 60°. Los pesos de las partes son pequefios frente a la suma P
de los dos pesos. El mecanismo estd construido de manera que los brazos puedan
sobrepasar la vertical, segin se ve en la figura central. Determinar los valores de ©
correspondientes al equilibrio y estudiar la estabilidad del mecanismo en cada posi-
cién. Representar graficamente la variacion con 6 de la energia potencial total del

sistema e indicar las condiciones de estabilidad sobre la grafica. Despréciense los
rozamientos.

Solucién. Tomaremos como cero de energia potencial gravitatoria V,, el corres-
pondiente al nivel que pasa por O, con lo que

Vy, = =2 Pacos¥.

La compresion del resorte es x = 2a cos 6 —a y la energia eldstica del resorte es
2
Ve = dka? = 1‘-2"—(2 cos 8 — 1)2,
La energia potencial total del mecanismo es, pues,

V="V, + V,:%—’E-(ZCOSG— 1)2 — 2 Pacos 6.
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Las derivadas de V respecto a 6 son

% = 2a[( P + ka) sen@ — 2ka send cos 6]

—‘f,;g = 2a[( P + ka) cos § — 2ka (2 cos2 8 — 1)].

En el equilibrio

[%20] [(P + ka) — 2ka cos 6] send = 0,
con lo cual P+ ka

senf =0 y cos § = Resp.

2ka

dan dos valores posibles de 6 para el equilibrio. En la segunda solucién, el coseno
no debe ser mayor que la unidad, por lo que la solucién tiene la limitacién P < ka.

La estabilidad la determina el signo de la segunda derivada. Para la solucién
sen & = 0, la segunda derivada queda en la forma

_._ii";’ = 2a[( P + ka) — 2ka] = 2a( P — ka).

Si P > ka, la segunda derivada es positiva y el equilibrio serd estable para la posi-
cién 6 = 0. Si P < ka, la segunda derivada es negativa y el equilibrio es inestable.

En el caso de la segunda solucién, cos ® = (P + ka)/2ka, la segunda derivada
de V resulta ser

[ o[ B o)) 22 e )i )

do? 2ka k \'P P

Vg=0-- v
Pa
1
24
0 Inestable
Establ b
z boy
P
~1
I e "
-2 Estable |P 2 P
0 30°i 60° 90°
41°25

Problema 7/66
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Como la segunda solucién solo es vélida si P < ka, se ve que la segunda derivada
serd positiva para esta solucién que serd, por tanto, estable.

En la parte derecha de la figura se ha representado graficamente la energia
adimensional

Y _ ka ~ 12—

Pa_2P(2cos0 1) 2cosd
para dos valores arbitrarios, ka/P = 2 y ka/P =}, a lo largo de un dominio de 6
de 90° suponiendo que el resorte permanece unido al collar B mas alld de & = 600,
con lo que V es funcién continua de 6.

<4 7/67. Cada una de las dos barras uniformes articuladas tiene un peso P y una
longitud ¢. La rigidez combinada de los dos resortes superiores es k y los dos infe-
riores tienen también la misma rigidez combinada. Cuando las dos barras estin ver-
ticales, no se ejerce fuerza alguna sobre ninguno de los resortes. Examinar las con-
diciones de estabilidad de las barras en las posiciones verticales y representar grafi-
camente la superficie de energia potencial en la proximidad de la posicién de equili-
brio para el valor particular ka/P = 1.

Solucién. El sistema tiene dos grados de libertad, ya que cada barra puede
girar independientemente de la otra. Las coordenadas independientes que definen la
configuracién del sistema son los 4ngulos 6, y 6, que se indican. Para angulos pe-
queiios, las deformaciones de los sistemas inferior y superior de resortes son a sen 9,
y (a sen 6; + a sen 0,), respectivamente, Tomando el cero de energia potencial gra-
vitatoria en el nivel de O, la energia potencial total del sistema es

V="V, + V, = tk(asen 8,)2 + tk(asenb; + asendz)?

+ P-‘zz—cosﬂl + P (acos01 +%cos02).

Las derivadas parciales pertinentes son

14

S — ka?sen20y + ka?sen, cos §; — 3 Pa send,
00, 2
2V 2ka? cos 20, — ka? senbysenfy — S-L2 cos 6,
00,2 p)
v _ Yka? sen20, + kaZsen @y cos 8y — Laceng,,
005 2
22V _ Pa
0,2 = ka? cos 20, — ka?senfysenfy — = cos b,
80622;/;9 = ka2 cos 8, cos 5.

1 00,

Para la condicién de equilibrio 8; = 8, = 0, para la cual 9V,/20, = OV/0, =
= 0 también, los valores de las derivadas segundas son
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I /\ - ha
M i P
/K),[349 2,1?\

| |
—1 -—>:<—-— I ——=<-1I—
l Regién II
1 (ka/ P=1)

Problema 7/67

20,2 2
_(_ a2V ) — kg2
B (aalaoz )= ket
_ BZV) v _ Pa
¢= (3022 0

Sustituyendo x = ka/P y simplificando, la cantidad B? — AC queda en la forma

B2 — AC = (_29_)2(_4x2 + 10x — 3).
En la figura se incluye una representacién grafica de B2 — AC en funcién de x = ka/P.

Deben estudiarse las tres regiones siguientes: x < 0,349, 0,349 < x < 2,151 y
x> 2,151,

Region I: "—l‘} <0349, Br—AC<LO

A+C=2ka2—§—§—a+kaz———gﬂ= Pa(sk—l‘;_ ):(_).

Luego, el equilibrio es inestable y las dos barras tenderan a derrumbarse con una
constante de rigidez k < 0,349 Pya.

Regién II: 0,349 < k—l‘,‘ <2151, B2— AC>0.
En esta regién se tiene equilibrio inestable por puntos de silla.
Region I1T: %8> 2151, B2~ AC<0

A4+C= Pa(3&P‘1_ )=(+)l
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Luego el equilibrio es estable. Queda bien patente que, para asegurar la estabilidad
vertical de las barras, cada combinacién de resortes debe tener una constante de
rigidez k > 2,151 P/a.

En la parte derecha de la figura puede verse una representaciéon de la energia
potencial expresada de manera adimensional para el valor ka/P =1, el cual esta
en la regién del equilibrio tipo puntos de silla. Esta energia es

(L) =sen? 6, + senf, senfy + § sen2d; + 3 cos 6; + 4 cos bs.
Pa/kep=1
Otros valores de ka/P en la regién II dardn otras formas a la superficie de la silla
de montar en la proximidad de la posicién de equilibrio vertical.

Obsérvese que la resolucidon presentada en este ejemplo sélo es valida en con-
diciones préximas a 6, = 0, = 0 en virtud de las hipétesis geométricas hechas desde
el principio.

Problemas

7/68. La barra puede girar libre-
mente describiendo un circulo verti-
cal completo. Verificar matematica-
mente las condiciones de estabilidad,
que son evidentes, en las dos posicio-
nes de equilibrio.

7/69. Las energias potenciales de
dos sistemas mecanicos vienen dadas
por Vi =Cyxt y V= Cxx® donde
C, y C, son constantes positivas y
x es la coordenada unica que expresa
las posiciones de ambos sistemas. Es-
pecificar la estabilidad de cada siste-
ma en la posicion de equilibrio x = 0.

Problema 7,68

7/70. La energia potencial de un
sistema mecénico viene dada por
V=acos20 + 2asend, donde 6 es
la coordenada que especifica la posi-
cién del sistema y @ es una constan-
te positiva. Determinar la estabilidad
para cada posicién de equilibrio.

Resp. estable para 6 = n/2
6 =3n/2

inestable para 6 = n/6
y 6=5n/6
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7/71. Identificar las condiciones
de equilibrio representadas por las
tres configuraciones de la barra de
peso P soportada por las varillas
ligeras que pueden girar libremente
en el plano vertical de la figura.

7/72. Calcular el rendimiento con
que eleva el peso P la cufia de 5°
bajo la accién de la fuerza horizon-
tal F aplicada a la cufia. El coeficien-
te de rozamiento entre cufia y blo-
que es 0,30.

7/73. Determinar el rendimiento o
desarrollo mecénico p del dispositivo
que utiliza una fuerza P sobre la cufia
para mover los bloques en contra de
las fuerzas L. El coeficiente de roza-
miento es f = 0,40 y a = 5°

Resp. p = 0,097

7/74. Demostrar que la puerta
uniforme del tragaluz del problema
7/49 adopta una posicién de equili-
brio indiferente para todos los valo-
res de O si el resorte tiene una cons-
tante de rigidez k = P/(2l) donde P
es el peso de la puerta. El resorte
estd indeformado cuando 6 = 0.

7/75. Comprobar la estabilidad
para la posicién de equilibrio citada
de la puerta de ventilacién del pro-
blema 7/48.

Resp. Equilibrio estable para
0 = 46° 10/

(a)
Problema 7/71

f=030

Problema 7,72

P

Problema 7,73
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Problema 7,76

|

Problema 7,77

Problema 7/78

7/76. Las dos ruedas dentadas (no
se han dibujado los dientes) giran en
el plano vertical y llevan pesos ex-
céntricos p de centros de gravedad
G; y Gz. Ambos pesos se hallan en
la parte mas alta de su rueda respec-
tiva cuando 6 = 0. Determinar la es-
tabilidad asociada a cada configura-
cién posible de equilibrio del sistema.

7/77. Los extremos de una barra
uniforme de peso P deslizan libre-
mente en las guias horizontal y ver-
tical segin se indica. Examinar las
condiciones de estabilidad correspon-
dientes a las posiciones de equilibrio.
El resorte estd indeformado cuando
x=0.

Resp. Para 6 =0,

estable si k > P/(2b)

inestable si k < P/(2b)
P

Para 6 = =+ arc cos

2kb
inestable si k > P/(2b)

7/78. Uno de los requisitos criti-
cos en el proyecto de una pierna ar-
tificial para amputado es evitar que
se doble la rodilla cuando esté some-
tida a carga estando recta la pierna.
En primera aproximacién, simulemos
la pierna artificial por medio de dos
barras ligeras con un resorte de tor-
sibn en su articulacibn comin, EI
resorte desarrolla un par de momen-
to M = Kf, que es proporcional al
dngulo B que forma el sistema en
la articulacién. Determinar el valor
minimo de K que asegure la estabi-
lidad de la articulacién de la rodilla
para = 0.
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7/79. La plataforma pesa 40kg
con centro de gravedad en G y estd
montada sobre las dos bielas iguales
de peso despreciable dotadas de re-
sortes. Cada resorte de torsién tiene
una rigidez de 1,7 cm-kp por grado
de torsion y ésta es nula cuando
8 = 90°. Determinar la posicién de
equilibrio estable.

Resp. 6 = 22°2(/

7/80. Determinar la altura maxi-
ma h del peso P para la cual el pén-
dulo invertido serd estable en la
posicién vertical indicada. Cada re-
sorte tiene una constante de rigidez
k y en esta posicién tienen precom-
presiones iguales. Despréciese el peso
del resto del mecanismo.

7/81. Se eleva la carga pesada P
por medio del tornillo y barras que
se indican. El tornillo tiene en sus
respectivas secciones roscas de filete
cuadrado a derechas y a izquierdas
y separa los bloques roscados A y B
cuando se gira el tornillo por accién
de un par aplicado de momento M.
El paso de rosca (avance por revo-
lucién) de cada seccién roscada del
tornillo es L, su radio medio r y el
coeficiente de rozamiento de las ros-
cas es f. Determinar el momento M
del par que hay que aplicar para
elevar la carga igualando el rendi-
miento p de la rosca del tornillo
(apartado 41) al cociente entre el tra-
bajo efectuado por el mecanismo para
elevar la carga y el trabajo entregado
por M al mecanismo.

Resp. M = 2Prtg0tg($p+ a)
donde ¢ = arctgf

Problema 7,79

Problema 7 80

Problema 7/81
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Problema 7,83

Problema 7/84

7/82. El peso P se mueve entre
guias lisas verticales y esta soporta-
do por las cuatro barras articuladas,
de peso despreciable, unidas por re-
sorte. El resorte de rigidez k estd in-
deformado cuando & = 0. Especifi-
car la estabilidad del sistema en sus
posiciones de equilibrio.

7/83. En la figura puede verse un
pequeiio elevador industrial de pe-
dal. Hay cuatro resortes iguales, dos
a cada lado del 4rbol central. La
constante de cada par de resortes es
2k. Especificar los valores de k que
aseguraran un equilibrio  estable
cuando el elevador soporte una car-
ga P en la posicién indicada, sin ejer-
cer fuerza sobre el pedal. Los resor-
tes tienen compresiones iniciales
iguales y puede suponerse que ac-
than, en todo momento, en direccién
horizontal.

Resp. k> P
P 2l

7/84. La plataforma de peso P
esti soportada por patas iguales y
sometida, en la forma que se indica,
a la accién de dos resortes. Si son
despreciables los pesos de las patas y
de los resortes, determinar la rigidez
minima k de cada resorte que ase-
gure la estabilidad de la plataforma
en la posicién indicada. Cada resorte
estd alargado inicialmente una can-
tidad A,

P12yp?

Resp. kmin = 351
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7/85. El disco circular desequili-
brado, cuyo centro de gravedad G
se halla a una distancia ¥ de su cen-
tro O, se coloca sobre un camino
circular céncavo de radio R. Deter-
minar el valor maximo que puede
tener 7 siguiendo estable el disco en
la posicién inferior que se indica.
_r
R _

r

Hesp. Fmé:_c =

47/86, La puerta uniforme AB de
un garage, representada en seccién en
la figura, tiene un peso P y estd equi-
pada con dos mecanismos de resorte
como el indicado, uno a cada lado de
la puerta. El brazo OB es de peso
despreciable y la esquina superior A
de la puerta puede deslizarse libre-
mente en direccién horizontal me-
diante un rodillo. La longitud natural
del resorte es r—a, por lo que en
la posicién superior con 6 =m, la
fuerza en el resorte es nula. A fin
de asegurar una accién suave de la
puerta al alcanzar la posicién verti-
cal de cierre 6 =0, conviene que
dicha posicién sea de equilibrio indi-
ferente. Determinar el valor adecua-
do de la constante k.

Resp. k = ¥

«4'7/87. Cada una de las dos barras
del péndulo doble puede girar libre-
mente 360° en el plano vertical. Des-
preciar los pesos de las barras frente
a P y describir todas las posiciones
de equilibrio posibles indicando el
tipo de equilibrio de cada una.

P(r 4+ a)

Problema 7/85

Problema 7,86

Problema 7,87
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Problema 7/90

47/88. Simulemos la viga en vola-
dizo de longitud ! y carga P en su
extremo por una viga de tres seg-
mentos rigidos unidos mediante goz-
nes elasticos en A, B y C. La rigidez
torsora de cada gozne es K. Deter-
minar la flecha y del extremo de la
viga para rotaciones eldsticas peque-
fias de los segmentos.
14Pi2
9K
«7/89. Las dos barras uniformes,
cada una de peso P y longitud 1, es-
tin articuladas por sus extremos in-
feriores y soportadas por sus extre-
mos superiores mediante tres resortes
iguales, de rigidez k cada uno de
ellos. Si cuando las barras estin en
posicién vertical los resortes no estin
deformados, determinar el dominio
de valores de ! para los cuales las
barras estarin estables en posicion
vertical. Resp. _i% <I< o
«€47/90. Las dos barras ligeras, cada
una de longitud I, estin articuladas
con resortes de torsibn en A y B.
Cada resorte tiene una rigidez tor-
sora de K m.N/radidn y cuando las
barras est4n verticales no se hallan
sometidos a torsién. Examinar las
condiciones de estabilidad de las
barras en sus posiciones verticales so-
metidas a una carga vertical F.
(Nota: El analisis de este problema
puede utilizarse como primera apro-
ximacién a los modos de pandeo de
columnas.)
Resp. Para el equilibrio en 6;=0,=0
y con x = FI/K,
estable para x < 0,382
inestabilidad de punto de silla
para 0,382 < x < 2,618
inestable para x > 2,618
modos de pandeo:
para ¥ = 0,382, 36, = 1,618 80,
para x = 2,618, 36, = — 0,618 89,

Resp. y =



8 Momentos de 1mercia
de una superficie

44. Definiciones. Cuando las fuerzas que actiian sobre una superficie se
distribuyen con continuidad por ella, es a menudo necesario calcular su mo-
mento respecto a alglin eje. Frecuentemente, la intensidad de la fuerza es
proporcional a la distancia de la fuerza al eje de momentos y en tales condi-
ciones resulta una integral de la forma [ (distancia)® d(4rea). A esta integral
se la denomina momento de inercia de la superficie. La integral depende de
la geometria de la superficie y aparece con tanta frecuencia en las aplicaciones
de la Mecéanica que sera 1til desarrollar sus propiedades con cierto detalle y
poder disponer de ellas para utilizarlas con soltura cuando surja la integral.

En la figura 94 puede verse el origen fisico de estas integrales. En la parte
a de la figura se ha sometido la superficie ABCD a una presién p distribuida
cuya intensidad es proporcional a la distancia y al eje AB. Ya vimos esta situa-
cién en el apartado 29 del capitulo 5, y es caracteristica de la accién de la
presiéon de un liquido sobre una superficie plana. El momento respecto AB
debido a la presién ejercida sobre el elemento de superficie de 4rea dA es
pydA = ky?dA. Asi, aparece la integral en cuestién cuando se calcula el mo-

mento total M =k f y2 dA.

En la parte b de la figura 94 puede verse la distribucién de los esfuerzos
sobre una seccién recta de una viga elastica simple curvada por pares iguales
y opuestos aplicados en sus extremos. En toda secciéon de la viga existe una
distribucién lineal de la intensidad de fuerza o estuerzo dada por ¢ = ky, sien-
do el esfuerzo positivo (de tensién) por debajo del eje O-O y negativo (de
compresién) por encima del eje. El momento elemental respecto al eje O-O es
dM = o(ydA) = ky*dA. Asi, también aparece la misma integral al calcular el

momento total M =k fy’ dA. En la parte ¢ de la figura 94 se da un tercer

ejemplo en el que puede verse un érbol cilindrico sometido a un momento de
torsién. En cada seccién recta del arbol se opone una resistencia a este mo-
mento debida a una distribucién de los esfuerzos tangenciales o de corte © que,
dentro de los limites de elasticidad del material, es proporcional a la distancia
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(a) ()]

Figura 94

(c)

radial r al eje del 4rbol. Asi T =kr, y el momento total respecto al eje del

arbol es M = f z(rdA) =k f 7?dA. En este caso, la integral difiere de la de

los dos ejemplos anteriores en que la superficie es normal, en lugar de paralela,
al eje de momentos y r es una coordenada radial en lugar de una coordenada
cartesiana.

Aun cuando la integral que acabamos de tratar recibe el nombre de mo-
mento de inercia de la superficie respecto al eje en cuestién, seria mas apro-
piado llamarle segundo momento de superficie, puesto que el primer momento
y dA vuelve a multiplicarse por el brazo de momento y para obtener el se-
gundo momento para el elemento dA. La palabra inercia aparece en la ter-
minologia a causa de la similitud entre las formas matematiccas de las integrales
para los segundos momentos de superficies y las correspondientes a los momen-
tos resultantes de las llamadas fuerzas de inercia, en el caso de los-cuerpos gira-
torios. El momento de inercia de una superficie es una propiedad puramente
matematica de la superficie y no tiene, en si, ningin significado fisico.

Considérese la superficie de 4rea A contenida en el plano x-y de la figura 95.
Los momentos de inercia del elemento de 4rea dA respecto a los ejes x e y son,
por definicién, dI, = y*dA y dI, = x*dA, respectivamente. Luego, los momentos
de inercia de la superficie de 4rea A respecto a los mismos ejes seran

L=[yd4,

> (65)
I, = / X2 dA,
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Figura 95

donde la integral estd extendida a toda la superficie. E1 momento de inercia de
dA respecto al polo O (eje z) es, por definicién analoga, dJ, =r*dA,y el momen-
to de inercia de toda la superficie respecto a O es

> J.=[rada. (66)

Las expresiones definidas por las ecuaciones 65 reciben el nombre de momentos
cartesianos de inercia, mientras que la expresién de la ecuacién 66 recibe el de
momento polar de inercia. Como x* 4+ y* = r*, es evidente que,

La ecuacién 67 resulta particularmente util para calcular el momento polar de
inercia de un 4rea cuyo contorno sea mas facil de describir en coordenadas car-
tesianas que en coordenadas polares.

Obsérvese que el momento de inercia de un elemento contiene el cuadrado
de la distancia del elemento al eje de inercia. Un elemento cuya coordenada
sea negativa contribuye al momento de inercia en la misma cantidad que un
elemento igual cuya coordenada sea positiva y del mismo valor absoluto. En
consecuencia, el momento de inercia de una superficie respecto a un eje serd una
cantidad esencialmente positiva. En cambio, el primer momento de la superficie,
que ha intervenido en los calculos de centroides, puede ser positivo o negativo.

Las dimensiones de los momentos de inercia de superficies son evidente-
mente L%, representando por L las dimensiones de una longitud. Luego, los
momentos de inercia de superficies vendrén expresados en centimetros a la cuar-
ta potencia (cm*) o metros a la cuarta potencia (m*), o milimetros a la cuarta
potencia (mm?).

Es muy importante elegir adecuadamente las coordenadas a utilizar para
el cdlculo de momentos de inercia. Se utilizardn coordenadas cartesianas para
aquellos contornos que se pueden expresar més facilmente en dichas coordena-
das. Las coordenadas polares suelen simplificar aquellos problemas en los que
los contornos se expresan més facilmente en funcién de r y 0. También es im-
portante la eleccién de un elemento de superficie que simplifique la integracién
todo lo posible. Estas consideraciones son, en todo, andlogas a las tratadas en el
capitulo 5 al estudiar el cilculo de centroides.
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Radio de giro. El momento de inercia de una superficie es una medida
de la distribucién del area respecto al eje en cuestién. Supongamos que toda el
area A de la superficie representada en la figura 96 se concentre en una franja
de anchura despreciable situada a una distancia k, del eje x,tal que el producto
k;24 sea igual al momento de inercia respecto al eje. La distancia k,, llamada
radio de giro, es, pues, una medida de la distribucion del 4rea respecto al eje
de inercia. Por definicién, pues, para un eje cualquiera

> I=k24 osea k= %. (68)

Cuando se sustituye esta definicion en cada uno de los tres términos de la ecua-
ci6n 67, resulta,

> k2 = k2 + k2. (69)

Luego el cuadrado del radio de giro respecto a un eje polar es igual a la suma
de los cuadrados de los radios de giro respecto a los dos ejes cartesianos corres-
pondientes.

Es de todo punto necesario no confundir la coordenada ¥ del centroide C del
4rea con el radio de giro k. El cuadrado de la distancia centroidal (véase fig. 96)
es 72 y es el cuadrado del valor medio de las distancias y de los elementos dA
al eje. Por otra parte, la cantidad k.* es el valor medio de los cuadrados de
estas distancias. El momento de inercia no es igual a Aj* porque el cuadrado
del valor medio no es igual al valor medio de los cuadrados.

Cambio de ejes. El momento de inercia de una superficie respecto a un
eje no centroidal puede expresarse facilmente en funcién del momento de iner-
cia respecto a un eje centroidal paralelo a él. En la figura 97 los ejes xo-1o pasan
por el centroide C de la superficie. Vamos a determinar los momentos de
la superficie respecto a los ejes paralelos a ellos x-y. Por definicién, el mo-
mento de inercia del elemento dA respecto al eje x es:

dl, = (yo + d;)2 dA.

Desarrollando e integrando se tiene

I = [y2dd + 2, [y, da + a2 [ da.

Figura 96
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La primera integral es el momento de inercia I, respecto al eje centroidal x,.
La segunda integral es nula puesto que Aijo = [ yodA e §, es automiticamen-
te cero. La tercera integral es, simplemente, Ad,?. Luego la expresion de I, y la
expresion andloga de I, resultan ser

— T 2
B Le= "+ Ad2, (70)
I, =TI, + Ad2.
En virtud de la ecuacién 67, la suma de estas dos ecuaciones da
B J.=J, + Adz. (70a)

Las ecuaciones 70 y 70a constituyen el teorema de Steiner o teorema de los ejes
paralelos. Hagamos resaltar dos hechos. Primero, los ejes entre los que se ha
hecho el cambio deben ser paralelos, y segundo, uno de los ejes debe pasar por
el centroide de la superficie.

Si se quisiera cambiar de un eje a otro paralelo a él sin que ninguno de
ambos pasara por el centroide, habria que cambiar de uno de los ejes a otro
paralelo que pasara por el centroide y luego cambiar de éste al segundo eje.

El teorema de Steiner vale también para los radios de giro. Sustituyendo en
las ecuaciones 70 la definicién de k, se tiene,

B k? = k2 + d2, (70b)

donde k es el radio de giro respecto a un eje centroidal paralelo al eje al que
se refiere k,y d es la distancia entre ambos ejes. Los ejes pueden estar conte-
nidos en el plano de la superficie o ser normales a €l

En la tabla C4 del apéndice C se da un resumen de las relaciones de los
momentos de inercia para algunas figuras planas corrientes. Los problemas tipo
que se dan a continuacién ilustran el calculo detallado de los momentos de
inercia de superficies. Los problemas 8/1, 8/2 y 8/3 desarrollan los resultados

Figura 97
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de los momentos de inercia de tres formas comunes que encuentran repetida
aplicacién en Mecanica. Dichos resultados deben comprenderse a la perfeccién
y recordarse.

Problemas tipo

8/1. Determinar los momentos de inercia de la superficie rectangular respecto
a los ejes centroides xo~ yo, al eje polar centroidal z, que pasa por C, al eje «x
y al eje polar z que pasa por O.

Solucién. Para el calculo del momento de inercia I, respecto al eje x, se elige
una franja horizontal de 4drea b dy tal que todos los elementos de la franja tengan
la misma coordenada y. Asi.

s = f »2 dA) L= "}:/22 y2b dy = {ybhs. Resp.

Intercambiando simbolos, el momento de inercia respecto al eje centroidal y, serd

7 y = Tlihbs Res/p‘
El momento de inercia polar centroidal es
=1L + I} T, = f5(bh3 + hb3) = (5A (2 + h2). Resp.
En virtud del teorema de Steiner, el momento de inercia respecto al eje x es
hom e L i (B = 0
»
l
e
2 1
! y
|
% __—CI _i—— T
|
3
2
Lo
b

Problema 8,1
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El momento polar de inercia respecto a O puede obtenerse también aplicando el
teorema de Steiner. Asi

Ve = J. + 4d?] Jo= 1A + 1) + 4[] + (2] ],

J. = 34(b% + h?). Resp.

8/2, Calcular los momentos de inercia de la superficie circular respecto a un
eje diametral y respecto a un eje polar que pase por el centro. Especificar los radios
de giro.

Solucién. Para el calculo del momento de inercia respecto al eje polar z que
pasa por O puede utilizarse un elemento de superficie en forma de corona circular,
como el indicado en la parte ¢ de la figura, ya que todos los elementos de dicha
corona equidistan de O. El rea elemental es dA = 2xrydr, y, por tanto,

Ve = [ 2 da) Jo = [ rotQury dry) = 1’-2’_4 = 4dr. Resp.

El radio de giro polar es,

- /3 =

Por simetria I, =1, por lo que segin la ecuacién 67.

Vo= 1 + ] L=4).= ”T"‘ = j4r, Resp.

El radio de giro respecto al eje diametral es,

k=vi e

(a)

Problema 8/2
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La anterior determinacién de I, es la mas sencilla. También podria obtenerse el
resultado por integracién directa, utilizando como elemento de superficie dA = r,dr,dd
que es el indicado en la parte b de la figura. Por definicion,

U = f)’sz] L= fOZ" for (rosen 0)2r, dr, df,
_ F"MW _ .ﬁl[é) __sen 20]2'” _ art Resp.
Tl 4 T 42 2 1 4

8/3. Determinar los momentos de inercia de la superficie triangular respecto,
a su base y respecto a ejes paralelos a ella que pasen por su centroide y por el vértice
opuesto a dicha base.

Solucién. Se elige una franja paralela a la base, tal como la indicada en la

figura, cuya 4rea es dA = xdy = [(h— y)b/h] dy. Por definicién

B bh3

h— 3 4
= [yaa) L=fr =3 ed =[5 - ] = 5

3 Resp.

En virtud del teorema de Steiner, el momento de inercia I respecto a un eje que pasa
por el centroide, que se halla a una distancia h/3 por encima de las x, es,

T—1— Ad? —_M_(_lﬁ)(hy_lﬁ Resp.
[I=1- A4d? I=-2 2)3) =% esp

Cambiando del eje centroidal al eje x” que pasa por el vértice se tiene,

[ =T+ dd? I, =5 (M)(ﬁ)z__b_hi Resp.
] =36t N\T) =7 »

g

d
Y

_+_
y
E,_L.L_x

——

Problema 8/3

8/4. Determinar el momento de inercia respecto al eje x del 4rea semicircular
de la figura.

Solucidn. E] momento de inercia de la superficie semicircular respecto al eje «”
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es la mitad del correspondiente a un circulo completo respecto al mismo eje. Luego,
segin los resultados del problema 8/2,

—_— %17— = 2mrcmd.

(S1E
H

I, =

A continuacién se obtiene el momento de inercia 7 respecto al eje centroidal paralelo
x¢. Aplicando el teorema de Steiner se hace el cambio para una distancia 7= 4r/37 =
= (4 X 2)/37 = 8/37 cm. Luego, -

(I =1 — 4d?] I=20— (21) (i)z = 1,755cm? .
2 3

Por ultimo, se hace el cambio del eje centroidal x, al eje x, lo cual da,

1,755 (22_”)(3 1)2
+ 2 +37T

1,755 + 93,1 = 94.9cm+. Resp.

- [I =T+ 4d?] I,

Problema 8/4

8/5. Calcular el momento de inercia respecto al eje x del area limitada por
el eje y y los arcos de circulo de radio a cuyos centros se hallan en O y en A.

Solucion. La eleccion de una franja vertical de 4rea infinitesimal permite cubrir
toda, la superficie con una sola integracién. Una franja horizontal requeriria dos inte-
graciones respecto a y en virtud de la discontinuidad. El momento de inercia de la
franja respecto al eje x es el de una franja de altura y, menos el de una franja de
altura y,. Asi, pues, de los resultados del problema tipo 8/1,

dl; = $(y2 dx)y2? — (1 dx)y? = $(y2® — y1®) dx.

Los valores de y se obtienen de las ecuaciones de las dos curvas, las cuales son
2+y2=a'y (x—a) +yi =a?yquedan y, = Va® —x% e y; =V ~ (x — a)2

Asi pues

L=3 [ (@ - x) Va3 — (@ — (x — a)?] V= F= DY) .
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Resolviendo el sistema de las dos ecuaciones se tiene la coordenada x de la intersec-

cién de las dos curvas que, por inspeccién, resulta ser a/2. El cilculo de las integra-
les da:

4

J‘a/? @@= dx = _“_(_\/_3 + E),
0 4\ 2 3
[ o JF = _ﬁ(ﬁ_i)

o XVE A=\ —3)

ar2 T (x—a)ldx = ﬁ(ﬁ - 2."1)
= a2\/a2 — (x — a)?dx = 7\ 7 )

4

f(;z/‘z(x—a)2 a2 — (x —a)?dx = a4
y sustituyéndolas en la expresién para I, se tiene

I, = %(9\/5 — 2m) = 0,0969a%. Resp.

Problema 8/5

Problemas
oom 8/6. Calcular el momento de iner-
cia de la superficie rectangular res-
pecto al eje x y el momento polar de
inercia respecto al punto O.

Besp. I, = 416cm*, J, = 704 cm*

Problema 8/6
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8/7. La tira rectangular estrecha
tiene un irea de 6 cm® y su momen-
to de inercia respecto al eje y
vale 170 cm* Obtener una buena
aproximacién para el radio de giro
respecto al punto O.

Resp. ky = 7,30 cm

8/8. De los resultados del Proble-
ma tipo 8/1, exponer sin calculo cuél
es el momento de inercia de la su-
perficie del paralelogramo respecto al
eje x que contiene a su base y res-.
pecto a un eje paralelo que pase por
su centroide.

8/9. Determinar el momento polar
de inercia de la superficie semicircular
respecto al punto A.

Resp. Ja= %77"4

8/10. Calcular el radio polar de
giro respecto al centroide de la su-
perficie del cuadrante para r = 4 cm.

8/11. Para la superficie del cua-
drante objeto del problema 8/10, de-
terminar el radio polar de giro res-
pecto al punto A.

Resp. k, = 0,807 r

8/12. Los momentos de inercia de
la superficie A respecto a los ejes x
y %’ difieren en 3650 cm*, Calcular el
area A de la superficie sombreada
cuyo centroide esti4 en C.
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Yy
|
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|
|
— —x
0o

Problema 8,7

Problema 88

6cm

Y

Problema %9

x

A

Problema 8,12
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————————

or=g

Problema 8 15

Problema 8/16

8/13. Calcular el momento de
inercia de la superficie triangular res-
pecto al eje x.

Resp. I, = 1093 cm*

8/14. Calcular el momento de
inercia de la superficie sombreada
respecto al eje x.

Resp. I, = 13,95 cm*

8/15. Calcular el momento de
inercia de la superficie sombreada
respecto al eje x.

8/16. Obtener por integracién di-
recta el momento polar de inercia de
la superficie del anillo semicircular
respecto al punto O y utilizar el re-
sultado para hallar el momento de
inercia respecto al eje x.

Resp. I, = 3682 cm*
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8/17. Calcular por integracién di-
recta el momento de inercia de la
superficie sombreada respecto al eje
x. Resolver el problema, primero, uti-
lizando una tira horizontal de 4area
infinitesimal y, segundo, utilizando
una tira vertical de 4rea infinitesimal.

8/18. Determinar el radio polar de
giro de la superficie del tridngulo
equilatero de lado b respecto a su
centroide C. ,

Resp. k = 33

8/19. Aproximar el resultado del
momento de inercia respecto al eje x
de la superficie sombreada del pro-
blema 8/16 dividiendo la superficie
en cinco fajas horizontales de igual
anchura. Tratar el momento de iner-
cia de cada faja como producto de
su 4rea por el cuadrado de la dis-
tancia de su centro al eje.

8/20. Determinar el momento de
inercia de la superficie irregular del
problema 5/51, que reproducimos,
respecto al eje x.

Resp. I, = 1230 cm?*

8/21. Demostrar que el momento
de inercia de la superficie del cuadra-
do respecto a un eje cualquiera x’
que pase por su centro es igual que
el momento de inercia respecto a un
eje central x paralelo a un lado.

y
{
l
|
[
!
[
|
i
|
|
[
|

Problema § 17

Problema 8/18

—
A —

(e}
g
T

1
0 2 4 6 8 10 12
cm

Problema & 20

Problema 8/21
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Problema 8,23

Problema 8/24

Problema 8/25

8/22, El 4rea de un anillo circu-
lar de radio interior r y radio exte-
rior r + Ar es aproximadamente igual
al producto de la longitud de la cir-
cunferencia de radio igual al radio
medio multiplicada por la anchura
Ar. El momento polar de inercia del
anillo se puede aproximar multipli-
cando dicha 4rea por el cuadrado del
radio medio. ¢Qué error porcentual
se comete si Ar =r/10?

Resp. Error = 0,226 %

8/23. Determinar los momentos de
inercia de la superficie del sector
circular respecto a los ejes x e y.

Resp. 1. =%(a_sen2a)

2
ly = (a + se)

8/24. Determinar el momento po-
lar de inercia de la superficie som-
breada respecto al origen O.

Resp. Jo = M[_ZQZ_ + az(l - _.8_)]
P 9 72

8/25. Determinar el momento de
inercia de la superficie del cuadrante
eliptico respecto al eje centroidal x,.
Hallar también el momento polar de
inercia respecto al centroide C.

=(-7 -4
Resp. J = (16 9w)(aZ + b2)ab
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45. Superficies compuestas. Frecuentemente es necesario calcular momen-
tos de inercia de una superficie constituida por varias partes distintas de forma
geométrica sencilla y calculable. Como un momento de inercia es la integral
o suma de los productos del cuadrado de la distancia por el 4rea del elemento
de superficie, se deduce que el momento de inercia de una superficie compuesta
respecto a un eje particular no es mas que la suma de los momentos de iner-
cia respecto a dicho eje de las distintas partes que la componen. A menudo
convendrd considerar la superficie total como compuesta de partes positivas y
negativas. El momento de inercia de una superficie negativa es una cantidad
negativa.

Cuando la seccién esté compuesta de un gran nimero de partes, convendra
tabular los resultados de éstas atendiendo a su area A, momento centroidal de-
inercia T, distancia d del eje centroidal al eje respecto al cual se calcula el
momento de inercia de toda la seccién, y producto Ad?. Para cada una de las
partes, el momento de inercia buscado es T4 Ad® y por tanto el correspon-
diente a la seccién total podré expresarse en la forma I = XI + XAd>,

Problema tipo

8/26. Calcular el momento de inercia y el radio de giro respecto al eje x de la
superficie sombreada que se indica.

Solucion. La superficie total estd compuesta de la superficie positiva del rectdn-
gulo (1) y de las superficies negativas del cuadrante circular (2) y del tridngulo (3).
Por el problema tipo 8/1 sabemos que el momento de inercia del rectingulo res-
pecto al eje x es

I, = 34h? = }(8)(6)(62) = 576 cm®.

Segin el problema tipo 8/2, el momento de inercia de la superficie negatlva del cua-
drante circular respecto al eje x” de su base es

Ip=-—1

1 (wr‘*) = 1_776(34) = —15,90 cm?.

4

Llevando este resultado a una distancia 7 = 4r/37 = 4(8)/37 = 1,273 cm y aplican-
do el teorema de Steiner se tiene para el momento de inercia centroidal de la parte (2)

2
T=1-ads) L= -1590- [~ 780 (19780] = ~ 445 cmt.
El momento de inercia respecto al eje x del cuadrante circular serd, pues,

[[=T+4d?] I,= —445+ [— @](6 —1,2737 = —162,4 cm?.



394 Momentos de inercia de una superficie

Por dltimo, el momento de inercia de la superficie triangular negativa (3) respecto a
su base, segin el problema tipo 8/3, es

I, = —14bh® = —15(4)(3%) = —9 em *.

En consecuencia, el momento de inercia total de la superficie compuesta, respec-
to al eje x serd
1, = 576 — 162,4 — 9 = 404,6 cm*. ’ Resp.

El érea total de la figura es A = 6(8) — 1 n(3%) — 1 (4) (3) = 34,93 cm? con lo que el
radio de giro respecto al eje x serd

ke = I,/A = \/404,6/34,93 = 3,40 cm . Resp.

@)

Lol

@)
3

Problema 8/26

y Problemas
|
1. 1l 8/27. Calcular el momento de iner-
gt ———k——"’:m' cia respecto al eje y de la superficie
sombreada.

Resp. I, = 425 cm*

8/28, Calcular el didmetro d de
cada uno de los dos agujeros que
haga iguales los momentos de inercia
de la superficie sombreada respecto
a los ejes x e y.

Problema 8/28
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8/29. Calcular el momento polar
de inercia de la superficie sombreada
respecto al punto O.

Resp. Jo, = 12 654 cm*

Problema 8/29

— -

7.5cm

8/30. Calcular el momento de 5cm
inercia respecto al eje x de la super-
ficie del trapecio.

10 cm

Problema & 30

8/31. Hallar el momento de iner-
cia de la superficie sombreada res-
pecto al eje de simetria x.

Resp. I, = 17,96 cm*

lcr;

Problema 8/31

8/32. Determinar los momentos de r—-lz,s cma‘
inercia del perfil en Z respecto a sus _J,_
ejes centroidales x, e y,.

Problema 8/32

395
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Problema 833

1 cm———x‘

2,5¢cm

Problema 8/34

Problema 8/35
b

Problema 8/36

8/33. Calcular el momento de
inercia de la seccién recta de la viga
respecto a su eje centroidal x,.

Resp. I, = 3125 cm*

8/34. Calcular el radio polar de
giro del perfil en U respecto a su
centroide C.

8/35. Calcular el radio polar de
giro de la superficie sombreada res-
pecto al-punto O.

Resp. ko = 4,45 cm

8/36. Desarrollar una férmula para
el momento de inercia de la superficie
exagonal regular de lado b respecto
a su eje diametral x.

8/37. Determinar la expresién del
radio de giro de la superficie exago-
nal del problema 8/36 respecto a un
eje polar que pase por O.
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8/88. Calcular el momento de
inercia de la superficie sombreada

respecto al eje x.
Resp. I, = 611 cm*

8/39. Calcular el momento de
inercia del anillo cuartocircular res-
pecto al eje a de simetria. (Sugeren-
cia: Utilizar los resultados del pro-
blema 8/23.)

Resp. I, = 3386 cm*

8/40. Calcular el momento de
inercia de la seccién normalizada de
300 x 100 mm de un canal respecto
a su eje centroidal x, Despréciense
las curvas y los radios y compérese
el resultado con el de I, = 625 cm*
que dan los manuales.

8/41. Calcular el momento de
inercia de la superficie sombreada
respecto al eje x.

Resp. I, = 23,7 cm*

8/42. Calcular el momento de
inercia de la superficie de la figura
respecto al eje y.

Resp. I, = 256 cm*

7,5 cm

Problema 8/39

75mm* -—>-| |<—16.2 mm

100 mm

|
125mmf |
' |<—18,8 mm
300mm

Problema 8/40

_——X

Problema 8/41

| 6 em

e

e o]

Problema 8/42
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//\\\ 8/43. Calcular el momento de
/7 8 em\ inercia de la superficie de la figura
respecto a su base. (Sugerencia: Uti-
lizar los resultados del problema
8/23.) Resp. I, = 933 cm*

<« 8/44. Para el perfil de la viga en
H, determinar la anchura b del ala
de la viga que haga iguales los mo-
mentos de inercia respecto a los ejes
centroidales x e y.

Resp. b = 40,25 cm

25 cm-

Problema 8,44

46. Productos de inercia y rotacién de los ejes. En ciertos problemas
en los que intervienen secciones rectas asimétricas al calcular los momentos de
inercia respecto a ejes girados aparece una expresién de la forma

dlwu = Xy dA,
> Ly, = f xy dA, (71)

donde x e y son las coordenadas del elemento de superficie dA.A la cantidad I,
se le da el nombre de producto de inercia de la superficie A respecto a los ejes

Figura 98
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x-y. A diferencia de los momentos de inercia, los productos de inercia pueden
ser positivos o negativos. ,

Refiriéndonos a la figura 98 podemos ver que para un eje de simetria, tal
como el eje x, la suma del término x (— y) dA con el x (4 y) dA correspondiente
al elemento simétrico, se anula. Como podemos considerar la superficie total des-
compuesta en pares de elementos que cumplan lo anterior, se deduce que el
producto de inercia sera nulo.

Existe un teorema de cambio de ejes para los productos de inercia, anilogo
al teorema de Steiner. Por definicién, el producto de inercia de la superficie A de
la figura 97 respecto a los ejes x e y en funcién de las coordenadas xq, yo de los
ejes centroidales es,

Ly = [ (%o + d) (o + dz) dA
= [xopodd + d; [ x,d4 + dy [ yoda + ded, [ dA,
Iwu = Twy + dwdyA9 (72)

donde I, es el producto de inercia respecto a los ejes centroidales x, - yo para-
lelos a los ejes x-y.

El producto de inercia encuentra su empleo cuando sea necesario calcular
el momento de inercia de una superficie respecto a ejes inclinados. Esta consi-
deracién conduce directamente al importante problema de determinar los ejes
respecto a los cuales el momento de inercia es maximo o minimo.

En la figura 99 los momentos de inercia de la superficie respecto a los ejes
%’ ey’ son,

Iy =fy’2dA =[(ycos0 — xsenf)?2dA,

Iy =[x2add = [ (ysenf + x cos 6)2 dd.
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Desarrollando y sustituyendo las identidades trigonométricas

1 — cos 26 2p . 1+ cos2f
— cos 0_————-——2 ,

y las relaciones de definicién de I, I, I., se tiene,

sen2f =

L+l -
=2ttt (oo b oi9g g sen2,

2 2
I _ (73)
=t Lol oiop 1 1ysens.

En forma analoga,

Iy =fx’y’ dA =f(ycos0 — xsenf)(ysenb + xcos ) dA4.

Desarrollando y sustituyendo las identidades trigonométricas
sen @ cos 8 = 1sen 20, cos2 @ —sen2 @ = cos 20

y las relaciones de definicién de I, I,, I, se tiene

I, -1,

Ly = 5 sen2f + I, cos 26. (73a)

Sumando las ecuaciones 73 se tiene I + I,. = I, + I, = I., como expresién del
momento polar de inercia respecto a O, lo cual comprueba el resultado de la
ecuacién 67,

El 4ngulo que hace maximo o minimo a I, o I, se puede determinar anu-
lando la derivada de I o I,. respecto a 0. Asi.

%ﬁ = (I, — I))sen 20 — 2Upy cos 20 = 0.
Llamando « a este angulo critico, se tiene
21
tg 2a = w__,
8T TL (74)

La ecuacién 74 da dos valores de 2a que difieren en =, ya que tg 2a=tg (204-n).
En consecuencia, las dos soluciones de a diferirdn en =/2. Un valor define el eje
de momento de inercia maximo y el otro el de momento de inercia minimo, Estos
dos ejes rectangulares reciben el nombre de ejes principales de inercia.
Sustituyendo la ecuacién 74 del valor critico de 20 en la ecuacién 73a, se
ve que el producto de inercia correspondiente a los ejes principales de inercia
es nulo. Sustituyendo los valores de sen 2a y cos 2a, obtenidos de la ecuacién 74,
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en sen 20 y cos 20, respectivamente, en las ecuaciones 73, se obtienen las mag-
nitudes de los momentos principales de inercia, las cuales son

I, + 1
Inis. = 252 4 2= LT+ 4L
| (75)
I, + 1
Do, = <220 - L T = )7 + AL,2

Las relaciones de las ecuaciones 73, 73a, 74 y 75 pueden representarse
graficamente mediante un diagrama conocido por circulo de Mohr. Para va-
lores dados de I., I, e I.,, pueden determinarse, mediante el diagrama, los
valores correspondientes de I, I, e I, para el valor que se quiera del 4ngu-
lo 0. Se toman, en primer lugar, un eje horizontal para la medida de momentos
de inercia y un eje vertical para la medida de productos de inercia (véase
figura 100). A continuacién, se localizan el punto A de coordenadas (I, I.,) y el
punto B de coordenadas (I,, — I,). Con estos dos puntos como extremos de
un didmetro, se traza una circunferencia. El dngulo que forma el radio OA
con el eje horizontal es 2a, o sea, el doble del angulo que forma el eje x de
la superficie en cuestién con el eje del momento de inercia méximo. Tanto el
angulo sobre el diagrama como el 4ngulo sobre la superficie se miden en el
mismo sentido, segin se indica. Las coordenadas de un punto C cualquiera
son (I, Is,) y las del punto correspondiente D son (I,, — I..,,). El &ngulo
entre OA y OC es 20, o sea, el doble del 4ngulo que forman los ejes x y «.

I

Eje de momentode
inercia méximo que
pasa por P

e

TTTFYFT VYR

iI___

11

Tinix. ]
Figura 100
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Ambos angulos se miden, también, en el mismo sentido segin se indica. Por

consideraciones trigonométricas puede verificarse que las ecuaciones 73, 73a
y 74 estin de acuerdo con lo enunciado.

Problemas tipo

8/45. Determinar el producto de inercia I, dela superficie limitada bajo la para-

bola de la figura.
Solucion. La ecuacién de la curva puede escribirse en la forma x = ay?/b2. El

producto de inercia para el elemento dA = dx dy es dI,, = xy dx dy y para la superfi-
cie total es,

b b1 ayt
I,,,,=J fa xydxd)’=J07(02——b{—)y@’=%a2b2- Resp.

0 Jay2/b?

Problema 8/45

8/46. Determinar el producto de inercia de la superficie semicircular respecto

a los ejes x-y.
Solucién. Podemos utilizar el teorema del cambio de ejes para los productos de
inercia {ec. 72) y escribir

Usy = Ioy + dsdyA] Loy =0 + (_ %)(r)("T’z) xd Resp.
donde las coordenadas x e y del centroide C son d, = + r y d, = — 4r/3n. Como

uno de los ejes centroidales es eje de simetria, 7, = 0.

y
I
!
I

4ar

Problema 8/46
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8/47. Situar los ejes centroidales principales de inercia y hallar sus correspondien-
tes momentos de inercia maximo y minimo para la secciéon de angulo.

Solucion. El centroide se localiza facilmente en la forma que se indica. El pro-
ducto de inercia para cada rectangulo respecto a sus propios ejes centroidales paralelos
a los ejes x e y es nulo por simetria. Luego el producto de inercia para la parte A es,

Usy = Loy + dpdyd] Ly =0+ (=) (+1 (@) = —3,75cm¢.
Anéilogamente para B,
(Iey = Iy + d: dyA] Iy =0+ ($)(—%)(4) = —3,75cm+.

Para el angulo completo,

Iy = —3,75 — 3,75 = —7,50cm*.

Los momentos de inercia para la parte A som,

(I=T+4d?] L =#@)(01% + (934 = 6,583 cm?,
Iy = £ (1)(4%) + (3)2(4) = 7,583cm?.

Operando de igual forma, los momentos de inercia para la parte B resultan ser
I, = 11,583 cm*, I, = 2,583 cm®. Luego, para toda la secci6n,

» = 6,583 + 11,583 = 18,167 cm*,
I, = 7,583 + 2,583 = 10,167 cmt.

La inclinacién de los ejes principales de inercia viene dada por la ecuacién 74. Por
tanto,

[tg 2a = 711—2%%@] tg 2a = mj16——72__£7’1530,)1‘ﬁ = 1,875,
2a = 61°5¢, a = 30°58". Resp.
Tt = I, = 18167 £ 10167 | 18167 — 10167 (,4705) + (7,50) 0.8524)
= 22,67 cm?; Resp.
Lin. = I, = 18,167 -5 10,167 _ 18,167 ; 10,167 (0,4705) — (7,50)(0,8824) -
= 567cm?. Resp.

Estos resultados podrian también obtenerse directamente de las ecuaciones 75 o gra-

ficamente con la construccién del circulo de Mohr, segin puede verse en la parte
derecha de la figura.
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+I,,,cm4

fe——— @nax. = 22,87

e I, = 10,167

- Ixy=
= (="50)
= +7,50

2a 61’56
y = =760
Imin

567

Iy =18 167

=Ly cm?

Problema 8/47

Problemas

8/48, Calcular el producto de
inercia de la superficie del tridngulo
rectangulo de la figura respecto a los
ejes x-y.

Resp. 1,, = hib3/24

e

b
Problema 8/48

y
cm,!-a cst c 8/49. Aprovechando la simetria de
- la superficie sombreada respecto al
. eje x, calcular el producto de iner-
e - cia respecto a los ejes x-y.

Resp. I,, = 264 cm*

Problema 8/49
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8/50. Obtener el producto de
inercia de la superficie del cuadrante
circular respecto a los ejes x-y y uti-
lizar este resultado para obtener el
producto de inercia respecto a los
ejes centroidales paralelos a aquéllos.

8/51, Una superficie tiene los mo-
mentos de inercia I,=28cm* e
I, = 12 cm* respecto a un sistema de
ejes x-y. El 4ngulo medido en sen-
tido horario del eje x al eje de maxi-
mo momento de inercia que pasa por
el origen O es de 20°. Determinar el
momento de inercia minimo de la
superficie respecto a un eje que pase
por O.

BResp. I = 9,56 cm#

8/52. Determinar los momentos y
el producto de inercia de la superficie
rectangular respecto a los ejes x’-y’.

8/58. Los productos de inercia de
la superficie sombreada respecto a
los ejes x-y y -y’ son 490 cmt y
— 920 cm?, respectivamente. Calcu-
lar el 4rea de la figura sabiendo que
su centroide es C.

Resp. A = 78,3 cm?

8/54. Si es I, =1, para una su-
perficie que sea simétrica respecto
al eje x o al y, demostrar que el mo-
mento de inercia serd el mismo res-
pecto a todos los ejes que pasan por
el origen.

8/55. Determinar las proporciones
de la superficie rectangular para la
cual el momento de inercia respecto
a un eje ' que pase por el punto
medio C del lado mayor tenga un
valor constante independiente de 9.

(Véase prob. 8/54.)

Problema 8/52

al2 C a/2

Problema 8/55
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Problema 8/57
y
|
|
I

Problema 8/58

8/56. Calcular la base b y la al-
tura h de un tridngulo isdsceles de
drea 100 cm? si son iguales los mo-
mentos de inercia respecto a todos
los ejes que pasan por el vértice del
tridngulo. (Véase prob. 8/54.)

Resp. b = 26,32 cm, h = 7,60 cm

8/57. Calcular los momentos y el
producto de inercia de la superficie
cuadrada respecto a los ejes x"-y’".

8/58. Los momentos de inercia
maximo y minimo de la superficie
sombreada son 15cm* y 5cm?, res-
pectivamente, respecto a ejes que pa-
san por el centroide C, y el produc-
to de inercia respecto a los ejes x-y

es —51/3/2 cmt, Partiendo de las
ecuaciones apropiadas, calcular I, y
el dngulo o medido en sentido anti-
horario del eje x al eje de momento
de inercia mdximo.

Resp. I, =125 cmt, a=30°

8/59. Resolver el problema 8/58
construyendo el circulo de inercia de
Mobhr.

8/60. Los momentos de inercia de
una superficie respecto a los ejes
principales de inercia correspondien-

“tes a un punto P son I, = 10cm? e

I, = 60 cm*, Determinar el momen-
to de inercia I, y el producto de
inercia I, de la superficie respecto
a los ejes #”-y” que pasan por P y es-
tan girados 20° en sentido horario
respecto a los ejes x-y. Representar
también los resultados sobre un circu-
lo de Mohr.
Resp. 1, = 15,85 cm*
I, = 16,07 cm*
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8/61. Dibujar €l circulo de iner-
cia de Mohr correspondiente a cada
una de las cuatro superficies rectan-
gulares cuyas proporciones y posicio-
nes son las de la figura, Indicar sobre
cada diagrama el punto A de coor-
denadas I, I, y el 4ngulo 24, donde
a es el 4ngulo que forma el eje x
con el eje de momento de inercia
maximo.

Problema 8/61

8/62. Demostrar que la magnitud
del producto de inercia se pue-
de calcular mediante la relacién

Ia:y = Ime — Ingxdinin -

8/63. Calcular el momento de
inercia minimo respecto a un eje que
pase por el punto O de la superficie
sombreada. Especificar el 4ngulo o
medido en sentido horario del eje x
al eje de minimo momento de inercia.

Problema 8/63

8/64, Determinar los momentos
de inercia miximo y minimo respec-
to a los ejes centroidales que pasan
por C de la figura compuesta por las
cuatro superficies cuadradas repre-
sentadas. Hallar el 4ngulo o medido
del eje x al eje de maximo momento
de inercia.

e
Resp. II'::;: - ;Eﬁ t ﬁ; Problema 8/64
o = 76°43
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5cm

e

r

20 cm|

2

|

Cl-<~—1-5 cm——»l_r_x

Problema 3, 63

Problema 8/67

8/65. Calcular los momentos de
inercia maximo y minimo del 4ngulo
estructural respecto a ejes que pasen
por su vértice C y hallar el dngulo «
medido en sentido antihorario del eje
x al eje de maxima inercia. Despre-
ciar los radios pequefios y las curvas.

Resp. I,;x = 6960 cm*
Iiin = 2672 cm*
a=—13°24'

8/66. Calcular el producto de
inercia de la superficie rectangular
respecto a los ejes x-y.

Resp. I, = 1225 cm*

8/67. Calcular los momentos de
inercia méximo y minimo respecto 2
ejes centroidales del perfil en Z. Indi-
car el dngulo @ medido a partir del
eje x, en sentido antihorario que for-
ma el eje de momento de inercia
méximo,

Resp. Iz, = 6105 cm#
Inin = 808,5 cm*
a=30"8



Apendices

A Problemas de repaso

En los capitulos anteriores,los problemas que acompafian a los diversos
apartados ilustran la aplicaciéon de los temas en ellos tratados. De esta manera,
la categoria y el método de solucién de dichos problemas quedan en gran
manera indicados autométicamente por su asociacion con el apartado. El estu-
diante de Mecénica debe desarrollar su capacidad para clasificar un problema
nuevo reconociendo el tema o temas que en él intervienen y seleccionando el
método o métodos de solucién adecuados. Para desarrollar esta capacidad se
incluyen los siguientes problemas de repaso en el Apéndice A. Los problemas
se han dispuesto sin atender al tema o al método de solucién, si bien se han
ordenado aproximadamente en orden creciente de dificultad. Algunos proble-
mas contienen en si mas de un tema y deben resolverse utilizando mas de un
método de solucién. Se sugiere al estudiante que emplee el tiempo bosquejando
la solucién de cuantos problemas le sea posible en lugar de concentrarse en la
solucién completa de solamente un nimero limitado de ellos. De esta manera
podré cubrir una mayor extension. Se han incluido, para aquellos que lo deseen,
las respuestas a todos los problemas.

Al. Un alumno novato de Mecé-
nica quiere pesarse pero sélo dispone
de una bascula A de capacidad li-
mitada a 50kp y un pequefio dina-
mémetro B para medir hasta 10 kp.
Descubre que con el dispositivo in-
dicado, cuando tira de la cuerda de
manera que B sefiale 9 kp, la béscu-
la indica 33,5kp ¢Cuil es su peso
verdadero?

Resp. P =785kp

Problema Al

409
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Vertical
simulada

Horizontal
simulada

¥ Horizontal
0 verdadera

Problema A2

——

Problema A3

Problema A4

A2, Un simulador para el estudio
de la locomocién humana en condi-
ciones de gravedad reducida consiste
en un arnés situado al extremo de un
hilo largo y que soporta el peso del
sujeto. Determinar el 4ngulo & que
simularid las condiciones en la Luna,
donde la gravedad es una sexta parte
de la terrestre.

Resp. 6 = 80024’

A3. Determinar por integracién
directa la situacién del centro de gra--
vedad del alambre circular de radio
r con un cuarto de vuelta super-
puesto.

2
Sar

Resp, -7_‘=_7 =

A4. En la hoja de la sierra con-
tinua se mantiene una tensién me-
diante el resorte R el cual empuja
hacia arriba a la varilla A la cual, a
su vez, estd conectada al bloque del
cojinete B de la polea tensora. Si para
romper un diente de la sierra se nece-
sita una fuerza de 250 N, determinar
la fuerza F del resorte que puede
permitirse para asegurar que la hoja
desliza sobre la polea antes de que se
rompa el diente. Supdngase que la
fuerza se aplica sélo a un diente cada
vez. El coeficiente de rozamiento en-
tre el fleje y la polea puede conside-
rarse igual a 0,40. Despréciese el peso
de la polea superior.

Resp. F = 199 N
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el entramado de dos

cargado por la fuerza y el

L s se indican, determinar la
fuer.. . que soporta el pasador en A.
Resp. A = 1055 N

A6. Todos los elementos de la es-
tructura son tridngulos rectingulos
isésceles. Determinar las fuerzas en
los miembros CD, DE y CE en fun-
cién de la carga L.

Resp. CD=L/\2, C
DE=1L \/2/8, C
CE = L/8, T

A7. La tensibn del cable de la
gria que eleva el cubo de hormigén
es de 420kp a plena carga. La es-
tructura equilatera ABC separa los
cables de manera que en todo mo-
mento se aplican al cubo fuerzas ver-
ticales iguales. Calcular la compre-
sibn P en cada miembro de dicha
estructura.

Resp. P=35kp

Problema A7

411
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Problema A8

Fy = Fysenf

Problema A9

AS8. Un cartel de una autopista,que
mide 3,6 m por 1,8 m, est4d soportado
por un mastil en la forma que se
indica. El cartel y la estructura que
lo soporta, excluido el poste, pesan
en conjunto 300kp teniendo su cen-
tro de gravedad a 3m del eje del
mastil. Si el cartel se halla someti-
do a la accién directa de un viento
de 120 km/h aparece entre las caras
anterior y posterior del cartel una di-
ferencia media de presién de 99,4 kp
por metro cuadrado de cartel. De-
terminar el momento resultante M
respecto a la base del mdstil desarro-
llado por la carga del viento y el
peso de la estructura. Determinar
también la magnitud M, de la parte
de M que induce en la base del més-
til un momento flector.

Resp. M = —199(32,13i + 9,00j +
+ 18,9k) m:kp
M, = 3330 m kp

A9. Determinar el trabajo efectua-
do individualmente por las fuerzas
F, y F; y los pares M; y M, duran-
te una rotacién del paralelogramo
articulado desde 6 = 0 hasta 6 = .
La fuerza F; se aplica normalmente
a r y tiene médulo constante. La
fuerza F, tiene direccién constante,
pero su médulo es F, = F;sen.
Tanto M, como M, son constantes.

Resp. UFI = Fyrm, Upz = For%

Uyl = 0, U‘lz = -—Mzﬂ



Problemas de repaso

. un punto A cuyo vector
46n desde el punto O es

,—j+ 2k cm se ejerce una -

fu. a F =2i + 3j — 4k kp. Calcu-

lar:

(a) el momento M de F respecto a
O y su médulo M,

(b) la componente M, de M en la
direccién del vector _unitario
n = 0,5 + 0,5j + 0,52k,

(c) el trabajo U efectuado por F
cuando se mueve A una distan-
cia de 6 cm en la direccién de n.

Resp. (@) M = —2i+20j+14k cm.kp

() M, = 9,45(i+j+V2k) em.kp

(¢) U=-1,970 cm.kp

All. Un dispositivo para limitar la
tensién de un cable consiste en las
mordazas -representadas en la figura
que cortan la varilla A cuando la
tensién del cable supere un valor
prefijado. Si la varilla puede resistir
una fuerza cortante de 1200 kp an-
tes de romperse, determinar la ten-
sién méxima T que el dispositivo per-
mitird que tenga el cable y la fuer-
za cortante total Q que soportara el
pasador B en estas condiciones.

Resp. T =1700kp, Q = 777 kp

A12. El mecanismo de agarre de
la gria para troncos estd activado
por dos cilindros hidriulicos. En la
posicién particular representada, y
con un tronco de 1500 kg, la presién
que el aceite ejerce sobre cada
uno de los émbolos de 94 cm? de
los cilindros, es de 14,4 kp/cm2.
Calcular la fuerza total que soporta
el pasador C. Despreciar los pesos de
los miembros.

Resp. C = 2125kp

Problema All

Problema A12

413
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Problema Al3

Problema Al4

A13, La barra uniforme de peso
P y longitud ! descansa sobre la su-
perficie horizontal y toca a la vari-
lla vertical fija en el punto que se
indica. Si es f el coeficiente de ro-
zamiento entre la barra y la super-
ficie, determinar el valor del momen-
to M que haria deslizar la barra. Su-
péngase que el peso de la barra esta
soportado uniformemente a lo largo
de ella. Especificar el menor valor
posible de M que inicie la rotacién
de la barra y el valor de a corres-
pondiente.

R M—fPl(l a+a2>
CPEER\TTT T
Pl [

in=— para ¢ = —

mn =T P 2

Al4. Los dos tirantes BD y BE
mantienen en posicién la pluma ABC
que soporta una carga vertical P, El
peso de la pluma es despreciable
frente a P. Calcular el minimo coefi-
ciente de rozamiento f que puede
existir entre la pluma y el plano ho-
rizontal para que no deslice el ex-
tremo A.

Resp. fuin = 0,442
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Al5. Un laboratorio submarino
que deben ocupar biblogos marinos
consiste en una campana sumergida
hasta la profundidad que se indica. El
agua penetra por debajo a través de
una compuerta abierta en la base y se
mantiene a un nivel de 1,5 m por ac-
cién del aire comprimido en la parte
superior del espacio interior. La es-
tructura total menos el lastre de plo-
mo pesa 72500 kg fuera del agua.
Determinar el exceso de presiéon p del
aire en el interior del laboratorio y el
peso fuera del agua L del lastre de
plomo que hay que sujetar a la base
de la campana para producir una
fuerza de 4500 kp entre las patas
soportantes y el fondo del miar. La
densidad del aire a la temperatura en
cuestién y a la presién atmosférica de
1,033 x 10¢ kp/m? es 1,206 X 1073
g/cm3,

Resp. p = 15600 kp/m?
L = 192000 kp

A16. En el entramado de la figu-
ra, el miembro horizontal estd sopor-
tado por los cuatro cables flexibles y
no toca a los miembros DF y EF.
Calcular la fuerza en cada uno de
estos dos miembros cuando se apli-
que la carga de 1000 kp en la forma
que se indica. Antes de aplicarla, la
tension de los cables es despreciable.
También lo son los pesos de los
miembros.

Resp. EF = 3464 kp C,
DF = 1155kp C

Problema AlS

1000 kg

Problema Al6
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Seccién
correa

Problema A17

Problema A18

A17. Se proporciona un ajuste en
la compresién del resorte R para
acomodar diversas tensiones a la
correa trapezoidal. Si el motor trans-
mite un par a celeridad constante
de 2 mkp a la polea A y al meca-
nismo que acciona, y si la correa estd
en condicién de deslizamiento inmi-
nente (v. prob. 6/83), determinar la
fuerza F del resorte para el caso de
rotacién en sentido (@) horario y (b)
antihorario. El coeficiente de roza-
miento entre la correa y cada polea
es 0,30. El peso combinado del mo-

tor y el soporte es de 37,5kp, con

centro de gravedad en G.
Resp. (a) T4kp, (b) F = 106kp

A18. En cada uno de los cuatro
casos representados, la placa estd
confinada al plano de representacién
y estd soportada en él por los en-
laces que se indican. Las placas estin
sometidas a diversas fuerzas (no re-
presentadas) en sus planos. Identifi-
car las placas que corresponden a
cada una de las siguientes cate-
gorfas:

(A) Inmovilizacién total en el
plano con el minimo nimero
posible de ligaduras

(B) Inmovilizacién parcial en el
plano con ligaduras inade-
cuadas

(C) Inmovilizacién total en el
plano con ligaduras super-
abundantes.

Resp. (A) b
®B) a, ¢
©C)d
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A19. Una compuerta para limitar
la altura del agua en un depésito
pequeifio consta de una placa plana
que cierra herméticamente una aber-
tura rectangular de 1,8 m de altura
y 1,2 m de anchura. La placa y el
entramado a ella solidario tienen un
peso despreciable y estin articula-
dos en C y contrapesados de la ma-
nera que se indica. Determinar el
contrapeso P que limite la altura del
agua al nivel que se indica. Hallar
también la fuerza en el puntal DB,

Resp. P = 9500 kp,
DB =2700kp C

A20. Determinar las coordenadas
del centroide del volumen obtenido
haciendo girar 90° el tridngulo rec-
tangulo alrededor del eje z.

I
Besp.x_y._zw, z=-3

A21. La viga en voladizo semi-
circular de seccién uniforme esti em-
potrada por un extremo en el plano
vertical en la forma que se indica.
Si la viga tiene un peso total P, de-
terminar el momento flector M en la
viga en funcién de 9.

BResp.M = % [(m — 6) cos 8 +sen 8]

A22, Se intercala en el anillo hen-
dido la cufia con una fuerza P. El
coeficiente de rozamiento entre la
cufla y el anillo es f y la cufia estd
en condiciones de irreversibilidad
(a < 2arctgf). Si se suprime la P
aplicada a la cufia, determinar el mo-
mento flector residual méaximo M del
anillo.
2Pr

Resp M = ———"————
2f cos? % +sena

Problema A19

Problema A20
Vertical

|

r o
N
Problema A21
P

|

Problema A22
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Problema A23

———x

Problema A24

Problema A25

A23. Determinar el momento M,
aplicado al cojinete O, necesario para
evitar la rotacién de un plato reflec-
tor en el plano vertical a causa de
su propio peso. El plato es una cés-
cara parabélica de revolucién respec-
to al eje z y tiene un peso u por
unidad de superficie.

Resp. M = 2,98 ya?

A24, Calcular los momentos de
inercia maximo y minimo respecto a
ejes que pasen por el centroide de la
superficie triangular y especificar el
dngulo « medido en sentido antiho-
rario a partir del eje x al eje de
momento de inercia méximo. Dibujar
el correspondiente circulo de inercia
de Mohr.

Resp. 1,5, = 140,5 cm?*
I = 35,0 cm*
a=256

A25, El pivote cdnico de la figura
soporta un empuje compresivo P del
arbol. Deducir una expresién del mo-
mento M que hay que aplicar a di-
cho édrbol para vencer el rozamiento
suponiendo (a) superficies de con-
tacto nuevas con distribucién unifor-
me de la presion y (b) superficies
desgastadas donde el desgaste cons-
tante es proporcional al producto de
la presién normal por la distancia ra-
dial al eje del arbol.

Resp.
(@) M=t ) M=-LP4_

a’ o
3sen 3 4sen 5
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A26, Determinar las fuerzas F
necesarias para mantener la configu-
racién de equilibrio de los pesos ar-
ticulados de la figura. El centro de
gravedad de cada peso se encuentra
en el centro de su rectdngulo respec-
tivo. Despreciar los pesos de las pa-
tas. Para b = a, ¢a qué dngulo &’ se
tendrd equilibrio con F = 0?

Resp.

_ _L v °gQs
F=P(2ctgd L), & =7558

A27. Determinar la coordenada x
del centroide de la superficie som-
breada y hallar el radio de giro de
la misma respecto al eje centroidal
vertical. El contorno curvo es para-
bélico con pendiente nula en el eje y.

Resp. X= 3,38 cm, 7;,, = 1,66 cm

A28. Construir los diagramas de
fuerza cortante y momento flector
de la viga cargada representada en
la figura. Indicar la magnitud maxi-
ma | M| del momento flector y la
distancia x entre el punto donde se
tiene y el extremo de la izquierda.

Resp. |M|msx = 1875 mN
en x=35m

A29. La viga de hormigén de sec-
cién recta uniforme pesa 250 kg por
metro de longitud y estd apoyada en
la forma que se indica. Representar
graficamente el momento flector de
la viga en funcién de la distancia
a lo largo de ella y determinar la
magnitud maxima de M y su situa-
cién en la viga.

Resp. |M|psx = 623,6 mkp en B

Problema A26

y
|
i
------ 4
|
|
l
|
[
}

4 ecm

Problema A27
1000 m.-N

1250 m N

Problema A29
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Problema A30

Problema A31

Problema A32

A30. El cable pende bajo la ac-
cién ‘de su propio peso y estd sus-
pendido de los dos puntos que se
indican. Sin llevar a cabo la resolu-
cién, esbozar un procedimiento para
determinar la tensién maxima T del
cable y su longitud total S, utilizan-
do las relaciones exactas.

A31. La viga curvada esti some-
tida a una fuerza p cuya intensidad
en kilopond por metro de longitud
del arco varfa linealmente con 6 des-
de cero en la base de la viga hasta
Po en el extremo en donde 6 = n/2.
Determinar la fuerza cortante V, el
momento flector M y el momento
torsor T inducidos por p en la base
de la viga.

Resp. V = g- por, M= % por?

T=por2(%— 1+ 2)

m

A32. El tablén uniforme ABC
pesa 100 kg y se apoya en B sobre
el gran cilindro de 150 kg y en A
sobre el plano horizontal. El coefi-
ciente de rozamiento entre las super-
ficies en A y en B es 0,40 y el corres-
pondiente a las superficies en D es
0,60. Calcular la fuerza F necesaria
para iniciar el movimiento del extre-
mo A hacia la izquierda. Calcular
también la fuerza de rozamiento
correspondiente que se ejerce en D.
El pequeiio rodillo guia situado en E
gira con rozamiento despreciable.

Resp. F =775kp, Fp,=26,0kp
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fndicar, para cada una de
naduras espaciales de la figu-
s, si es rigida isostitica o hiperesta-
tica, o si es inestable. Indicar ade-
méas la adicién o supresién de uno
o mis miembros que dé lugar a una
estructura rigida sin miembros su-
perfluos.

Resp. (a) Hiperestatica

(b) Inestable

(c) Inestable

(d) Inestable

A34, La barra delgada de longi-
tud [ y peso P gira libremente alrede-
dor de un eje horizontal que pasa por
O. E] resorte tiene una longitud na-
tural 1/2. Determinar las posiciones
de equilibrio, excluyendo la 6 = 7, y
determinar el valor miximo de la
constante k del resorte para que haya
estabilidad en la posiciéon 6 = 0.

Resp. § = 0,0 =2 arcos _L

_2F
b=
. _ 4P

Problema A33

Problema A34
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60 cm 90 em

Problema A3S

Problema A36

120 cm

Problema A37

A35. El mecanismo representado
estd confinado a oscilar en el plano
vertical y en la posicibn 6 = 0 no
estd deformado el resorte. Al crecer 6
bajo la aplicacién gradual del, par de
momento M = 6 m-kp, la varilla BC.
desliza a través del bloque giratorio
situado en A y estira al resorte. Si
éste tiene una constante k = 16,7
kp/m, determinar el valor de 6 corres-
pondiente al equilibrio. Cada una de
las barras paralelas uniformes pesa
7,5 kp y la barra horizontal uniforme
pesa 10 kp. Despréciese el peso de
la varilla, resorte y bloque horadado.

Resp. 6 = 14°7/

<« A36. El disco circular con orificio
central estd sometido a un esfuerzo
compresivo uniforme distribuido por
todo su borde. E] espesor e del disco
es funcién exclusiva de 7, pero es
siempre pequeiio frente a 7. Deducir
la ecuacién diferencial del equilibrio
en la direccién radial para un elemen-
to diferencial del disco. El esfuerzo
radial es o, y el tangencial o,.

dor 0 —0 , O de_

Resp. =
ep dr r e dr

«4A37. El remolque de 500 kg con
centro de gravedad en G se Temol-
ca a una velocidad constante de
4,4 m/s hacia arriba del plano in-
clinado. De pronto, se traba una de
sus dos ruedas. Si se mantiene la
misma velocidad con una rueda fre-
nada; calcular la fuerza total que se
ejerce sobre la bola de conexién A.
Las ruedas del remolque estin sepa-
radas 1,5 m y su carga estd reparti-
da simétricamente respecto al plano
vertical central. Utilizar el valor 0,8
para el coeficiente de rozamiento ci-
nético entre la goma y el pavimento.

Resp. A =240kp
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4 A38. La piramide maciza de base
cuadrada tiene su vértice superior si-
tuado encima del centro de la base
a una distancia b de éste y estd so-
portada por los seis enlaces que se
indican. Examinar la adecuacién de la
configuraciéon de ligaduras.
Resp. Ligaduras inadecuadas para
inmovilizacién total.

<4 A39. El peso P desliza con roza-
miento despreciable a lo largo de la
varilla lisa montada en el bastidor
que gira libremente alrededor de un
eje horizontal que pasa por O. Cuan-
do la varilla se halla en posicién ho-
rizontal, el peso se halla centrado de-
bajo de O y los resortes no estan de-
formados. Cada uno de ellos tiene
una constante k/2 y estd sujeto al
bastidor y al peso deslizante. Los pe-
sos de todas las partes son desprecia-
bles frente a P. Determinar las posi-
ciones de equilibrio definidas por el
4ngulo 6 de rotacién del bastidor a
partir de la posicién indicada y el
desplazamiento x del peso a lo largo
de la varilla medida a partir de la po-
sicién central. Estudiar la estabilidad
del equilibrio para cada posicién de
equilibrio.
Resp. (a)x =0, 6=0
punto de silla para P > kr
equil. estable para P < kr

—arccosk? x - P _(ﬂ)z
(b)e_arccosP , X = 1 i3

vale para k < P/r; estable

Problema A38

Problema A39
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B1. Notacién. Las cantidades vectoriales pueden describirse mediante
una notacién cualquiera que tenga en cuenta adecuadamente sus magnitudes,
direcciones y sentidos. Puede emplearse el Algebra de los escalares para ma-
nejar las relaciones entre las magnitudes y pueden utilizarse esquemas geo-
métricos con la trigonometria apropiada para exponer las propiedades direc-
cionales. Un tal analisis suele ser adecuado e incluso preferible, en el caso de
problemas conuna o dos dimensiones geométricas. Resulta mucho mas ventajosa
la notacién vectorial inventada por Gisss * la cual tiene una amplia aplicacién.
La materia que vamos a tratar a continuacién est4 destinada a servir tanto de
introduccién como de resumen conciso de las relaciones del Algebra y el Célculo

Figura Bl

* Josian WiLLarp Giees (1839-1903), profesor de Fisica Matematica de la Uni-
versidad de Yale.
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de vectores tal como se utilizan en la Mecénica aplicada empleando la notacién
de Gibbs. Lo tratado en los apartados Bl a B5 encuentra aplicacién directa
tanto en estatica como en dindmica, especialmente en los problemas tridimensio-
nales. La materia que se estudia en los apartados B6 a Bl1l halla su utiliza-
cién en la Dindmica y en otros campos de la Mecénica aplicada de carécter
més elevado y se ha incluido a fin de ofrecer un estudio més completo.

Es absolutamente necesario adoptar una notacién sistemética que distinga
siempre las cantidades vectoriales de las escalares. En el texto, para las canti-
dades vectoriales se utilizar4 siempre letra negrita y para las escalares letra
cursiva. Al escribir a mano, para distinguir las cantidades vectoriales debera
utilizarse algiin simbolo distintivo, tal como subrayar la letra o ponerle una
flecha encima.

En el espacio tridimensional (fig. B1) un vector V se representa en funcién
de sus tres componentes mutuamente ortogonales

donde i, j, k son vectores unitarios segin lgs dixecciones x, y, z, respectiva-
mente. Un vector unitario, también llamado/versor) es un vector que tiene una

direccién y un sentido especificados y médalo unidad. Asi, la cantidad vecto-
rial iV, tiene una direccién especificada por el versor i, un sentido igual u opues-
to al de i segin que V, sea positiva o negativa, respectivamente, y un médulo
igual al valor absoluto de la componente V, del vector V.

El médulo de V es

Vi=V=\VZE+ Vi + VA (B2)

Todo vector V puede multiplicarse por un escalar a dando el vector Va 6 aV,
cuyo médulo serd igual al valor absoluto de aV, cuya direccion serd la de V y
cuyo sentido serd el de V o contrario, segin pue a sea positivo o negativo, res-
pectivamente.,

B2. Adicién. Dos vectores P y Q (fig. B2a) pueden sumarse dando su re-
sultante 0 suma P + Q en la forma indicada en la figura B2b en la que los
dos vectores constituyen los lados de un paralelogramo. Para una orientacién
conveniente cualquiera de los ejes de referencia, la suma puede escribirse aten-
diendo a las componentes en la forma

P+ Q= (iP; +jP, + kP.) + (iQ: +JQy + kQ:)

Segtn puede observarse en la figura B2b, la suma se puede obtener colo-
cando un vector a continuacién de otro en uno u otro orden, formando un tridn-
gulo. De ello resulta

(B3)



Analisis vectorial 427

Figura B3

P+Q=Q+P (B4)

y vemos que la suma vectorial es conmutativa.

La suma vectorial también es asociativa seglin se observa en la figura B3,
de donde puede verse que se puede llegar a la suma de los tres vectores P, Q, R,
sumando P a la suma de Q y R, o sumando a R la suma de P y Q. Asi

P+Q+R)=FP+Q+R. (BS)

La sustraccién de un vector es lo mismo que la adicién de un vector ne-
gativo (vector opuesto). Asi, la diferencia vectorial entre P y Q de la figura B4
es P—Q=P 4(—Q).

B3. Producto escalar. Dos vectores pueden multiplicarse de dos maneras
diferentes. La primera de ellas, llamada producto escalar de los dos vectores
P y Q (fig. BSa) se define de la manera siguiente

P-Q=PQcosf (B6)

donde 0 es el 4ngulo que forman los dos vectores. Este producto puede consi-
derarse como el del médulo de P por la componente Q cos§ de Q segin la
direccién P (fig. B5b), o como el producto del médulo de Q por la componente
Pcos@ de P segin la direccién de Q (fig. B5c). El producto escalar goza de
la propiedad conmutativa

P-Q=Q-P (B7)
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Figura B4
! Q
9 / P /\P cos @
] (s Q cos % N
P x PN
(a) (b) (c)
Figura B5

ya que se pueden permutar los factores escalares de la multiplicacién escalar
sin que se altere el producto.
De la definicion de producto escalar, se deduce que

l‘l_—_"j:k'k:l
irj=jri=ick=k'i=j-k=k-j=0.
Luego
P-Q= (iPw+ij+sz)'(iQw+jQy+sz)
- .'cQw + PyQy +PzQz (B8)
y

P-P=P24P2+P2

De la definicién de producto escalar se deduce que dos vectores P y Q serin
perpendiculares cuando se anule su producto escalar, P-Q=0.

El 4ngulo 0 que formen dos vectores P; y P, puede hallarse a partir de
la expresién P; - P» = P1P;cos @ de su producto escalar, teniéndose

_Pi-Py PPy + PPy, + PPy,
cosf = P1P2 = P1P2 = lllz + mymg + ning

donde !, m, n representan los cosenos directores de los vectores. También se
observa que dos vectores seran perpendiculares cuando sus cosenos directores
cumplan la relacién [il; + myms -+ mn, = 0.
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El producto escalar goza también de la propiedad distributiva, segin se
ve ficilmente en el siguiente desarrollo

P (Q+R)= (iP:c+ij+sz) ‘ (i[Qm‘FR:c] +j[Qu+Ru] +k[Qz+Rz])
= Py(Q: + Ry) + Py(Qy + Ry) + Pa(Q. + R.)
= (PzQz+ PyQu +PzQz) + (Psz+PyRy +Psz)

con lo que
P-Q+R)=P-Q+P-R. (B9)

B4. Producto vectorial. La segunda manera de multiplicar dos vectores se
conoce con el nombre de producto vectorial. Para los vectores P y Q de la
figura B6 dicho producto se escribe en la forma P XX Q y se define como un
vector cuyo médulo es igual al producto de los médulos de P y @ multiplicado
por el seno del 4ngulo § (menor que 180°) que forman, La direccién de P X Q
es normal al plano definido por P y Q, y el sentido de P X Q es el de avance
de un tornillo a derechas al girar de manera que lleve P sobre Q a través del
menor de los dos 4ngulos que determinan, Si es n un versor cuya direccién y
sentido sean los de P X Q, el producto vectorial podra escribirse en la forma

P xQ = nPQsend. (B10)

Utilizando la regla de la mano derecha e invirtiendo el orden de la multiplica-
cién vectorial, de la figura B6 vemos que P X Q@ =—@Q X P. Por tanto, el pro-
ducto vectorial no goza de la propiedad conmutativa. ‘

Figura B6
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Si cumple la distributiva, segiin puede demostrarse geométricamente. En la
figura B7 se ha formado un prisma triangular 1-2-3-4-5-6 a partir de los vectores
P, Q, R en la forma indicada. El 4rea de la cara 1-4-5-2 es el producto
de la base |Q| por la altura, siendo ésta el producto de |P| por el semo
del 4ngulo que forman P y Q. Por tanto esta drea estard representada por el
médulo del producto vectorial P X Q. Al 4rea de esta cara puede hacérsele
corresponder una direccién normal a su plano y un sentido positivo hacia afuera
de la figura, con lo que vendria representada por el vector P X Q. De manera
anadloga, el 4rea 2-5-6-3 se representa por P X R y el 4rea 1-3-6-4 por
(Q+ R) X P. Las caras triangulares paralelas corresponden a #Q X R) y
—3(Q X R). Como el prisma es una superficie cerrada, la suma de sus super-
ficies representadas por vectores deberd anularse, Por tanto

Q+R)xP+PxQ+PxR +3(QxR) —1(QxR) = 0.

Invirtiendo el orden de los factores y el signo del primér término y suprimiendo
los dos 1ltimos se tiene

Px(Q+R)=PxQ+PxR : (B11)
que demuestra la validez de la ley distributiva para el producto vectorial.

De la definicién de producto vectorial resultan inmediatamente las siguien-
tes relaciones entre los versores:

ixj=k jxk=i kxi=j
in:—k kxj:-i ixk:-j
Tixi=jxj=kxk=0.

Con ayuda de estas identidades y de la propiedad distributiva, el producto
vectorial se podra escribir en la forma '

PxQ = (iP, + P, + kP,) X(iQ,+jQy+sz)
=i(PyQ: — P.Qy) + J(P:Q: — P.Q.) + k(PQy — PyQs) (B12)

tras reagrupar términos. Esta expresién puede escribirse de manera compacta
- en forma de determinante

i j k
- PxQ=|P, P, P, (B12a)
Q0 Oy Q.
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. $1@QxR)

PxR

-}HQxR)
Figura B7

segun puede comprobarse facilmente desarrollindolo por los elementos de la
primera fila.

B5. Otras relaciones. Vamos a dar otras dos relaciones del Algebra
vectorial sin demostraci6n, si bien no es dificil su demostracién geométrica.

El producto mixto es el producto escalar de dos vectores, uno de los cuales
se especifica como producto vectorial de otros dos. Este producto es un escalar
y viene simbolizado por una cualquiera de las siguientes expresiones equiva-
lentes

PxQ)-R=R-(PxQ) = —R- (QxP).

En realidad, los paréntesis son superfluos ya que careceria de sentido escribir

P X (Q-R). Puede demostrarse que
PxQ-R=P-QxR (B13)

que establece la regla de que se pueden intercambiar punto y aspa sin que
cambie el valor del producto mixto. Ademas, desarrollando puede verse que

P, P, P,
PxQ-R=|0. Q0 0. (B14)
R, R, R,

El doble producto vectorial es el producto vectorial de dos vectores, uno
de los cuales se especifica como producto vectorial de otros dos. Este producto,

es un vector y viene simbolizado por una cualquiera de las siguientes expre-
siones equivalentes:

PxQ)xR=—-Rx(PxQ)=Rx(QxP).
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En este caso es necesario el uso del paréntesis ya que la expresion P X Q X R
seria_ambigua por no especificar qué vectores hay que multiplicar vectorial-
mente. Puede demostrarse que el doble producto vectorial equivale a

PxQ)xR=R-PQ —-R-QP
o bien .
' b Px(QxR) =P-RQ — P-QR. (B15)

El primer término del segundo miembro de la expresién, por ejemplo, es el
produeto escalar R-P, que es un escalar, multiplicado por el vector Q. La’
validez de las ecuaciones B13 y B15 puede comprobarse facilmente efectuando
las operaciones indicadas con tres vectores arbitrarios con coeficientes numé-
ricos o algebraicos.

‘B6. Derivadas de vectores. La derivada de un vector P respecto a un
escalar, tal como el tiempo t, es el limiteé al cual tiende el cociente entre el
ineremento AP de P y el incremento correspondiente At de ¢ al tender a cero
At. Asi pues

4P _ . AP
dt 7 a0 At
. (s AP, | . AP, AP,,.)
_g%(l At +) At +k At

donde se ha expresado AP en funcién de sus componentes. Se deduce que

dP _ .dP, _ .dP, . dP,
@ - +]_dt—+k dt

y\
#P _.d"P. . dPy 4 AP, B16)
7 =Y am i am Y (

La derivada de la suma de dos vectores es simplemente

dP+Q . AP+Q) _ . (_Af_ A_Q_)
7 = m == lm N
P 49 (B17)

="a t &

ya que el limite de la suma es jgual a la suma de los limites de los términos.
"La derivada del producto de un vector P por un escalar u obedecea la
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misma regla que el producto de dos cantidades escalares y es

d(Pu) _ (P + AP) (u + Au) —
dt At—»o At
_ 4 PAu 4 uAP _ . ( Au AP)
=lm =2 ~ImPy g
_pdu apP
=P& ull. (B18)

Las derivadas de los productos escalar y vectorial de dos vectores obedecen

también las mismas reglas que el producto de dos cantidades escalares. Asf, para
el producto escalar

dP-Q) _ P+AP)-(Q+4Q) —P-Q
dt —At-'O At
. P-AQ+ Q-AP + AP-AQ
= lim
At-0 At
oy AQ AP . AP-AQ
—213})(1) +At QU+ —x; )
_p.q99
=P =% 4 S dt : (B19)

El tercer término se suprime por ser de orden superior a los restantes.
Anélogamente, la derivada del producto vectorial cumple con

dPxQ) _ . (P+4P)x(Q+4Q) —PxQ

dt At=0 At
. PxAQ + AP xQ + AP x AQ
= lim
At=0 At
o AQ AP x AQ)
= lim (.P" A *Q+—F¢
_p,a9Q
=Px v + = dt xQ. (B20)

También ahora desaparece el tercer término al pasar al limite, ya que es de
orden superior a los restantes. La tnica precaucién que hay que observar en
la derivacién de productos vectoriales es conservar el orden de los factores, ya

que las cantidades que intervienen en una multiplicacién vectorial no son con-
mutativas.
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B7. Integraciéon de vectores. La integracion de vectores no plantea
ningin problema especial. Si es V una funcién de x, y, y z y un elemento de
-volumen es dt = dx dy dz, la integral de V extendida a un volumen puede
escribirse como suma vectorial de las tres integrales de sus componentes. Asi
pues

[Var=i[Vdr+5[V,dr+ %[ V.ar (B21)

B8. Gradiente. Considérese una funcién escalar definida por ¢ =
=f(x, y, z). Diferentes valores constantes sucesivos de ¢ tales como
$1, ¢2, ¢s... definen superficies proximas (fig. BS). Partiendo de un punto
cualquiera A de una de dichas superficies existe un camino n que va de su-
perficie a superficie de la manera mas directa. La cantidad

F=il® 00, 2

15_+Jay 0z’

llamada gradiente de ¢, es un vector dirigido segin n y representa la variacién
mas rapida de ¢ en el espacio.

El gradiente de ¢ puede escribirse con notacién compacta empleando el
llamado operador “nabla” V/, con lo cual

donde ; (B22)
V= 1_ + 35; + k'a—z

El hecho de que V¢ es normal a la superficie ¢ se pone de manifiesto
tomando un vector unitario A =idx + jdy + kdz contenido en ¢ y obser-

vando que los cosenos directores de Ay V¢ satisfacen la condicién de per-
pendicularidad, por tanto

Figura B8
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A-Vp=0.
Asi pues,

L A R A
d oo+ dy o dr = dp =0

donde dx, dy, dz se encuentran sobre la superficie ¢ para la cual d¢ =0.
El producto escalar del vector ¥ por si mismo da el operador escalar

o, a2

que recibe el nombre de laplaciana. La ecuacién V¢ =0 se conoce con el
nombre de ecuacién de Laplace.

B9. Divergencia. Cuando se multiplica escalarmente el operador ¥V por
un vector V, el resultado es

Ve, 3V, . OVs
v-v= 8x+8y+az (B24)

que se conoce con el nombre de divergencia de V.

B10. Rotacional. Cuando se multiplica vectorialmente el operador V
por el vector V, el resultado es

_sf9V. m) .(aVz _ aVz) (aV,, _ EV,)
va~l(ay 0z +) 0z ox +k ox oy
i j k
=2 2 9 B2
T lox oy oz (B25)
Ve Vy Ve

A esta operacién se le llama rotacional de V.

B11. Otras operaciones. Puede demostrarse que el rotacional del gra-
diente es idénticamente nulo

VxVp =0
y que la divergencia del rotacional también es idénticamente nula

V-VxV =0
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Tabla C1. Propiedades
A. Densidades, g/cm3

Aceite 0,90 Madera (blanda, pino) 0,48
Acero 7,82 (dura, roble) 0,80
Agua (dulce) 1,00 Mercurio 13,6
(salada) 1,03 Oro 19,28
Aluminio 2,69 Plomo 11,4
Cobre 8,90 Tierra (mojada, med.) 1,76
Hielo 0,90 (seca, med.) 1,28
Hierro (colado) 7,20 Titanio 3,08
Hormigén (med.) 2,40 Vidrio 2,59

B. Coeficientes de rozamiento

(Los coeficientes de la tabla siguiente representan valores tipicos sélo en condi-
ciones ordinarias de trabajo. Los verdaderos coeficientes correspondientes a una situa-
cién dada dependerin de la naturaleza exacta de las superficies en contacto. Puede
esperarse una variacién del 25 % o mas respecto a estos valores en las aplicaciones
practicas, segin sean las condiciones de limpieza, pulido de la superficie, presion,
lubricacién y velocidad.)

Valores tipicos del
coeficiente de rozamiento, f

Superficies en contacto Estatico Cinético
Acero sobre acero (seco) 0,6 0,4
Acero sobre acero (engrasado) 0,1 0,05
Tefl6n sobre acero 0,04 0,04
Acero sobre metal blanco (seco) 0,4 0,3
Acero sobre metal blanco (engrasado) 0,1 0,07
Latén sobre acero {seco) 0,5 0,4
Forro de frenos sobre hierro de fundicién 0,4 0,3
Neumaticos de goma sobre pavimento liso (seco) 0,9 0,8
Cable sobre polea de hierro (seco) 0,2 0,15
Cuerda de cafiamo sobre metal 0,3 0,2
Metal sobre hielo : — 0,02

Coeficiente de rozamiento
por rodadura, f,

Neumaticos sobre pavimento liso 0,02
Llantas de acero sobre railes de acero 0,006

437
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Tabla C2. Constantes del sistema solar

Constante de la Gravitacién Universal ‘ y = 6,67(107%) cm?/(g-s 2)
Masa de la Tierra m = 5,975(1027) g
Periodo de rotacién de la Tierra (1 dia sidéreo) =23 h 56 min 4s
= 23,9344 h
Velocidad angular de la Tierra w = 0,7292(107*) rad /s
Velocidad angular del radio vector Tierra-Sol W’ = 0,1991(107%) rad /s
Velocidad media del centro de la Tierra respecto al Sol = 107 200 km/h
Periodo Grave-
Distancia | Excentrici-| de dad | Veloci-
mediaal | daddela |, ¢rbita|Didmetro| Masa | enla |dadde
Cuerpo Sol é6rbita dias | medio, | relativa a [superficie| escape
km e solares | km la Tierra| m/s? | km/s
Sol 1392000/ 333000 | 274 618

Luna 384316" | 0,055 | 27,3213475 0,0123 1,62 | 2,37
Mercurio| 57,2(10°){ 0,206 | 87,97 {4990 0,054 3,50 | 4,17
Venus 108(10°%) | 0,0068 | 224,70{12400 | 0,815 8,44 | 102
Tierra |149,6(10%)| 0,017 | 365,26(127384- | 1,000 9,821 11,2
Marte |227,8(10%)| 0,093 |686,98|6760 0,107 3,93 5,10

® Distancia media a la Tierra (entre centros)
4 Didmetro de la esfera de igual volumen
didmetro polar = 12720 km
didmetro ecuatorial = 12753
fPara una Tierra esférica sin rotacién, equivalente al valor absoluto al nivel del mar y
una latitud de 37,5°.

Tabla C3. Relaciones matemaiticas v
A, Series (la expresién entre corchetes a continuacién de la serie indica el dominio
de convergencia)

Qxxpr=1%nx+ n(nz!— Dye 2= ;)!(n—2)x3+ e 2]
senxix—§+l§—x—;+~-- [x2 < o0]
cosx=1—-—’2‘—?+%-—36‘—$+--~ [x2 < o0]
senhx:ez'ae—x=x+’3‘—?+’g—5!+%+... [x2 < o]

et 4 e? x2  xt  xb
+e* v+ﬁ+8!'+"" [x2 < oo]

cosh x = 3 +T
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(2] >2]
f(x) = 922 +> an cosﬂrlﬁ +> b,,senn—Tlri
n=1 n=1

donde a,, = —%f_ll S () cos %dx, by = -}- f_ [[ f (x)sen'—,'zrlﬁdx

[Desarrollo de Fourier para —/ < x </}

B. Derivadas

u du _ ,dv
don_ e dw) _do du d(v) Vax " “dx
dx — ’ dx T dx ’ dx v2
lim senAx =sendx = tg dx = dx
Ax—0 .
Alimocos Ax =cosdx =1
dsenx _ deosx _ _ di8x _ ..o
HELE = cosx, So2S = —senx, S = sec? x
dsenhx _ . x, deoshx _ conpy x, d—t—%l-—’f——_-sech?x

C. Integrales

fxndx=nxq-‘|fll
f%—: In x

f \/a+bxdx=32—b Via + bx)?

f xva ¥ bxdx = 152b2 (3bx — 2a)\/(a + bx)3
_2y/a+bx

dx
f\/a+bx b

f ax+d)I§x =7’1?[a + bx —a In (@ + bx))

f x dx __(a+bx)1""(a+bx_ a)
(a

+ bx)r b2 2—-n 1-n
dx 1 x+/ab 1 x\/—ab
= t: i
f Py = o gh p o bien =25 artgh ~

f\/x2 +a2dx =§[xvxTEx a2 xa? In (x + /x2 x a?)]
f Va2 — x2dx = %(x\/a2 — x2 + a? arcsen %)
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[ xV@m=x7dx = —4\/@ =2
f x2\/a? = xZdx = _i_\/m +%2("\/‘W + a? arcsen i‘)
f x3\/a® —x%Tdx = —4(x? + %a®)\/(a2 — x2)

—ax_____ L (atbxror b
fvgraﬁzﬁ‘\ﬁbd R R

o bien=

arcsen( b + 2ex )

- vb?% — dac.
dx _ V

| =+ VPED
dx X

f W = arcsen ;

f xXVx2 * a2 dx = §/(x2 = a2)3

f x2\/x2 £ a2dx = ﬁ- Vi{x2 = a2)3 :ﬁ;x\/xz * a2 — %i In (x + Vx2* a?

fsenxdx = —COS X -

f cos x dx = senx

fsecxdx=l1 l+senx
2 1 —senx

2 _ X _ sen2x
fsen xdx_2 2

2 — X _ sen2x
fcos xdx = 5 + 4
fsenxcosxdx:%
fsen3 xdx = —3—‘%—3‘-(2 +sen2x)

f cos3 x dx = §eTni(Z + cos? x)
fxsenxdx =Ssenx — X Cos X

fxcosxdx:cosx+xsenx
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fx2 senxdx = 2xsenXx — (x2 — 2) cos x

fxzcosxdx =2xcos x + (x2 — 2)senx

f senh x dx = cosh x [1 + (111)2]3/2

Pay = dx

vy — 3
fcosh x dx = senh x %x—};-

Radio de
f tgh xdx = In cosh x curvatura
2 £)2]3/2

flnxdx:xlnx—x Dy = [r+(0

T ﬂ)z _pdir
Jemax=22 d +2(d0 o2

f xe®? dx = %(ax -1
e%(asenpx — p cos px)
a2 +P2

€°%(a cos px + psenpx)
a2 + P2

f esrsenpx dx =

f et cos px dx =

2sen? =& ( 2 x — sen? _2_)
fe“senxdx y asen? x senx+a

f ez cosZ x dx = (a cos? x 4-sen 2x + %)

B
4 4 a?

f e’ senx Cos x dx = ﬁ-z-(%sen?.x — COS 2x)
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Tabla C4. Propiedades de las figuras planas
Figura Centroide [Momento inercia de superf.
r
Arco de circunferencia <g f_ﬁ F=L S(zna —
™~
Cuadrante y semicircunferencia
- _ 2r
Y=

y
C !
Superficie triangular |
|

Superficic rectangular

J= %(b2 + h2)

Y|
Superficie de un sector =
circular

I = -E:— (a — 1 sen2a)
I, = _’4“_ (a + 4 sen2a)
J = 4ria

7 _ art
Superficie de un L=1I= 6
cuadrante - .
circular J=3ar
8
Superficie de un 3
cuadrante eliptico 5= 4a I, = _7%?_
37 I, = 7ash
Area o 4b " =16
A= T=3

J=T8 e + b2)
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Propiedades de sé6lidos homogéneos

(m = masa del cuerpo indicado)

443

Centro _masa

Momentos de inercia

Iy = dmr? 4 Lymi2
Iz, = dmr? 4 imi2

x rectangulo

Cascara L, = mr?
cilindrica de
revolucién
I = Iw
= mrZ + {Lmli2
- _ 2
X = 77'; 131@1 = I!lllh
— 2 2
Cascara = ymr® + yml
semicilindrica L, = mr?
de revolucién
Iy = dmr? 4+ fmi?
- Lpoy = dmr? + mi2
L, = imr?
Cilindro
de revolucién
Ly = 1, vy
= imr? + {smi?
= _ 4r
x = 37 Loz, = Ly,
= jmr2 + mi2
Semicilindro Loz = dmr?
Ie = fym(a? + 12)
- Iy = #gm(b? + 12)
z o L. = fym @ + b?)
Paralelepipedo Lyyy, = ymb? + mi?
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Tabla C5. Continuacién ‘
(m = masa del cuerpo indicado)

Cuerpo Centro_masa] Momentos de inercia
- L. = $mr?
Cascara
esférica
X = —;—- Iy = IW =1, = %mﬂ
Céscara
semiesférica
— L, = $mr?
Esfera
- 3r L., = L, =1.= 2 2
x—"g_ 2z = lyy = Lz = gMI
x Semiesfera
l A
777727 )
\ N . Ivu = -ilzml
e G| AN 1y, = Imi®
’\ ’ y
Y1
Varilla delgada
uniforme
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Tabla C5. Continuacion
(m = masa del cuerpo indicado)

Cuerpo Centro_masa| Momentos de inercia
|x
y"l Varilla en cuarto x=y Iz = Iy = 3mr?
ﬁ; ' de circunferencia 9
x = — vr = mr2
7
r N,
y— N,
Cilindro
eliptico I, = yma? + '112'm ]2
Iy = mb? 4 Lmi2
L. = dm(a® 4 b2)
Ly, = 4mb? + dmi2
Ly = $mr2 4 mh?
I= 23& Ly, = dmr2 4 fmh2
I, = imr?
I = 1y,
z= 4 = {mr? 4 mh?
37
o I@‘le = I!lllh
zZ=5 = Lmr? + mh?
I, = {mr?
Ly = 2smr? + $mh?
Z= %{l Ly, = Fmr? 4 {ymh?
I, = f5mr?
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Tabla C5. Contindacion
{m = masa del cuerpo indicado)

Cuerpo . Centro _masa Momentos de inercia
I, = Iw
F= L = fomi + i
T
- 3h Izwl = Iuw:
= = Symre + fgmh?
Izz = ﬁ;mr 2
Iy = tm (b2 + c?)
zZ= 3—8c Iy = dm(a? + c2)
L, = m(a? + b2)
Semiclipsoide
Loy = dmb? + Imc?
Z= —23£ Iy, = tma? 4 imc?
Izz = 'é‘m(az + bZ)
Paraboloide eliptico
|12
| ¥ = %
Iy = £om(b2 + ¢2)
r=2% Ly = fom(a® + ¢
_ ¢ L, = '116m(a2 + b2)
Tetraedro =g
rectangular
x -1 = 2 2
Iy = Iy = $mR2 + $ma
2 2
g——;—;f%R— I, = mR2 4 3ma?
Semitoro
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